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Streszczenie. Rozwaza sie 3-stadialny proces produkcyjny z maga-
zynem! miedzyctadialnymi o ograniczonych pojemnosciach. Kazde stadium
zawiera zbidr identycznych maszyn pracujacych réwnolegle. Nalezy wy-
znaczy¢ harmonogram produkcji dla niejednostkowego zlecenia_obejmuja-
cego wiele wyrobow. Jalco_kryterium_ optymalnosci przxjmuje sie minimum
czasu wykonywania zlecenia przy mozliwie najnizszych kosztach magazy-
nowania potwyrobow. Problem sformutowano jako wielopoziomowe zadanie
programowania catkowitoliczbowego, w ktérym kazdy poziom dotyczy_in-
nego stadium procesu, a interakcje pomiedzy poziomami uwzgledniaja
dostepnos¢ potwyrobdw produkowanych we wczesniejszych stadiach proce-
SuU Ooraz pojemnosci magazynow.

I1sJtgiSB
Rozwazmy trojstadialny system produkcyjny z dwoma magazynami pomiedzy
stadiami 1 X 2 oraz 2 i 3 0 ograniczonych pojemnosciach, odpowiednio c® i c

W systemie wytwarza sie U réznych wyrobow P (=1,... ,f). Wyprodukowanie
wyrobu P.. wymaga wykonania operacji kolejno w stadiach 1,2 i 3, ktorych wy
niklem 33 kolejne pd&twyroby odpowiednio Pgj ™ wYrod liuo-luj ~33* POk-

wyréb P~ wytworzony w stadium i (i=1,2) przekazywany jest albo do magazy-
nu pomiedzy stadiami i1 oraz i+1 albo bezposrednio do stadium i+1, w ktorym
przetworzony zostaje na wyrob P+~ Horyzont harmonogramowania obejmuje

T okreséw produkcyjnych o jednakowych ddugosciach (np. zmian roboczych).

W stadium i (i=1,2,3) pracuje réwnolegle Jjednakowych maszyn tak, ze wy-
réb P. . moze byC¢ wytwarzany jednoczesnie na wielu maszynach z takg samg wy
dajnoscia wynoszacg r”* sztuk/maszyno—okres. Zadane jest zlecenie produk-

cyjne (wi,... WMj), gdzie d=t,.--,N) jest zadang liczbg maszynookresow

produkcji wyrobu finalnego £3” Nalezy wyznaczy¢ harmonogram produkcji dla
kazdego stadium tak, aby zlecenie produkcyjne wykona¢ w najkrétszym czasie
i przy mozliwie najmniejszych zapasach pétwyrobow w magazynach miedzysta-

dialnych.

Zapasy miedsyoperacyjne podwyrobdw zmagazynowanych pomiedzy kolejnymi
stadiami umozliwiaja wzglednie niezalezng prace poszczegolnych stadiow. Z
drugiej jednak strony ograniczone pojemnosci magazynéw przy réznych jedno-
czesnie wydajnosciach kolejnych stadiow powodujg, ze pedne wykorzystanie
mocy produkcyjnych systemu nie zawsze bedzie mozliwe. Powyzsze uwagi wska-
zuja na mozliwos¢ sformutowania przedstawionego problemu harmonogramowania
jako wielopoziomowo zadanie programowania calkowitolicsbowego z réznymi
wskaznikami jakosci na poszczeg6lnych poziomach. Pierwszy (najwyzszy) po-
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zion dotyczy¢ bedzie harmonogramu produkcji dla stadium J (Ffinalnego) za-
pewniajgcego wykonanie zlecenia w najkrotszym czasie. W rezultacie wyznaczo-
ne »stanie zapotrzebowanie w kolejnych okresach na pédwyroby produkowane we
wczesniejszych stadiach. Kolejne zas$ poziomy - drugi i trzeci (nhajnizszy)

- zwigzane bedg ze stadiami 211, dla ktérych wyznaczymy harmonogramy pro-
dukcji zapewniajace pokrycie zapotrzebowania na pétwyroby przy mozliwie
najnizszych poziomach zapasow potwyrobow w magazynach miedzystadlalnych.

W zadaniach programowania catkowitoliczbowego kazdego poziomu wystepowac
beda ograniczenia uwzgledniajace skonczone pojemnosci odpowiednich magazy-
néw miedzystadlalnych oraz wydajnosci wczesniejszych stadidw produkcji.

Rys,1. Trojstadialny proces produkcyjny z magazynami miedzystadialnymi
Fig.1. Three-Stage Production Process with Intermediate Buffers

Artykut niniejszy jest kontynuacja prac [5], [63- Podobny problem szerego-
wania operacji ale w systemie 1-stadislnym przedstawiono w[#]. System prze-
ptywowy wielomaszynowy rozwaza sie w[4] ,zas w[l], 3-maszynowy bez magazynow.

2. Sformutowanie problemu

2.1. Zatozenia

Przedstawione we wstepie zadanie harmonogramowania sformutujemy przy
nastepujgoych zatozeniach dotyczacych systemu produkcji i magazynowania:
1. 'S kazdym okresie na jednej maszynie mozna wytwarza¢ co najwyzej jeden
wyréb, przy czym przydzielenie wyrobu deo maszyny w stadium i oznacza, ze

na maszynie tej wyprodukowanych zostanie doktadnie sztuk P,. jw tyra o-
kresie.
2. kazdym®" okresie przydziat wyrobéw do maszyn w kazdym stadium jest sta-

4y, co przy statej wydajnosci maszyn powoduje, ze zapasy potwyrobdéw w ma-
gazynach miedsystadialnych w ciggu okresu zmieniaja sie liniowo (Rys.2).
3. »(yrdb + ~ (1=1,2) wyprodukowany w stadium i+l w okresie t otrzymywa-

ny jest z podwyrobu wytworzonego w stadium i najpézniej w okresie i—
gdzie jest stalym opdznieniem czasowym pomiedzy stadiami i oraz 1+1.
4* Jeden maszynookres produkcji kazdego z wyrobow (1=1,2) zajmuje taka

samg pojemnos¢ magazynu pomiedzy stadiami i1 oraz i+l tak, ze pojemnosc¢ o,
mozna wyrazi¢ w msszynookresach produkcji v stadium i,
5 magazynach miedzystadialnyah nie ma poczatkowych zapasow pohwyrobow.
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2.2. Definicje zmiennych

Celem harmonogramowanla jest wyznaczenie wartosci catkowitoliczbowej

zmiennej (1«1,2,3 j“1,...,N ©=1,...,T), ktora oznacza liczbe maszyn
przydzielonych do produkcji wyrobu Pj w stadium i w okresie t.
Ponadto oznaczmy przez Gel,2 j=1,...,H t=1,...,T) minimalna, licz-

be maszynookresow produkcji pékwyrobu P~ w ciggu t pierwszych okreséw,
konieczng do pokrycia zapotrzebowania na ten pokwyrdb,

T,
Tijt rai+i,ij zi+1,jki et "tim1l
k=1
T N
liT, ° rai+l,ij Xi+i,jti “ rei+i,ij*i+itji “ wj )
1 =i
gdzie ai+ltlj = ri+llj/rij» w3j ° Ti+l “ Ti +Tiu ,
oznacza liczbe okresow koniecznych do wykonania zlecenia w sta-
dium 1
fal - najmniejsza .liczba catkowita nie mniejsza niz a.
Biech-bifrt (i=2,3 s=1,...,i-1 tcTg+.. ,---,1) bedzie maksymal;

liczbg maszynookresow produkcji w stadium s, ktdrg mozna przetworzy¢ w sta-
dium i (i> s) w ciagu t pierwszych okresow

biat = mox{0O, ma(t - ~ T p)} (©)

natomiast c” niech oznacza maksymalng liozbe maszynookreséw produkcji w
stadium i, ktérg mozna przetworzy¢ w stadium i+l lub zmagazynowac¢ pomiedzy
stadiami i oraz i+l w ciagu t pierwszych okresow

°jit 1 + ai+l,ijxi+1,jkJ 7))
gdzie [aJ oznacza najwieksza liozbe caltkowitg nie wiekszag niz a.

2.3. Koszty magazynowania poétwyrobow

Hiech z”~ bedzie poziomem zapaséw wyrobu P~ na kohcu okresu t. Mamy

EiJ “ r137iXi3k " ri+l, jn1zi+l, jk * )
Rysunek 2 ilustruje zmiane zapasu pokwyrobu P~ w ciagu jednego okresu w
przypadku, gdy produkcja tego podwyrobu przewyzsza jego zuzycie w tym okre-
sie. Oczywiscie liniowa zmiana zapasow wyrobu P~ w ciagu okresu jest fun-
kcja liczby maszyn produkujacych w stadium I oraz w stadium i+1.
W kazdym przypadku Srednie zapasy potwyrobu P*j w ciagu okresu t mozna
przyja¢ jako réwne
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Rys.2. Zmiana zapasu pétwyrobu w ciggu okresu
Fig.2. Semi—Finisgled Product Inventory Change Dfring a Period
T T
lL@iji+ zij) =\ rijdijt + 2273ijk) " 2 ri+l, i+l je+Nje i+l jn
Jezeli przez cC” >0 oznaczymy koszty magazynowania jednej sztuki pok-
wyrobu P~ w ciaggu jednego okresu , to calkowite koszty magazynowania pok-
wyrobéw w magazynie pomiedzy stadiami i oraz i+l bedg rowne

fa tr, -K jA~ 1+zlj) =~ 0~ 0j(rij]”(xijt + +

Zauwazmy, ze W poTryzszym wyrazeniu majg miejsce nastepujace uproszczenia
T

@ - 20%55¢ . 7. xijt = 7ij

i
t=i ETT " £l =1

i wprowadzmy oznaczenia

Kr ANdjCrigwij - ri+ Jv) . eij -cCijrij
lilozray teraz catkowite koszty magazynowania potwyrobdow pomiedzy stadiami
i oraz i+l zapisa¢ nastepujaco

h - < ®
j=1 t=1 10

gdzie Kh jest stalg, gdyz harmonogram produkcji dla stadium i wyznacza sie
przy znajomosci ustalonego wczesniej harmonogramu —{<a+1 dla stadium i+l.

2.4. Hoael matematyczny zadania harmonogramowacia wielopoziomowego

Zadanie pierwszego poziomu zwigzane z wyznaczaniem harmonogramu pro-
dukcji wyrobow finalnych {j=1,... ,K ma nastepuja.ca postac
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mZminimalizowac t

przy ograniczeniach

A x3jt~a3 » t=1,...,T
i catkowite 3=1,..,,H,t=1,...,T
AL N3t wA, 3=1,...,N
ANJNhsJNrIkNANMst T a=1*2n=1, ..., T
NN a323nMZ33kIN°2,X-X2 e T

Zadanie drugiego poziomu zwiagzane z harmonogramowaniem produkcji

wyroboéw Pgj (J=1,...,N) w stadium 2 ma postac
<F
Zminimalizowacd 2_eg (T2 - t)x2Jt
1 t=1

przy ograniczeniach
f‘]"*l 2Jt" A m2’
z23t~° 1 ‘laikowite» 3=1 N, t=1,...,T2
N2 3 kVv 23t t=1,.,. ,-Tg-1
i *
i~"z23t * ®23* 3=1»**«.s

J5_
N-1a282312JK"Mb2it” tolf-»TE

QA‘I ﬁa—1523k"‘02t’ TOL»**“»T2

"> tBl *2
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Zadanie poziomu pierwszego (najnizszego) zwigzane z harmonogramowanien

produkcji pétwyrobow (»1f...,H) w stadium 1 ma postad
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Zminimalizowaé (21)
3=1 t=1 13 1 13

przy ograniczeniach

(22)

B, t=1, ©@3)

N XERAjEE toli ,*1-1 (G
£

N oxI3t T wig* @3

+ n no,ot=l,..., T1 @6)

powyzszych sformudowaniach ograniczenia (@) i (9, (14 i (15) oraz
(22 i (23) zapewniajag dopuszczalny przydziat maszyn do wyrobow w kazdym
stadium i w kazdym okresie. Ograniczenia (10), (A7) i1 (25) zapewniajg wy-
konanie zlecenia produkcyjnego, zas (16) i (24) odpowiednie zaspokojenie
zapotrzebowania na potwyroby. Ograniczenia (11) i (18) zabezpieczajg przed
zuzyciem potwyrobéw przekraczajacym mozliwosci produkcyjne wczesniejszych
stadiow produkcji. Batomiast ograniczenia (12) i (20) oraz (19) i (26) za-
bezpieczajg przed przepeknieniem magazynéw odpowiednio przed oraz za kolej-

Bys.3. Schemat harmonogrsmowania wielopoziomowego
Fig.3, Scheme lor Multi-level Scheduling
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3. Warunki Istnienia harmonogramu dopuszczalnego

Analizujac wielopoziomowy problem programowania catkowitoliczbowego
przedstawiony w rozdziale 2.4 mozna wykazaé¢, ze aby mogto istnieé¢ rozwig-
zanie dopuszczalne horyzont harmonogramowania T powinien by¢ nie krétszy
niz

T > B = mazjtBj @7

gdzie jest oszaoowaniem od dodu liczby okreséw produkcyjnych w sta-
dium 1 (1=1,2,3)

% f *Z w1} L <»>

Ponadto nieréwnosci (14), (@7) i 09) oraz (22), (25) i (26) implikuja na-
stepujgce dodatkowe ograniczenie od dodu na liczbe okreséw T, i=1,2

Wit St b orcti« (i9>
Katomiast nieréwnosci (16) i (19) oraz (24) i (26) prowadza do nastepuja-

cego ograniczenia na minimalng pojemnos¢ magazynu pomiedzy stadiami i
oraz i+l u t+T.

"1/ imin XI+1»3kl " (30)

Kolejne warunki na istnienie harmonograméw dopuszczalnych w stadium 1 i1 2
wynikaja z ograniczen (14) i (16), (22) i (24) oraz (16) , (18) i (20)

~ mAt, i%1,2 , t=1,...,T GH

¢ az2ljv2jt~b21lf ~ a21JT2jt<el,t-T,v t=»l T (32)

Warunek (27) mozna traktowac¢ jako oszacowanie od dodu minimalnej war-
tosci - wskaznika jakosci (7) harmonogramu w stadium 3.
tatwo réwniez wykaza¢, ze optymalne koszty f, (6), magazynowania poétwyro-
béw pomiedzy stadiami i oraz i+l sa ograniczone od dodu nastepujaco

fi~ ENeidTlj,t-1 + 4. (33)
2&(33)vaynikan za$ odpowiednie ograniczenia od dotu na wartosci optymalne
*i “ Ki wslca™n”k,5v jakosci (13) i (21.) harmonograméw w stadiach 112.

4. Algorytm harmonogramowania wielopoziomowego

Przedstawimy obecnie 3 algorytmy Al, A2 1 A3 dla wyznaczania harmonogra-
méw produkcji odpowiednio u stadiach 3, 2 i 1, zgodnie z 3-poziomowa struk-
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terg pokazang na rysunku 3. W algorytmaofc tyoh przydziat maszyn do wyrobéw
w kazdym okresie wyznaczany jest tylko raz, przy czym w algorytmie Al obli-
czenia rozpoczyna sie od okresu pierwszego, zas w A2 i1 A3 od okresu ostat-
niego, odpowiednio T2 = Tg(3) 1 ™ =T1(®@), (23). W algorytmie Al przydziat
maszyn do wyrobéw dokonywany jest w kolejnos$ci nierosngcycb czaséw wykonywa-
nia zadan produkcyjnych, tzn. kolejno rozpatrujac wyroby uporzadkowane nas-

tepujaco: >N2%2 > . . . > gHwB , [€7))

gdzie mai-fl/ 31 a32j/al2" a3lj/ml} * 3=1,..-,K.
natomiast w algorytmach A2 i1 A3 odpowiednie poétwyroby PN, (1=1,2) rozpatru-
je sie w kolejnosci od E do 1, po uporzadkowaniu ich wedtug nierosnacych
kosztéow jednostkowych magazynowania:
eiH N SIE-1 N eee N e, 11,2 35
Algorytmy Al i A2 sa algorytmami przyblizonymi dla rozwigzywanych przez
nie zadan, natomiast algorytm A3 jest algorytmem optymalnym [2},£7].
Algorytm Al (harmonogramowanie produkcji w stadium 3)

Krok 0. Ponumeruj wyroby wg.(34). Podstaw t = O.
Krok 1. Podstaw K

3«1
Krok 2. Wyznacz

z3jt 3 wj "¢ z3jk- “=i|2* B3st/a3sjJ}> uzaz{0 "Lct/a32) “ N Z3jkI}|
Podstaw t
m3 = m3 x3;jt, BFjt 5 53st - a3sjx3jt” S=1>2°t = °t "R32j N s3j«
Krok 3 .Podstaw Fj+l.Jezeli j-’K, to 1dz do krolm2.
Krok 4 _Jezeli
= tji Vj=1,..., 5, to pcdstawl, = t i zakoncz
k=1 3

obliczenia. Inaczej i1dz do kroku 1.

Algorytm A2 (harmonogramowanie produkcji u stadium 2)

Krok 0. Ponumeruj wyroby wg. (35) dla i=2. Podstaw t = Tg.
Krok 1. Podstaw

Q = p27 °21r =ApF " AN~ azijx2jk] *r=t,...,Tg, 07"



Harmonogramowanie produkcji . 205

Krok 2. Wyznacz T
i 2}t » minjm2, *2] - Amin {c2r,lB2ir/a21§3} ~
Podstaw 2

n2 = mg- x2;jt, 21r “ E21r " a2ljx2jt» °2r " e2r ~ X2jt* 1i"t»*»T2

Krok 3. Podstaw J = j-T. Jezeli3 )1, toidzdokroku2.
Krok 4. Podstaw t = t-1. Jezelith-1, toidzZzdokrokul.
Krok 5. Korekta harmonogramu.

Jezeli ograniczenia (20) sa speinione , to zakoncz obliczenia.
W przypadku przeciwnym skoryguj harmonogram poprzez zastagpienie kazdego
z okresoéw przecigzonych (tj. takich, w ktérych (20) nie jest spednione)
przez dwa kolejne okrey obejmujace #acznie pierwotng liczbe maszynookrescéw.
Odpowiednio skoryguj harmonogram dla stadium 3.

Algorytmnm A3 (harmonogramowanie produkcji w stadium i)

Krok 0. Ponumeruj wyroby wg (35) dla 1=1. Podstaw t = 57
Krok 1. Podstaw - N r

ml“ BV Clr “ °1lr " pi fot+i*1™ ~
i=H
Krok 2» Wyznacz

x1jt = “M 51* ij - ?ﬂ,t—l -

Podstaw

Biz«!_<51r>}

i7" ml ¢ x1jt® °1lr “ °1lr ~ x1jt»
Krok 3. Podstaw j = j~1. Jezeli j”~ 1, to idzdo kroku 2.

Krok 4. Podstaw t = t-1. Jezeli t>1, to idzdo krokul. Inaczej zakoncz

obliczenia.
5. Przykdtad

Eozwazany problem harmonogramowania zilustrujemy obecnie przyktadem
liczbowym dla nastepujacych danych, ktdére dotycza rzeczywistego procesu
produkcyjnego:

H=3, T=15 mil= 3, m2 = 2, =4, cl=4, 02=3, T, m't2 = 1,
a2ll a 27 a2l12 » ~ 2* a213 = 27 a321 ¢ a322 ° 27 a323 * N 2*
a3ll1 “ a312 = a313 * wi v2 w3 ” ® eij ="» 1=1.2, 3=1,2,3,

W przyktadzie niniejszym ztagodzono ponadto zatozenie 5 z rozdziatu 2.1

I przyjeto, ze w magazynach miedzystadialnych znajduja sie niezerowe zapa-

sy poczatkowe pédwyrobéw z°~ = r~ (i=1,2, j=1,2,3) i takie same zapasy

mnalezy w magazynach réwniez pozostawi¢ po wykonaniu zlecenia produkcyjnego.
Dla powyzszych danych oszacowanie od dotu czasu wyznaczono z (27)

i (28), gdzie wyrazenie (28) zmodyfikowano na przypadek niezerowych zapa-

séw poczatkowych (por. [6], [71)- Otrzymano LB.,=6, £B2 = LB™ = 9» czyli £B=9.
Harmonogram produkcji wyznaczony przy zastosowaniu podanych algorytméw
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jest nastepujacy (czas wykonania zlecenia T » 11):

T 3¢ X32t x??t 21t 22t 23t 11t 12t 13t
1 2 0 2 0 1 1 0 1 1
2 0 1 2 0 2 0 0 1 0
3 0 0 0 2 0 0 1 0
4 0 1 0 0 2 0 0 1 0
5 0 0 0 2 0 0 0 2
6 O 1 0 0 0 1 0 0 2
7 0 0 2 0 0 1 0 1 0
8 O 0 2 0 2 0 1 0 0
9 0 1 0 1 0 0 2 0 0
0 1 O 0 1 0 0 0 0 2
11 1 A0 0 0 1 1 1 1 1

Jesliby pojemnosci magazynéw bydy ré?me c2 = c2inin = 3 i o, " clrain6,
(30), to zlecenie mozna by wykona¢ w ciggu Tj = LB = 9 okresow:

X31t x32t x33t X31lt x22t x2?t sllt x12t-x13t

© ONOUTRWN | %
NOOOOOOON
OR ORr RrRpP
OOMAOOOONN
ONOOOOOOO
R ONONNNN R
ROONOOOOR
ROWOOOOOO
ROORORRREE
RNOOWR OO

6. Wnioski

Przedstawiony w pracy model i algortym wielopoziomowy harmonogromown-
nia produkcji mozna #atwo uogdlni¢ na przypadek wielostadialnego procesu
z wieloma magazynami posrednimi (por. [6}, [73)* Analize doktadnosci zapropo-
nowanego podejscia w ogolnym przypadku procesu wielostadialnego jak i tez
w pewnych przypadkach szczeg6lnych przedstawiono w pracy[7],
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KAJEHHAPHOE IHAMFOBAHHE HPOH3BOACTBA HPH OrPAHOTEHHHX 3AI1ACOB
HA  HOJUIIPOJITKTbI

P9 3» UDO

B cTaTie paccvBTpEEaeTCH 3a#aEa Teopaa pacnscaHna jyra MEoroGTajEiilHiti-
ro npoH3BOACTBSHHoro npoueoca ¢ MesryonepaEpiOHHHIIH <5y$epaMB ¢ orpassraeHHoS
8MKOCTBO. B saflaw MBHMES3HpyDTOa BpSiiE BlinOEHeHHH EpOH3BOBCTBeHHOIO sa?.s-
sa h saTpsTii ira 00"epEaHHQ 3anaco3 nojrynposynsos. BanaEa oiopMyjraposaBa
xax uaoroypoBHeEaa npotfjiesia iicJiOH2CJiCHHoro nporpassMaposaHHa. HpeECTaBlieE
ajiropaia cocTaaneHEH pacnKeamM h npzaep ero npanoaeaiM.

PRODUCTION OCjteualiiNG WITH LIMITED IN-PROCESS” I1IVEHTORT

Summary .

A three-stage, multi-product production scheduling with limited in-pro-
cess buffers between the stage is considered -with the objective of mini-
mizing the total processing time and the in-process inventory holding
costs. Esch stage of production is mode up of identical parallel machines.
The problem is modelled by three-level integer programmes each of which
is concerned with scheduling of different stage of production. The inter-
actions among the stage are modelled by additional constraints that take
into account the semi-finished products availability and limited capaci-
ties of’intermediate storages.

A hierarchical, three-level scheduling algorithm is presented which is
made up of three interconnected single pass procedures. Each procedure
schedules different stage of production with different scheduling electi-
ve. Remerks are made on generalization of the approach for multi-stage
production process with many intermediate storages of United capacity.

A numerical example is given data from a real three-stage production
process.



