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WYZNACZANIE PARAMETR i)/ STEROWANIA ROBOTOW W OPARCIU O ROWNANIA
KINEMATYKI MANIPULATOROW

Streszczenie. W pracy przedstawiono og6lne rownania kinomatyki
manipulatoréw,przy uzyciu transformat homogenicznych. Przedstawiono
podstawowe wkasnosci transformat homogenicznych oraz poréwnano je
z innymi rodzajami transformat. Dla przyk#adowego manipulatora wyzna-
czono réwnania kinematyki 1 podano sposéb wyznaczania wartosci zada-
nych dla sterowa/i w poszczegolnych stopniach swobody.

Wstep

Gownym zadaniom manipulatora robota JeSt przenoszenia i odpowiednie
orientacja przedmiotu manipulowanego. Wiadomo, ze pedny opis orientacji
przedmiotu manipulowanego wymaga znajomosci szesciu wspodrzednych. Trzy
wspotrzedne okreslaja potozenie dowolnego punktu przedmiotu, a trzy dal-
sze Jego orientacje wzgledem tego punktu /ktérymi moga by¢ katy Eulera/.
Zatem dla dowolnej manipulaoji przedmiotami, robot musi mie¢ sze$S¢ stop-
ni swobody.

Dla potrzeb przemystowych, wystarcza czesto mozliwos¢ manipulowania
z piecioma lub nawet mniejszg liczbg stopni swobody. Dlatego tez stosun-
kowo duzo firm produkuje roboty z trzema, czterema i pigoioma stopniami
swobody £2 ,3].

Oprécz spotykanych robotéw o szesSciu stopniach swobody produkuje sie
roboty o siedmiu stopniach swobody, ktéro umozliwiajg omijanie przeszkod
podczas manipulowania.

W pierwszym punkcie uzasadniono wybér transformat homogenicznych do
opisu transformacji ukfadoéw wspétrzednych w kolejnyoh ogniwach manipula-
tora oraz oméwiono podstawowe wkasnosci tych transformat. Przedstawiono
transformacje homogeniczng wektora, przesuniecia i obrotu.

V drugim punkcie przedstawiono ogélny schemat tworzenia réwnan kine-
matyki i wykorzystano go dla przyktadowego manipulatora o szesciu atop-
niaoh swobody .

V trzecim punkcie z réwnan kinematyki przykdadowego manipulatora wy-
znaczono sposob obliczania wartosci zadanyoh dla poszozegélnych stopni
swobody -

V czwartym punkcie sformutowano wnioski .

V uzupeknieniu przebadano wkasnosci transformat homogenicznyoh.
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Im Transformaty homogeniczne

Potozenie ramion manipulatora, mozna okresli¢ réznymi sposobami. Moz-
na opisywa¢ potozenie kazdego ramienia wzgledom ukdadu bazowego za pomo-

trzy wspotrzedne orientacji/ lub potozenie wzgledom sasiedniego ramienia
za pomoca jednej wspotrzednej. Drugi sposéb opisu Jest znacznie prostszy
i dlatego dalej bedziemy go stosowac¢. W tym sposobie wspotrzedne ramion
odpowiadaja poszczegdlnym stopniom swobody i nazywamy Je wspodrzednymi
naturalnymi [2J.

Do opisu potozenia ramion we wspétrzednych naturalnych mozemy stoso-
waé zapis tensorowy, wektorowy badz macierzowy. Mozna takze stosowac opis
macierzowy zmodyFfikowanyjtzn. homogeniczny.

Zapis tensorowy dacznie z umowg sumacyjng Einsteina Jest sto-
sumkowo prostyllecz mato komunikatywny. Zapis wektorowy wymaga wprowadze-
nia wielu nowych wersoréw jednostkowych /dla kazdego ogniwa trzy uursory/.
Zapis macierzowy jest wygodny do programowania obliczen za pomoca elektro-
nicznej techniki obliczeniowej, lecz z budowy macierzy nie mozna wprost
wywnioskowaé¢ o wzajemnych potozeniach uktadéw wspodrzednych. Zapis homo-
geniczny posiada zalete zapisu macierzowego g takze wprost z budowy ma-
cierzy homogenicznej mozna wywnioskowa¢ o wzajemnym podozeniu i orienta-
cji uktadéw wspoétrzednych. Ostatnia zaleta czyni transformaty homogenioz-

ne uktadéw wspotrzednych najbardziej przydatnymi do opisu ruchu manipula-
torow.

Zapl3 wektora

Wektor~jak na rys. t. r=ai+bj+ok, mozna zapisa¢ w postaoi
Jednokolumnowej macierzy homogenicznej Jak ponizej

z

- y gdzie w - wspot.
r= 1 skali,

N

Rys. t. Wektor r w uk#adzie wspétrzednych x, y, z.
Veotor r in coordinates system X, y, z.
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Elementy maoierzy z, y, z sa przeskalowanymi sktadowymi wektora r
za pomocg wspodczynnika w x = aw, y = bw, z = cw. Kierunek mozna zapi-
sa€ za pomocg wektora, ktdrego koniec znajduje sie w nieskoriczonosci .
Macierz homogeniczna kierunku ma zatem posta¢ ¥ =Tfx, y, z, 0j.-

Zapis ukdadu wspoétrzednych

Potozenie 1 orlentaoje dowolnego prostokatnego ukd#adu wspdlrzednyoh
wzgledem ukdtadu bazowego mozna zapisaC¢ w postaoi macierzy homogenioznej:

Rys. 2. riuatraoja transformaty homogenicznej
IJLIluatration of homogeous tranformation

W uzupednieniu wykazano, zo kierunki [i,,. h ,n, .9 [pQ ,0 0],

2., ay a, , Q) oraz wektor [pX, ey R - 1J , sa odpowiednio l%iierunka—
ai osi 1, y, z T - ukkadu, orazwektorem przesunieciapoczatku § -ukk.
wspohrzednych.

2 powyzszego wynika, ze transformata homogeniczna ukk. bazowego ma postac
naoierzy Jednostkowej o wymiarach x 4

Transformacje przemieszczen 1 obrotow ukdadéw wspotrzednych

Przemieszczanie ukdadu wspédrzednych o wektor r=ai +b j+ok
nozna zapisa¢ w postaoi maoierzy transformacji homogenicznej przemiesz-
czeniai



w postaci macierzy transformacji homogenicznych obrotéw;
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1,0 ,0 ,a
Tirama (a,b,c) = 0,1 ,0,b
0,0, ,0
0/0,0 ,1
Obrot uktadow wspédrzednych o kat © wokdd osi z, y, z mozna zapisac

1,0, 0 , O cos® ,0 ,sin® ,0
Rot (z,0) = 0 ,0(?58,—sin6, 0 Rot (y,@)y = 0 ,1,0 ,0
0 ,sin0, oos®, O -sin®] 0 ,00s0 ,0
0,0 , 0 , 1 ¢ 0,0,0 »1
00s0 ,-sin6 , 0,0
Rot(z,0) = sin6, cos©, 0,0
o , 0 ,1,0
o , 0 ,0,1 /2a,b,o/

¥zgledno6¢ ztozonych transformat homogenicznych

Transformaty ztozone sg ciggiem kolejnych transformat takich jak jp.
obrét lub przemieszczenie. Transformaty takie mozemy zatem zapisaC w po*
staci iloczynu transformat

T= Tt-T2*13...Tt

Iloczyn ten mozna obliczy¢ dwoma sposobami:
11a8tRPIli0 C™ B ‘B2 “~"3 »
nastepnie ™a 2*(Ta_” *Ta) Itd.

73/

a/ obliczajac
b/ obliczajac

Oba sposoby sg réwnowazne z matematyoznego punktu widzenia. Jednak Inter
pretacja fizyczna dla tych sposobow rozni sie. V sposobie a/ kolejne
transformacje wykonywane sa wzgledem aktualnego ukdadu wspédrzednych
/wynikdego z dotyohozasowyeh transformaodi/. V sposobie b/ wozyatkich
transformacji dokonuje sie wzgledem ukdadu bazowego. Powyzsza whkaanocc
+atwo sprawdzic.

2. Rownania kinematyki manipulatoréw

Manipulator mozna rozpatrywac¢ jjako szereg ogniw podgozonych przegu-
bami. Kazdemu ogniwu mozna przypisa¢ uktad wspotrzednych. Korzystajac
z transformat homogenicznych mozna opisa¢ wzajemne podozenia i orienta-
cje pomiedzy ukkadami wspotrzednych. Transformate wigzgog uktady wspok-
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rzednych sgsiednioh ogniw oznaczymy przez A . Macierz ta jest homoge-
niczng transformata przesuniecia badz rotaoji sasiednich uktadéw wspot-
rzednych. Niech A 1 opisuje potozenie 1 orientacje pierwszego ogniwa
wzgledem ukdadu bazowego, A 2 “ drugiego wzgledom pierwszego itp. Poto-
zenie 1 orientacje drugiego ogniwa we wspotrzednych bazowych przedstawia
iloczyn macierzy:

T2 &% fy 2 /v
Ogélnie dla i-tego ogmiwa,

T oTT A /57
1 k=1

Rys. 3. Opis orientacji i1 potozenia manipulatora
Doaoribo of orlentation a manipulator.

Opis konoa manipulatora o szesoiu stopniach swobody /patrz rys. 3/* czy-
1i szOstego ogniwa w odniesieniu do i-tego ukdadu dany Jest przez ¢
gdzie

1t 6 . tt * k . /</
k=i+1

Potozenie ogniwa 6 wzgledem ukdadu bazowego opisuje:
Te=TT Ak n/
0 k=1 *

Jesli potozenie ohwytaka wzgledem ogniwa 6 opisuje transformata £ /patrz
rys. 3/, wtedy potozenie i orientacje chwytaka 24 opisuje réwnanie kine-
matyki
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X=T6 .E. /8/

Zaleznoc¢6 t™ mozna opisa¢ 4d. pomoo;” grafu Jak na rys.

Rys. U. Graf transformaojl dla manipulatora z rys. 3
The manipulator transform graph. for fig. 3

Réwnania kinematyki dla przykiadowego manipulatora

Dla przyktadowego manipulatora pokazanego na rys. 6 wyznaczymy roéw-
nania ruchu kolejnyoh ogniw wzgledem sasiednich, wyznaozajgo kolejne A .

Z3r5'Z6

ifo.zZj

=Y

uW- tazowy

Rys. 5. Przyktadowy manipulator
Ezamplo manipulator
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Wyznaczanie parametréow sterowania

Rownanie kinematyki dla chwytaka w uktadzie bazowym bedzie:

X= AT'AJ =..AQ*E /9

Znajgo zaleznosci czasowe ® ®»> ® 2* > ®3* ®w ®5 * N 6 mozna wy-
znaozy¢ potozenia wzgledno ogniw.

Wyznaczanie wartosci zadanych dla poszczegolnych stopni swobody
manipulatorow

Jesli znamy przebiegi czasowe wspédrzednych naturalnych i transfor-
maty A wtedy datwo mozemy wyznaczy¢ trajektorie ruchu chwytaka 9%(t) -
Mozna problem postawi¢ odwrotnie]tzn. znana Jest pozadana trajektoria

2 , a nie znamy odpowiadajacych jej przebiegow czasowych wspotrzed-
nych naturalnych. Problem toki pojawia sig|np. przy palnikowym wycinaniu
z blach figur o réznym ksztakcie. Do realizacji wyznaozonej trajektori

X~t), niezbednymi sg odpowiadajgce jej wspotrzedne naturalne, ktoére
stanowig wartosci zadane dla uktadéw automatycznej regulacji, sterujacych
poszczog6lnymi napedami ramion manipulatora.

Aby wyznaczy¢ szukane wielkosci musimy skorzysta¢ z réownan macierzo-
wych /5 - 8/. Po odpowiednich przeksztatoeniach i poréwnaniu odpowied-
nich elementéow réwnan macierzowych mozna wyznaczy¢ szukane wspodrzedne ,
a tym samym przebiegu wartosci zadanyoh w kolejnych stopniaoh swobody ma-
nipulatora.

Znajdziemy przebiegi wartosci zadanyoh 0%, ®2%* ® W ® 5
©6 przyktadowego manipulatora omoéwionego w p. 2. Zakbézmy, ze znana ma-
cierz po pomnozeniu przez E ~ daje macierz T , o elementaoh:
X*B -i \ \ /10/
z*
0
Oznaczenia 1 bedg oznaozaé te same wielkosci cow p. 2.
20 obliczeniu obu stron réwnania \/ 1T , = A > A

1 poréwnaniu elementéw czwartych kolumn /z lewej i1 prawej strony réwnania®
oraz pewnych przeksztatceniach otrzymano:

= arotg - arotg ( 5 /11/
VPx * py :
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Cp +S,p
2 = arCt« X p - z12/

Po wyznaczeniu réwnania A.“l . A 1“1 T g= A3*A . A5A Qg i po-
rownaniu elementéw @ ,~)/trzeci wiersz, czwarta kolumna/ otrzymano:

d3=32(cth+SAp)+C2pz / 13/

natomiast z pordéwnania elementéow ( ,3)oraz @ ,3)po pewnych przeksztatce-
niach otrzymano:

Bk = arctg --- ——2 ,dla 6 > 0 /\u/
c2(Cl ax + si ay)-s2 az 5

Z réwnania A M A3JL A2"I*AL1-1Tg= A °Aj przez poréwnanie

elementéw( ,3)oraz (2 ,3) 1 odpowiednie przeksztakcen--: otrzymujemy:

65 = arctg C1EC27Clax,+;Slay) “Szaz + SytrSlay + Chay)  / 5/
s2(Cl ax + Sl ayy T & &

Z réwnania A 5“1. Aj,“1. Ag"1. A2“1. A r 1Tg = A "N przez porévna-
nie elementéw( ,2)oraz Q ,2) i odpowiednie przeksztakcenia otrzymujemy:
Sr
86 = arcte cg > /16/

gdzio:
S6 = “°5”7 Ca[C27€1°z + S1 °Y) “S2 °J + S#(“S1 °x + C1 °Y)j
+ S5 {s2Cl ox +S, o }+ C2 oz}
C6 = S? lc2 (c, ox e s, 0 ) - 82 0o + cj-s/ ox + C, o)

Z rys. 6 wynika, ze jesli 67=0, wtedy mozna doktadnie okreslic¢
tylko sume 67 + 6 anie ©],. 0 jbadz © g mozewtedy przybrac¢do-
wolng wartos¢. Potwierdzajg to rachunki, otdz ukamek w /\b/ powstat
z uproszczenia licznika i mianownika przez S,. /dlatego powinno by¢ Sr/0

lub / 0/. J
k procesie sterowania wygodnie jest ustala¢ np. 0 j, na czas zerowania
sie ®5* A" sP°®6b jednoznacznie okreslone jest @®g» a takze, zapew-

nia sie ptynnos¢ wartosci zadanych @j,(t) i @€g(1b).
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*%. Ynioski

Z pracy wynika, ze stosowanie transformat homogenicznych umozliwia
prosta analize kinematyki manipulatoréw dowolnego typu. Znajgo w danej
chwili transformaty A , JestesSmy w stanie prosto okresli¢ wzajemng
orientaoje ramion, a takze potozenie i orientacje manipulowanego przed-
miotu w przestrzeni roboczej robota [2,3].

Réwnania kinomatyki /s5r~/ umozliwiaja, dla dowolnego manipulatora,
okreslenie przebiegow wspotrzednych naturalnych /stanowigcyoh wartosci
zadane dla automatycznych ukdadéw regulaoji napedéw ramion/ zapewniajg-
cych realizacje zadanej trajektorii i orientacji przedmiotu manipulowane-
go. Jednoczesnie umozliwiajg okreslenie mozliwosoi pojawienia sie niejod-
noznacznosoi wartosci zadanyoh, a takze ustalenie optymalnej strategi
sterowania w takich przypadkach.

Dla manipulatoréw z siedmioma stopniami swobody siedem wspodrzednych
naturalnyoh wyznacza trajektorie 1 orientacje przedmiotu manipulowanego
oraz dodatkowo trajektorie wyznaczong przez przeszkode pojawiajaca sie
przy manipulowaniu. W tym przypadku réwnani a kinematy! i wraz z réwnaniom
przeszkod pozwalaja wyznaozyd wartosoi zadane dla zadanej trajektorii
1 oriontaoji przedmiotu manipulowanego, aozkolwiek nalezy sie spodziewac
wiekszej liczby niejednoznacznosci. Dlatego konieczna jest analiza tych
niejednoznacznosci pod katem wyboru optymalnej strategii sterowania.

Uzupetnienie

Zbadamy tu wkasnosoi transformat homogenicznych T opisujgoyoh
transformowany uktad we wspotrzednych ukdadu bazowego. Aby wyznaozyc
wspotrzedne bazowe wektora f opisanego w ukdadzie transformowanym T
przezT@ nalezy wyznaozy¢ iloczyn:

T Tr . /i/

Wznaozray opis wektorow Jednostkowych x, yf z, oraz poczatku ukdadow
wspotrzednych transformowanego ukdadu T t vo wspotrzednych
uktadu bazowego
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a»T ,Ta t ‘D:T--l-i . k- T--"<
/m /
Jesli
T = By vy’ to /\V/
nz’ z"
o, 0 )
SR
nX DI a)< > x
— n ¢ o a
b= J- °y k= y p= py Al
nZ (>Z az PZ
0 0 .1

Znvs i /NV/ “wida¢, zo kolejno kolumny transformaty T wprost opisuja
orientacje osi X, y, z, oraz potozenie poczatku ukdadu wspotrzed-
nych T we wspotrzednych bazowych.
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OnPEHEEEHHE DAPAMETPGB TUPABIEHHfl POBOTQB HA OCHQBAEHH JPABHEHHS
KKHBAATKKK ~ MAHUNTAHTOPOB

Pe3dme

B pacSoTe npeflOTaBjieHH oCmae ypaBHema KXHHMaTHKH uaHHnymrropoB o ho-
nojn>30BaHaeM xoMoreHHUx npeo<3ra30BaHHI. QpzBSAeHH oohobhh6é OBOflIOTBa xomo-
renHHX npeo6pa30BaHi2 a abho cpaBHerae c¢ flpyraMH npeodpasoBaHHHMH. JBw npa-
uepHoro MaHHnyjiHTopa onpejielieHH KHHeMaTxreeoioie ypaBHeHza a abb cnoood onpe-
fleaeHHa aanaHHtcc aHaaeHHA jyw ynpaBlieHHa jyia OTfleja.HHX cTeneHeft cboOobh.

THE CONFUTATION OF COIITROL PARAMETERS FROM KINEMATIC EQUATIONS FOR ROBOTS
Sunmary
In this paper general kinematic equations are presented for manipulators,

the. homogenous transform is used. Manipulators setting values are computed
in each joint as an example.



