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WYZNACZANIE PARAMETR i) V STEROWANIA ROBOTÓW W OPARCIU O RÓWNANIA 
KINEMATYKI MANIPULATORÓW

Streszczenie. W pracy przedstawiono ogólne równania kinomatyki 
manipulatorów,przy użyciu transformat homogenicznych. Przedstawiono 
podstawowe własności transformat homogenicznych oraz porównano je 
z innymi rodzajami transformat. Dla przykładowego manipulatora wyzna
czono równania kinematyki i podano sposób wyznaczania wartości zada
nych dla sterowa/i w poszczególnych stopniach swobody.

Wstęp

Głównym zadaniom manipulatora robota JeSt przenoszenia i odpowiednie 
orientacja przedmiotu manipulowanego. Wiadomo, że pełny opis orientacji 
przedmiotu manipulowanego wymaga znajomości sześciu współrzędnych. Trzy 
współrzędne określają położenie dowolnego punktu przedmiotu, a trzy dal
sze Jego orientację względem tego punktu /którymi mogą być kąty Eulera/. 
Zatem dla dowolnej manipulaoji przedmiotami, robot musi mieć sześć stop
ni swobody.

Dla potrzeb przemysłowych, wystarcza często możliwość manipulowania 
z pięcioma lub nawet mniejszą liczbą stopni swobody. Dlatego też stosun
kowo dużo firm produkuje roboty z trzema, czterema i pięoioma stopniami 
swobody £2 ,3].

Oprócz spotykanych robotów o sześciu stopniach swobody produkuje się 
roboty o siedmiu stopniach swobody, któro umożliwiają omijanie przeszkód 
podczas manipulowania.

W pierwszym punkcie uzasadniono wybór transformat homogenicznych do 
opisu transformacji układów współrzędnych w kolejnyoh ogniwach manipula
tora oraz omówiono podstawowe własności tych transformat. Przedstawiono 
transformację homogeniczną wektora, przesunięcia i obrotu.

V drugim punkcie przedstawiono ogólny schemat tworzenia równań kine
matyki i wykorzystano go dla przykładowego manipulatora o sześciu atop- 
niaoh swobody.

V trzecim punkcie z równań kinematyki przykładowego manipulatora wy
znaczono sposób obliczania wartości zadanyoh dla poszozególnych stopni 
swobody.

V czwartym punkcie sformułowano wnioski.
V uzupełnieniu przebadano własności transformat homogenicznyoh.
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1■ Transformaty homogeniczne

Położenie ramion manipulatora, można .określić różnymi sposobami. Moż
na opisywać położenie każdego ramienia względom układu bazowego za pomo-

trzy współrzędne orientacji/ lub położenie względom sąsiedniego ramienia 
za pomocą jednej współrzędnej. Drugi sposób opisu Jest znacznie prostszy 
i dlatego dalej będziemy go stosować. W tym sposobie współrzędne ramion 
odpowiadają poszczególnym stopniom swobody i nazywamy Je współrzędnymi

Do opisu położenia ramion we współrzędnych naturalnych możemy stoso
wać zapis tensorowy, wektorowy bądź macierzowy. Można także stosować opis 
macierzowy zmodyfikowanyjtzn. homogeniczny.

sumkowo prosty1lecz mało komunikatywny. Zapis wektorowy wymaga wprowadze
nia wielu nowych wersorów jednostkowych /dla każdego ogniwa trzy uursory/. 
Zapis macierzowy jest wygodny do programowania obliczeń za pomocą elektro
nicznej techniki obliczeniowej, lecz z budowy macierzy nie można wprost 
wywnioskować o wzajemnych położeniach układów współrzędnych. Zapis homo
geniczny posiada zaletę zapisu macierzowego ą także wprost z budowy ma
cierzy homogenicznej można wywnioskować o wzajemnym położeniu i orienta
cji układów współrzędnych. Ostatnia zaleta czyni transformaty homogenioz- 
ne układów współrzędnych najbardziej przydatnymi do opisu ruchu mani pula-

Zapl3 wektora

Wektor^jak na rys. t. r = a i + b j + o k ,  można zapisać w postaoi 
Jednokolumnowej macierzy homogenicznej Jak poniżej

naturalnymi [2J.

Zapis tensorowy łącznie z umową sumacyjną Einsteina Jest sto-

torów.

z

r  = y
z

gdzie w - współ. 
1 skali,

w

Rys. t. Wektor r w układzie współrzędnych x, y, z. 
Veotor r in coordinates system x, y, z.



Yyzpąozanle parametrów atorowania .

Elementy maoierzy z, y, z są prze skalowanymi składowymi wektora r 
za pomocą współczynnika w x = aw, y = bw, z = cw. Kierunek można zapi
sać za pomocą wektora, którego koniec znajduje się w nieskończoności. 
Macierz homogeniczna kierunku ma zatem postać ł* = f x, y, z, oj.

Zapis układu współrzędnych

Położenie i orlentaoję dowolnego prostokątnego układu wspólrzędnyoh 
względem układu bazowego można zapisać w postaoi macierzy homogenioznej:

T -

o »

o I 
7  ’ P?

Rys. 2. riuatraoja transformaty homogenicznej
IJLlua tration of homogeous tranf ormation

W uzupełnieniu wykazano, żo kierunki [i
V

_ „ n , n . o] , [ o o  . o , o] ,x . y > z f J i* x  7  z
[a , a , a , OJ oraz wektor [p , p , p , 1J , są odpowiednio kie runka- y z x y z ci
ai osi i, y, z T  - układu, oraz wektorem przesunięcia początku li - ukł.
współrzędnych.
2 powyższego wynika, że transformata homogeniczna ukł. bazowego ma postać 
naoierzy Jednostkowej o wymiarach x łł.

Transformacje przemieszczeń 1 obrotów układów współrzędnych

Przemieszczanie układu współrzędnych o wektor r = a i + b j + o k  
nożna zapisać w postaoi maoierzy transformacji homogenicznej przemiesz
czenia i
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Tirana (a,b,c) -=
1 , 0 , 0 , a
O , 1 , 0 ,b
0 , 0 , 1  , o 
0 / 0 , 0 , 1

Obrót układów współrzędnych o kąt © wokół osi z, y, z można zapisać 
w postaci macierzy transformacji homogenicznych obrotów;

Rot (z,©) =
'1 , 0 , 0 , 0' cos© , 0 , sin© , 0

= 0 ,oos8,-sin6, 0 Rot (y,©) = 0 , 1 , 0  ,0
0 , sin0, oos ® , 0 \ / -sin©| 0 , oos© , 0
0 , 0  , 0  , 1 t 0 , 0 , 0  , 1

Rot(z,0) ■=
oosO ,-sin6 , 0 , 0  
sin6, cos © , 0 , 0  
0 , 0 , 1 , 0  
0 , O ,0 , 1 /2a,b,o/

¥zględnoóć złożonych transformat homogenicznych

Transformaty złożone są ciągiem kolejnych transformat takich jak jap. 
obrót lub przemieszczenie. Transformaty takie możemy zatem zapisać w po* 
staci iloczynu transformat

T= Tt -T2 *I3 ...Tt 73/

Iloczyn ten można obliczyć dwoma sposobami:
a/ obliczając Ila8t®PIlio Ĉ * ■) • "®*2̂ ‘ ̂ " 3 »
b/ obliczając następnie ^*a_2 *(Ta_̂  * T a) ltd.

Oba sposoby są równoważne z matematyoznego punktu widzenia. Jednak Inter 
pretacja fizyczna dla tych sposobów różni się. V sposobie a/ kolejne 
transformacje wykonywane są względem aktualnego układu współrzędnych 
/wynikłego z dotyohozasowyeh transformaoJi/. V sposobie b/ wozyatkich 
transformacji dokonuje się względem układu bazowego. Powyższą właanoćć 
łatwo sprawdzić.

2. Równania kinematyki manipulatorów

Manipulator można rozpatrywać jjako szereg ogniw połąozonych przegu
bami. Każdemu ogniwu można przypisać układ współrzędnych. Korzystając 
z transformat homogenicznych można opisać wzajemne położenia i orienta
cję pomiędzy układami współrzędnych. Transformatę wiążąoą układy współ
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rzędnych sąsiednioh ogniw oznaczymy przez A  . Macierz ta jest homoge
niczną transformatą przesunięcia bądź rotaoji sąsiednich układów współ
rzędnych. Niech A  1 opisuje położenie 1 orientację pierwszego ogniwa 
względem układu bazowego, A  2 “ drugiego względom pierwszego itp. Poło
żenie i orientację drugiego ogniwa we współrzędnych bazowych przedstawia 
iloczyn macierzy:

2 “ *"* 1 fw 2 

Ogólnie dla i-tego ogniwa,
T 2 =

jniwa,

T o TT A
1 k=1

/ V

/5/

Rys. 3. Opis orientacji i położenia manipulatora 
Doaoribo of orlentation a manipulator.

Opis końoa manipulatora o sześoiu stopniaoh swobody /patrz rys. 3/* czy-
¿*53li szóstego ogniwa w odniesieniu do i-tego układu dany Jest przez Tg, 

gdzie

1t 6 . t t  * k . /«/k=i+1

Położenie ogniwa 6 względem układu bazowego opisuje:

T6 = TT A k n/0 k=1 *

Jeśli położenie ohwytaka względem ogniwa 6 opisuje transformata £ /patrz 
rys. 3/, wtedy położenie i orientację chwytaka 24 opisuje równanie kine
matyki
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X = T 6 .E. /8/
Zależnoćó t^ można opisać łd. pomoo;^ grafu Jak na rys.

^  I

Rys. U. Graf transformaojl dla manipulatora z rys. 3 
The manipulator transform graph. for fig. 3

Równania kinematyki dla przykładowego manipulatora

Dla przykładowego manipulatora pokazanego na rys. 6 wyznaczymy rów
nania ruchu kolejnyoh ogniw względem sąsiednich, wyznaozająo kolejne A .
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Rys. 5. Przykładowy manipulator 
Ezamplo manipulator
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Oznaczmy a In 0 . = S.. cos ©X  X' i

I ogniwo

0= 0

A 1 = Rot(x,- 90°). Rot(y, - © =

c1 > 0 > - S 1 . 0

s1 * 0 » C1 , 0
0 , - 1 > 0 . 0
0 , 0 > 0 ; 1

U  ogniwo

A 2= Rot (x,90°) .Tran. (o,a,o) .Rot (y, ® ) =
C2 ' 0 , S2 > 0

S2 * 0 . “ C2 » a
0 , 1 , 0 1 0

0 , 0 , 0 , 1

III ogniwo

A- = Trans (o,0,d) =
1 , 0 , 0 , 0
0 , 1 , 0 , 0
0 , 0 , 1 , d
0 , 0 , 0 , 1

a=var
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IV ogniwo

ł zV ; .1.®* '

Vj 0'

A1 w

0 - 0 y<

A  . a Rot (i, -90°) . Rot (y . -  6  r) :

0 •fr i 0 ; - %  ) 0

. 0 1 ° ! ł ) 0
0 , - 1 , 0 , 0
0 , 0 1 1 '1 1

V ogniwo

fl5 = Rot U, 90°) Rot(y, © ) =

5 »
S5> 0 > C5 1 0

0 , 1 , 0 , 0

0 , 0

VI ogniwo

łZS .

*5

2 * .

S5  0 ’ _ U l9 6

0=0'

A 6 = Rot (z, ® 6) =

°6> “ S6* 0 , 0

s6 ! C6’ 0 , 0
0 , 0 , 1 . 0
0 , 0 , 0 . 1

Chwytali

Xy,
37 

6 ^  '

»6

|> s Trans (o,0 ,b) = u ,
O » 

0 .
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Równanie kinematyki dla chwytaka w układzie bazowym będzie:

X =  A 1'Aj • . . Ag* ]£ /9/

Znająo zależności czasowe ® ■)» ® 2* d> ® 3 * ® W  ® 5 * ^ 6 można wy- 
znaozyć położenia względno ogniw.

Wyznaczanie wartości zadanych dla poszczególnych stopni swobody 
manipulatorów

Jeśli znamy przebiegi czasowe współrzędnych naturalnych i transfor
maty A  wtedy łatwo możemy wyznaczyć trajektorię ruchu chwytaka % (t) . 
Można problem postawić odwrotnie|tzn. znana Jest pożądana trajektoria 

2?(t) , a nie znamy odpowiadających jej przebiegów czasowych współrzęd
nych naturalnych. Problem toki pojawia się|np. przy palnikowym wycinaniu 
z blach figur o różnym kształcie. Do realizacji wyznaozonej trajektori 
X^t), niezbędnymi są odpowiadające jej współrzędne naturalne, które 

stanowią wartości zadane dla układów automatycznej regulacji, sterujących 
poszczogólnymi napędami ramion manipulatora.

Aby wyznaczyć szukane wielkości musimy skorzystać z równań macierzo
wych / 5 - 8/. Po odpowiednich przekształoeniach i porównaniu odpowied
nich elementów równań macierzowych można wyznaczyć szukane współrzędne , 
a tym samym przebiegu wartości zadanyoh w kolejnych stopniaoh swobody ma
nipulatora.

Znajdziemy przebiegi wartości zadanyoh 0^, ® 2 * ® ił* ®
5 '©, przykładowego manipulatora omówionego w p. 2. Załóżmy, że znana ma-6

cierz po pomnożeniu przez E ~ daje macierz T , o elementaoh:

X*B -i V V
Z* 

0 ,

/ 10/

Oznaczenia 1  
2o obliczeniu obu stron równani a

będą oznaozaó te same wielkości co w p. 2 .
V 1T , = A i** A

1 porównaniu elementów czwartych kolumn /z lewej i prawej strony równania^ 
oraz pewnych przekształceniach otrzymano:

= aro tg - arotg
( 2 2 
VPx * py :

" T iJ
/1 1 /
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C p + S, p 
2 = arCt« ’•X' p • Z12/

Po wyznaczeniu równania A.,“1 . A 1“1 T  g = A 3* A j,. A 5* A g i  po
równaniu elementów (3 ,^)/trzeci wiersz, czwarta kolumna/ otrzymano:

=  s 2 ( c t px + sA p ) +  C2 p z  / 1 3 /d,3

natomiast z porównania elementów (1 ,3 ) oraz (2 , 3) po pewnych przekształce
niach otrzymano:

-S, a + C, a
Bk = arctg ---    ---2---------  , dla 6 > 0 / \ U /

c2(Cl ax + si ay ) - s 2 az 5

Z równania A ■1 A 3“1. A 2"1* A 1-1 T g = A j  • A j  przez porównanie 
elementów(1 ,3 )oraz (2 ,3) i odpowiednie przekształceń--: otrzymujemy:

c C'l f- C2 Ĉ 1 ax + S1ay) “S2az^ + Sit̂ “S1ay + C1 av )6 5 = arctg   ----— i— -2— i --------- 2-----  l_i_L /,5/
S2 (C1 ax + S 1 ay)1 + C_ a y / 2 z

Z równania A 5“1. Aj,“1. A g " 1. A 2“1. A r 1T g  = A ̂  przez poróvna- 
nie elementów(1 ,2 )oraz (2 ,2) i odpowiednie przekształcenia otrzymujemy:

sr
®6 = arcte “cT" > /16/6

gdzio:

S6 = “°5  ̂Ca [ C2 Ĉ 1 °z + S 1 °y) “ S2 ° J  + Sił ( “ S 1 °x + C1 °y)j 

+ S5 {s 2 (Cl ox + S, o } + C2 oz } ,

C6 =  - S J ,  [ c 2  ( c ,  o x  ♦  S ,  o  )  -  S 2  o j  +  c j - s /  o x  +  C ,  o  )

Z rys. 6 wynika, że jeśli 6 ^ = 0 ,  wtedy można dokładnie określić
tylko sumę 6 ̂  + 6 a nie © j,. 0 j, bądź © g może wtedy przybrać do
wolną wartość. Potwierdzają to rachunki, otóż ułamek w / \ b /  powstał
z uproszczenia licznika i mianownika przez S,. /dlatego powinno być Sr / 0
lub / 0/. J
k procesie sterowania wygodnie jest ustalać np. 0 j, na czas zerowania 
się ® 5 * ^ sP°®ób jednoznacznie określone jest ®g» a także, zapew
nia się płynność wartości zadanych ®j,(t) i ®g(,t).
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*». Ynioski

Z pracy wynika, że stosowanie transformat homogenicznych umożliwia 
prostą analizę kinematyki manipulatorów dowolnego typu. Znająo w danej 
chwili transformaty A , Jesteśmy w stanie prosto określić wzajemną 
orientaoję ramion, a także położenie i orientację manipulowanego przed
miotu w przestrzeni roboczej robota [2 ,3].

Równania kinomatyki / 5 r^ / umożliwiają, dla dowolnego manipulatora, 
określenie przebiegów współrzędnych naturalnych /stanowiącyoh wartości 
zadane dla automatycznych układów regulaoji napędów ramion/ zapewniają
cych realizację żądanej trajektorii i orientacji przedmiotu manipulowane
go. Jednocześnie umożliwiają określenie możliwośoi pojawienia się niejod- 
noznacznośoi wartości zadanyoh, a także ustalenie optymalnej strategi 
sterowania w takich przypadkach.

Dla manipulatorów z siedmioma stopniami swobody siedem współrzędnych 
naturalnyoh wyznacza trajektorię i orientację przedmiotu manipulowanego 
oraz dodatkowo trajektorię wyznaczoną przez przeszkodę pojawiającą się 
przy manipulowaniu. W tym przypadku równani a kinematy! i wraz z równaniom 
przeszkód pozwalają wyznaozyó wartośoi zadane dla żądanej trajektorii 
1 oriontaoji przedmiotu manipulowanego, aozkolwiek należy się spodziewać 
większej liczby niejednoznaczności. Dlatego konieczna jest analiza tych 
niejednoznaczności pod kątem wyboru optymalnej strategii sterowania.

Uzupełnienie

Zbadamy tu własnośoi transformat homogenicznych T  opisująoyoh 
transformowany układ we współrzędnych układu bazowego. Aby wyznaozyć 
współrzędne bazowe wektora f  opisanego w układzie transformowanym T 
przez T(T należy wyznaozyć iloczyn:

r* T  Tr . /i/

Vyznaozray opis wektorów Jednostkowych x, yf z, oraz początku układów 
współrzędnych transformowanego układu T  t vo współrzędnych 
układu bazowego
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a» T ,Ta t j)=T-Ti . k.T-Tl<
/ m /

Jeśli

T  = By’
nz’
o ,

y’
z' 
O )

to /IV/

i  =

n
X

1
0 H
-A a X > x

n y
c
J = °y , k =

ay . p  = py
n C> a Pz Z z Z
0 0 0 . 1 ,

A /

Z /IV / i /V/ 'widać, źo kolejno kolumny transformaty T  wprost opisują 
orientację osi x, y, z, oraz położenie początku układu współrzęd
nych T  we współrzędnych bazowych.
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OnPEHEJEEHHE DAPAMETPGB TUPABIEHHfl POBOTQB HA OCHQBAEHH JPABHEHHS 
KKHBAATKKK MAHUnTAHTOPOB

P e 3 d m  e

B pacSoTe npeflOTaBjieHH oCmae ypaBH em a KXHHMaTHKH uaHHnymrropoB o h o - 

nojn>30BaHaeM xoMoreHHUx npeo<3p a30BaHHl. QpzBSAeHH oohobhh6 OBOflOTBa xomo- 

renHHX npeo6p a30BaHi2 a  abho cpaBHerae c  flpyraMH npeodpasoBaHHHMH. JBw n p a- 

uepHoro MaHHnyjiHTopa onpejieJieHH KHHeMaTxreeoioie ypaBHeHza a  abb cnoood onpe- 

fleaeHHa aanaHHtcc aHaaeHHA jy w  ynpaBJieHHa jyia  OTfleja.HHX cTeneHeft cboOobh.

THE CONFUTATION OF COIiTROL PARAMETERS FROM KINEMATIC EQUATIONS FOR ROBOTS

S u n m a r y

In this paper general kinematic equations are presented for manipulators, 
the. homogenous transform is used. Manipulators setting values are computed 
in each joint as an example.


