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S tr e s z c z e n ie . W a r ty k u le  p rzed staw io n o  a lg o ry tm  ste ro w an ia  u k ła 
dem napędowy-® ro b o ta  zapew n ia jący  " p ra k ty c z n ie "  s t a b i ln ą  p racę  bądź 
gwarantowany k o s z t  pomimo n ie p e łn e j  in fo rm a c ji  o modelu i  z a k łó c e 
n ia c h .  S ynteza a lg o ry tm u  o p a r ta  J e s t  o w y k o rzy stan ie  fu n k c ji Lapunowa 
d la  modelu nom inalnego, a uzyskane prawo ste ro w an ia  J e s t  fu n k c ją  z na
sycen iem , w granicznym  p rzypadku  s t a j ą c  s i ę  sterow aniem  p rze k aźn ik o 
wym.

lfc-łtflSSŁ

Szybkość d z i a ła n ia  i  p re c y z y jn e  o d tw arz an ie  pożądanej t r a j e k t o r i i  ruchu 
n a leżą  do podstawowych wymagań s taw ian y ch  robotom . R e a l iz a c ja  ty c h  wyma
gań związana j e s t  z k o n ie c z n o śc ią  p e łn e j  znajom ości o b ie k tu  ro b o t-e le m e n t 
transportow any .  Z d ru g ie j  s tro n y  złożoność tego  o b ie k tu  ja k  również zmien
ność o b c iążeń  pow odują, i ż  n a j c z ę ś c ie j  mamy do c z y n ie n ia  z n ie p e łn ą  in fo n - 
oacją  o modelu i  z a k łó c e n ia c h . Proponowana w p ra c y  metoda sy n tezy  um ożliwia 
uzyskanie ruchu  d o s ta te c z n ie  b l is k ie g o  zadanej t r a j e k t o r i i  w przypadki^ gdy 
znane są  Je d y n ie  pewne nierów nościow e o g ra n ic z e n ia  na ró ż n ic e  między bez
w ładnością , d y sy p a c ją , s p r ę ż y s to ś c ią  i  obciążeniem  w modelu nominalnym 
& ic h  rzeczy w is ty m i p o s ta c ia m i w u k ła d z ie  napędowym.

2. Sform ułow anie problem u

Rozpatrzmy uproszczony problem  s te ro w a n ia  w u k ła d z ie  napędowym. Załóżmy,
Ze in te r e s u je  nas Je d y n ie  o b ró t  masy tran sp o rto w a n e j względem Jednej o s i  
przy p o z o s ta ły c h  k ą ta c h  s t a ły c h .  W szystkie przeprow adzone tu  rozważania 
można w ła tw y  sposób ro zsz e rzy ć  v/ przypadkw. złożonych  ruchów ro b o ta .

Równanie ruchu  in te re s u ją c e g o  nas ram ien ia  obciążonego ¡» są  można za
pisać w p o s ta c i  :

x = [ a  (^x, x , t )  +■ A  a ( x ,  x , t ) ]  x + b (x , t )  A  b (x , t )  +

+ [ c  (x , x , t )  ♦ A  c (x , x , t ) ]  u -i- d (x , x , t )  v / 1 /
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g d z ie  a ( x ,  x , t )  ,  b (x ,  t )  , c ( x ,  x , t )  s ą  znanymi funkcjam i używanymi 
w m odelu nominalnym , A  a (x , x ,  t  ) , A  b ( x ,  t )  , j  c ( x ,  x ,  t )  s ą  
n ieznanym i odchyłkam i od f u n k c j i  nom inalnych  w ystępującym i w rzeczyw istym  
u k ła d z ie  napędowym, u j e s t  sygnałem  s te ru ją c y m  elem en tu  napędowego p rz e 
w idzianego  do u s ta w ie n ia  k ą ta  x , v  j e s t  n ie z n a n ą  w ie lk o ś c ią  z a k łó c a ją c ą ,  

n p . o b c iążen iem  .  Model nom inalny o trz y m u je  s i ę  p rzy  odchy łkach  i  za
k łó c e n ia c h  równych zero  .

Zakładam y, że  n ie  z o s t a ł  p rze k ro c zo n y  "p róg  n iepew ności" rozum iany 
w tyra s e n s ie ,  że  t o r  s te ro w a n ia  j e s t  " s i l n i e j s z y "  od to r u  n ie p e w n o śc i^ tz n . 
możliwa j e s t  dekompozycja :

ś  a ■ c , ż i b ^ c b ^ ,  d ■= c d^ ,  A c  ■» c c^ /  2/

a ta k ż e  znane s ą  o g ra n ic z e n ia  g ó rn e  n iep ew n o śc i i

l a -jXl ^  A ( x , x , t ) , |b 1 | < ’ B ( x , t )  , C ( x , x , t ) < 1

|ó^v( ^  D (x ,x , t ) / 3 /

Zakładamy ponad to  , że  ro z w ią z a n ie  ( x ( t )  , x ( t ) )  Sr C®*®) ĉ a swobodnego 
modelu nom inalnego j e s t  a sy m p to ty c z n ie  g lo b a ln ie  s t a b i ln e  w s e n s ie  Lapunowa 

p . |n p .  £ 1 } i  można z n a le ź ć  fu n k c ję  Lapunowa V ( x ,x , t )  d la  tego mo
d e l u . .  W przypadku s tac jo n arn y m  c z ę s to  w y s ta rc z y  p rz y ją ć , up ro szczo n ą  formę 
t u r i e  £ 2 ]  jako  fu n k c ję  Lapunowa :

x
V (x ,x )  = x2 -  2 J b (y )  dy / V

0

Warunki d o s ta te c z n e  asy m p to ty czn e j s t a b i ln o ś c i  g lo b a ln e j  u zy sk u je  s ię  wów
czas  pop rzez  z a ło ż e n ie ,  że

b ( x ) x ■< 0 b (0 ) ■» 0 /  5/

o raz  a ( x , x ) < 0  16/

gdyż d la  modelu rom inalnego  pochodna fu n k c ji  Lapunowa l ic z o n a  w zdłuż t r a 
j e k t o r i i  ma p o s ta ć  s

VN = 2a (x ,x )  x2 / 7 l

Model z n iep ew n o śc ią  /1 j  wymaga innego  o k r e ś le n ia  s t a b i ln o ś c i  t r a j e k t o r i i



S te ro w an ie  układem  n ap ę d o w a  . . . . . 95

n iż  d e f i n i c j a  Lapunowa. Wprowadzimy w tym c e lu  p o ję c ie  s t a b i ln o ś c i  "p rak 
ty c z n e j"  [ 3 ]  w n ie c o  odmiennym s e n s ie  n iż  d e f in i c ja  zaproponowana p rz e z  
La S a l l e 'a  Q1 ] ,  Żądać będziemy m ianow icie ,aby d la  w szy s tk ich  możliwych 
w a r to śc i zm iennych niepew nych ro zw iązan ia  równania /• ) /  by ły  je d n o s ta jn ie  
o g ran ic zo n e  £ 4 j o ra z  by i s t n i a ł o  o to c z e n ie  z e ra ,  w którym  w szy s tk ie  ro z 
w iąz an ia  s ą  o s ta te c z n ie  je d n o s ta jn ie  o g ran ic zo n e  [ 5 ]  , p rzy  czym o to c z e n ie  
to  można u cz y n ić  dow olnie małym .

P re cy z y jn e  zd e f in io w a n ie  wymagania staw ianego  prawu ste ro w an ia  o ra z  
jeg o  sy n te z ę  p rz e d s ta w ia  r o z d z ia ł  3 , W r o z d z ia le  4 n a to m ia s t fo rm u łu je  
s i ę  n ie c o  odmienne sform ułow anie c e lu  s te ro w a n ia  p o le g a ją c e  na wymaga
n iu  zapew nien ia  zad an e j w a r to śc i wrskaźnika k o s z tu ,  n iem nie j jednak  syn teza  
prawa s te ro w a n ia  p rz e b ie g a  podobn ie .

3 , S ynteza układu p ra k ty c z n ie  s ta b i ln e g o  

Poszukiw ać będziemy prawa s te ro w a n ia  :

u » k ( x , x , t )  / 8/

zapew nia jącego  p ra k ty c z n ą  s ta b i ln o ś ć  w s to p n iu  q f t z n .  d la  dowwolnego 
r  >  O :
1 . zam knięty  uk ład  /1  /  ze sterow aniem  / 8 /  p o siad a  ro zw iązan ie  z warunkiem 

x ( t 0 ) » x0 , x t t 0 ) « 0 , !x 0 l ¿  r  d la  każdego t  6 [ t 0 , t ^  je d n o s ta j 

n ie  o g ran ic zo n e  1 t z n .  i s t n i e j e  s t a ł a  p ( r )  ta k a , że

2 .  ro zw ią zan ie  to  j e s t  p rz e d łu ż a ln e  na d o d a tn ie j  p ó ło s i  i  o s ta te c z n ie  
o g ran ic zo n e  d la  dowolnego f  g ) t z n .  dowolne rozw dązanie x ( t )  d la  
każdego t  6 [ t 0 ,o o )  z warunkiem x ( t Q)= xo> x(tę,} » 0  , | x o|- $  r

po siad a  t ę  w łasność, że  i s t n i e j e  cz as  T ( f ,  r )  < 00  t a k i ,  że

to  j e s t  s ta b i ln e  (t z n .  i s t n i e j e  m (f)  ta k ie ,  że  d la  każdego txq1 m^f) ,

Z akładać będziem y, że  fu n k c ja  / 8 /  j e s t  c i ą g ła ,  aby i s t n i a ł a  możliwość 
k la sy c z n e j a n a l iz y  rozw iązan ia  rów nan ia . W tym c e lu  wprowadzimy param etr 
?. , k tó re g o  g ra n ic zn a  w arto ść  Z = 0 prow adzi do n ie c ią g ło ś c i  s te ro w a n ia . 

Dla założonego Z przyjm iem y prawo sterowrania o p o s ta c i  s

t  t  + T ( f , r )  , a ponadto  o to c ze n ie
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g d z ie  R ( x ,x , t )  j e s t  o g ran ic ze n iem  n ie p e w n o śc i, k tó re g o  p o s ta ć  z o s ta n ie  
wyprowadzona p o n iż e j  .

Zapiszmy / 1 /  w p o s ta c i  :

o • • •
x « a (x ,x , t  ) x + b ( x , t ) + c ( x ,x , t  ) u + c ( x , x , t ) f  / 10 /

gaz ie  f  -  a 1 ( x , x , t ) x  + b1 ( x , t )  + c1 ^ x , x , t ) u  + d1( x , x , t j  v 

Ponieiież z / 9 /  wynika, że | u \ ^ . R  więc można oszacować f  p rzez  t 

\ f \ ^ A ( x , x , t )  + B (x , t )  + C ( x , x , t )  R ( x , x , t )  + D ( x , x , t )

P rzy jm u jąc , t e  R j e s t  o g ran ic ze n iem  górnym \ f \  otrzym ujem y :

R o A  + B +  C R  + D

skąd
R -  ( i  -  C) " 1  (A + B + D) /1 1 /

Oszacowanie s ta ły c h  p ( r ) ,  m ( f ) o raz  c z a su  T ( f , r )  j e s t  m ożliwe po wpro
w adzeniu fu n k c j i  o g ra n ic z a ją c y c h  fu n k c ję  Lapunov* 1 j e j  pochodną wzdłuż 
nom inalnej t r a j e k t o r i i  . J e ś l i  przyjm iem y m ianow icie

(x^+x^) ś  V ( j c , x , t ) ^  ) /.12 /

VN ^  -L 3 ^x2+x2 ) < 0  /1 3 /

otrzymamy £.31 !

f  l ; 1( l 2W  ( I ) ) )  r ^ x 31 ( i )  
p{r )  -  J  / l V

l  Ś 1  ( L 2 ( r ) )  r > L ‘ 1 C D
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0

T ( f , r )  =

L2 l r ) -  Li f e 1  U » ))

Mih ( L j ^ + x 2) -  § )

/1 5 /

r >

V. x ,x

m (f) «» L j 1 | / 16 /

P rzypadek g ra n ic z n y  Z «* 0 p ro v ad z l ■wprawdzie do a sy ip  to  ty c z n e j s t a b i l 
n o śc i g lo b a ln e j  u k ład u , a l e  n ie  można go rozważać w klasycznym  u ję c iu  j a 
kośc iow ej t e o r i i  rówrań różniczkow ych Lapunowa, w którym  zak ładana  J e s t  
c ią g ło ś ć  praw ej s tro n y  rów nania .  Rozważenie tego  przypadku wymagałoby 
zasto sow an ia  a p a r a tu  równań kontingeasow ych £6 ]  .

W przypadku  s tac jo n arn y m , gdy zastosow ana z o s ta ła  fu n k c ja  Lapunowa / k / , 
prawo s te ro w a n ia  up raszcza  s ię  do p o s ta c i  s

W c h a ra k te rz e  p rzy k ła d u  rozważmy uk ład  napędowy, d la  k tó reg o  równanie ru
chu względem je d n e j  o s i  można z a p isa ć  w p o s ta c i  :

g d z ie  s te ro w a n ie  J e s t  momentem napędowym podzielonym  p rz e z  moment bezwład
n o ś c i ,  a w oznacza n ieznane  d o k ład n ie  p rz y ś p ie s z e n ie  kątowe wywołane 
obciążeniem  og ran iczone p rz e z  nierów ność : |v |  ^  R -  c o n s t .
Syntezy s te ro w a n ia  dokonamy w dwóch e tap a ch  ; w pierwszym dokonamy s t a b i 
l i z a c j i  Dodelu nom inalnego , tz n .  w którym  w J e s t  równe zero poprzez 
wprowadzenie lin iow ego sp rz ę ż e n ia  od p o ło ż en ia  1 p rę d k o śc i /a lg o ry tm  PD /  ; 
w drugim  wprowadzimy proponowane prawo ste row an ia  / 9 /  «

2 R c ( x .x )  x 
Z

x  » -  b s in  x + u -  w ( t )  cos x /1 7 /

A zatem :

/1 6 /

Przy czym
/1 9 /
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s i n  x
g d z ie  k ? ^  O o ra z  k.. + b min    0

1 X X

u2 wyznaczymy v  o p a rc iu  o z a le ż n o ść  / 9/  p rz y  w y k o rz y s ta n iu  f u n k c j i  

Lapunowa f 2 } 1

k 2
V -  (k^ + - — ) x 2 + k 2 x  x  + x2 + 2b (1 -  c o s  x )  / 20/

Otrzymamy zatem

-  R |c o s  x  | sgn  (k 2x  + 2x) |c o s  x  | |k 2x + 2 x |>  Z

U2 ‘  1  k  • /2 1 /
-  R | co s  x |  — ------------  | co s  x ) |k  x + 2 x | Z

k .  S te ro w an ie  g w aran tu jąc e  zadany k o s z t

Z adania s taw ian e  p rz e d  układem napędowym można czasem sform ułować 
w p o s ta c i  prob lem u m in im a l iz a c j i  w skaźnika ja k o ś c i  .  N iep e łn a  in fo rm ac ja  
o m odelu i  z a k łó c e n ia c h  un iem ożliw ia u zy sk an ie  s te ro w a n ia  op tym alnego .
Można je d n ak  w ykorzystać model i  znajom ość o g ra n ic z e ń  na zm ienną niepew ne 
do sy n te z y  s te ro w a n ia  g w aran tu jąceg o  zadany k o s z t  [ 7j  .

Przyjmować będziem y, że  w skaźnik p o d le g a ją c y  m in im a liz a c ji  d la  uk ładu  
/ 1  /  ma p o s ta ć  :

T
I  ■ \  H x ,x ,  u 1  ̂ d t  / 22/

%

S terow anie  u sk ła d a  s i ę  z dwóch składow ych t u^ z a p ew n ia ją ce j m ln ine- 
l i z a c j ę  w skaźnika d la  modelu nom inalnego, k tó r e j  k o s z t  w liczany  J e s t  do 
w skaźnika o ra z  u2 m a jącej c h a r a k te r  " t a n i e j "  popraw ki za p ew n ia ją ce j g*«- 
rantow any k o s z t  mimo i s t n i e n i a  n iepew ności .  K o sz t s te ro w a n ia  il, n ie  j e s t  
w liczany  do w skaźn ika , a l e  am p litu d a  u2 j e s t  o g ran iczo n a  n ie ró w n o śc ią

\u2 \ 4  R ( x , x , t )  /2 3 /

g d z ie  R dane j e s t  p rz e z  / 1 1 /  »

Z a k ła d a ją c , t e  k o s z t  m inim alny uzyskany p rz y  za s to so w an iu  optym alnego u^
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d la  m odelu nom inalnego w yraża s i ę  fu n k c ją  l
T

V ( x ,x , t )  -  Min j  L ( x ,x f u1 ) d t  
t

n a le ż y  dobrać  fek» aby w arto ść  w skaźnika I  d la  uk ładu  / ^ /  n ie  p rz e 

k ra c z a ła  w a r to ś c i  : v ( x ( t o) » x '( t t Q ) .

S yn tezy  praw a s te ro w a n ia  można dokonać s to s u ją c  a p a r a t  H am iltona- 
-Jaco b leg o -B e llm an a  [[8 ] ,  s tą d  można dopuśc ić  n ie c ią g ło ś ć  s te ro w a n ia .

Prawo s te ro w a n ia  na p o s ta ć  podobną do an a liz o w an e j w r o z d z ia le  /3 /  
z tym, t e  wykorzystywany j e s t  przypadek  g ran ic z n y  Z <* 0 .

A zatem  ]

u 2 « k ( x ,x , t j

g d z ie

k ( x , x , t )  « -  R sgn ( c ( x , x , t  ) ) ' ' /2 V

Wówczas bowiem zach o d z i d la  modelu nominalnego i  op tynalnego  !

-  -  L (x ,x ,u  i )  + 2 _ I _  i  + ( a ( x , x , t )  x + b ( x , t )  *
t  1 ^ x  Q x  ■ ■.

+ c ( x , k ,  t )  Ul) /2 5 /

A zatem  d la  uk ładu  / 10 / ,  k tó ry  j e s t  równoważny 1^1 mamy :

L ( x ,x ,u  )  + * ~ ~  x  + - ^ - 7 -  ( a ( x , i , t ) x  + b ( x , t )  ♦ c (x ,x , t )  u.,)*
S 1 u  X O X

+ « ( x ,x , t ) ( u 2 + f ) -  j cAx » * 't ) | ( "  R + f  sgn (c  ( x ,x , t )  ¿ p r )

<  0 >26/

Z r e l a c j i  / 26/  w ynika, że  s
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d la  dow olnej t r a j e k t o r i i  b ę d ą c e j rozwiązanie®) / 1 /  1  praw a s te ro w a n ia  s 
u « U + U2 .

S z c z eg ó ln ie  in te r e s u ją c y  j e s t  p rzy p a d ek , w którym  m odel nom inalny  j e s t  
równaniem ruchu  zlinearyzow anym  wokół za d an e j t r a j e k t o r i i ,  a  w skaźnik j e s t  
funkcjonałem  kwadratowym. Zarówno nom inalne prawo s te ro w a n ia j ja k  1 poprawka^ 
m ają p r o s tą  p o s ta ó  £ 9} i  mogą być ła tw o im plem entowane w u k ła d z ie  rze czy 
w istym  .
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ynPAKiEHHE CHcrasoH hphboaa pobota ¡m  HEUomoa m m A r n
0 M O W  H B03M71HEM5IX 

P e 3 Q M 0

B OTSTBe npescTaMeH ajiropzTU ynpaaaemw cacTewoź rtpzBOfia pokora, nos- 
BajiHBmaa Ha npaKTznecKH OTadajn>HyB pad o Ty sjra-se rapaBrapoBansyr otoemootł 
npn HenojiHoit HH$opwauHH o MOflejra h B03MyąeHHHX . CzHres axropaTua oohobhh 
Ha Hcnojrb30BaHHH ^ysKuza JteryHOBa jyw HOMEHaJiBHOfi Łsoneina a nojiya8HHoa yn- 
paBJieHHe asjinerca ępyHKtraelł c HacHmeHHeM , KOTopas b npeaejrtHOu ojryaae oTa- 
hobhtch ynpasjieHzeM pejieżHoro Tsoa.

: CONTROL OF ROBOT DRIVING SYSTEMS IN THE PRESENCE OF UNCERTAINTY 

S u m m a r y

In  th e  pap e r we p re s e n t  dn id e a  and a s o lu t io n  o f th e  q u aran teed  c o s t  and 
p r a c t i c a l  s t a b i l i t y  c o n t ro l  problem s f o r  ro b o t d r iv in g  system s.
A s in g le  arm.movement c o n t ro l le d  by a c o n t ro l  s ig n a l  o f th e  d r iv in g  system  
is - d e s c r ib e d  by a  second o rd e r  dynamic model w ith  u n c e r ta in ly  .A d es ig n  p ro 
cedure c o n s is t s  o f two s ta g e s . I n  th e  f i r s t  one we f in d  th e  nominal c o n tro l 

law which i s  an o p tim a l s ta b le ,  s t r a te g g y  f o r  a nom inal model (model w ithou t 
u n c e r ta i ty  ) w ith  a  g iv e n  c o s t  fu n c tio n a l.T h e  nom inal model .model may be 
g iv e n  f o r  example by th e  l in e a r iz e d  equa t io n s  o f th e  second o rd e r  system . 
Then we t r y  to  f in d  a chep c o n tro l  ( whose norm i s  bounded by th e  bounds 
f o r  u n c e r ta in ty  ) th a t  en su re s  a q u a ra n ted  c o s t  p r a c t i c a l  s t a b i l i t y  in  s p i t e  
o f u n c e r ta in ty .  The u n c e r ta in ty  i s  modeled d e t e r m in is t ic a l ly  namely th e  
u n c e r ta in  e lem en ts a re  unknown exep t o f th e  bounds t h e i r  norma..Moreover 
we. make some in fo rm a tio n a l assum ptions.N am ely we assume th a t  th e  u n c e r ta in ty  
nay be dom inated by th e  c o n t ro l  v a r ia b le  and t h a t  th e  s ig n  o f th e  feedback . 
i s  c e r t a in .  A d isc o n tin u o u s  c o n t ro l  law i s  p roposed  to  q u a ra n te e  th e  d e s ire d  
perfo rm ance . I t  depends s e r io u s ly  on th e  in fo rm a tio n  about th e  u n c e r ta i ty  
e x p re ssed  by c o n s ta n ts  o r  f u n c t io n s  c o n s tra in in g  th e  norma o f unknown p a ra 
m eters o r  in p u ts .  To prove th e  p r o p e r t ie s  o f t h i s  c o n tro l  th e  Bellman -  
H am ilton - J a c c o b i -  Lyapu ov th e o ry  i s  ap p lied .A lth o u g h  th e  p e r f e c t  rcea- 
surm ent o f th e  p o s i t io n  and th e  v e lo c i ty  i s  assumed th e  same approach may 

,be used to  d es ig n  c o n tro l  system s in  th e  p resen ce  o f unknown by bounded 
m easuraen t e r r o r s , I n  t h i s  ca se  th e  c o n tro l  law must ta k e  t h i s  u n c e r ta in ty  
i n to  accoun t and i t  le a d s  to  th e  in c re a s e  o f  th e  c o n tro l  am p litu d e s .


