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STEROYIANIE  IKEADEM NApecOWYM ROBOTA PRZY NIEPEELNEJ INFORMACII O MODELU
I ZAKEOCENIACH

Streszczenie. Wartykule przedstawiono algorytm sterowania ukta-
dem napedowy-® robota zapewniajacy "praktycznie™ stabilng prace badz
gwarantowany koszt pomimo niepetnej informacji o modelu i zaktoce-
niach. Synteza algorytmu oparta Jest o wykorzystanie funkcji Lapunowa
dla modelu nominalnego, a uzyskane prawo sterowania Jest funkcja z na-
%?neniem, w granicznym przypadku stajgc sie sterowaniem przekazniko-

Ifc-#fISSE

Szybkos$¢ dziatania i precyzyjne odtwarzanie pozadanej trajektorii ruchu
nalezag do podstawowych wymagan stawianych robotom. Realizacja tych wyma-
gan zwigzana jest z koniecznos$cig petnej znajomosci obiektu robot-element
transportowany . Z drugiej strony ztozono$¢ tego obiektu jak réwniez zmien-
no$¢ obcigzen powoduja, iz najczesciej mamy do czynienia z niepetng infon-
oacjg 0 modelu i zaktéceniach. Proponowana wpracy metoda syntezy umozliwia
uzyskanie ruchu dostatecznie bliskiego zadanej trajektorii wprzypadki® gdy
znane sg Jedynie pewne nierbwno$ciowe ograniczenia na réznice miedzy bez-
wiadnoscia, dysypacja, sprezystos$cig i obcigzeniem w modelu nominalnym
&ich rzeczywistymi postaciami w uktadzie napedowym.

2. Sformutowanie problemu

Rozpatrzmy uproszczony problem sterowania w uktadzie napedowym. Zatdézmy,
Ze interesuje nas Jedynie obrdét masy transportowanej wzgledem Jednej osi
przy pozostatych katach statych. Wszystkie przeprowadzone tu rozwazania
mozna w tatwy sposéb rozszerzy¢ v/ przypadkw. ztozonych ruchéw robota.

Rownanie ruchu interesujacego nas ramienia obcigzonego j»sg mozna za-
pisa¢ wpostaci

x=Ja (™ x, t) = A a(x, x, t)] x + b(x, t) A b(x, t) +

+[c (x, x, t) ¢« Ac(x, x, t)] u + d(x, x, t) v /1
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gdzie a(x, x, t) , b(x, t) , c(x, x, t) sa znanymi funkcjami uzywanymi
w modelu nominalnym , A a(x, x, t) , Ab(x, t) , j c(x, x, t) sa

nieznanymi odchytkami od funkcji nominalnych wystepujagcymi w rzeczywistym
uktadzie napedowym, u jest sygnatem sterujagcym elementu napedowego prze-
widzianego do ustawienia kata x, v jest nieznang wielkos$cig zaktdécajgca,

np. obcigzeniem . Model nominalny otrzymuje sie przy odchytkach i za-
ktéceniach rownych zero

Zaktadamy, ze nie zostat przekroczony "prég niepewnos$ci" rozumiany
w tyra sensie, ze tor sterowania jest "silniejszy" od toru niepewnos$ci®tzn.
mozliwa jest dekompozycja

§ amc , zZib~chn, d =mcd>, Ac mc c? 12/

a takze znane sg ograniczenia gdérne niepewnosci i
la-XI » A(x,x,t) , |bl]< "B (x,t) , C(x,x,t)<1

[6Av( ~ D(x,x,t) 131

Zaktadamy ponadto , ze rozwigzanie (x (t) , x(t)) Sr C®®) & a swobodnego
modelu nominalnego jest asymptotycznie globalnie stabilne w sensie Lapunowa
p.Inp. £1} i mozna znalez¢ funkcje Lapunowa V (x,x,t) dla tego mo-
delu.. Wprzypadku stacjonarnym czesto wystarczy przyjaé, uproszczong forme
turie £2] jako funkcje Lapunowa :

V(x,x) = x2 -2 j b(y) dy A
0

Warunki dostateczne asymptotycznej stabilnos$ci globalnej uzyskuje sie wow
czas poprzez zatozenie, ze

b(x)x =0 b(©) 0 / 5/
oraz a(x,x)<0 16/

gdyz dla modelu rominalnego pochodna funkcji Lapunowa liczona wzdiuz tra-
jektorii ma postaé¢ s

W = 2a (x,x) x2 /71

Model z niepewnos$ciag /1j wymaga innego okre$lenia stabilno$ci trajektorii
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niz definicja Lapunowa. Wprowadzimy w tym celu pojecie stabilno$ci "prak-
tycznej” [3] w nieco odmiennym sensie niz definicja zaproponowana przez
La Salle'a Ql], Zada¢ bedziemy mianowicie ,aby dla wszystkich mozliwych
wartosci zmiennych niepewnych rozwigzania rownania /¢)/ byty jednostajnie
ograniczone £4j oraz by istniato otoczenie zera, w ktdrym wszystkie roz-
wigzania sg ostatecznie jednostajnie ograniczone [5] , przy czym otoczenie
to mozna uczyni¢ dowolnie matym .

Precyzyjne zdefiniowanie wymagania stawianego prawu sterowania oraz
jego synteze przedstawia rozdziat 3 , Wrozdziale 4 natomiast formutuje
sie nieco odmienne sformutowanie celu sterowania polegajagce na wymaga-
niu zapewnienia zadanej warto$ci wrskaznika kosztu, niemniej jednak synteza
prawa sterowania przebiega podobnie

3, Synteza uktadu praktycznie stabilnego
Poszukiwa¢ bedziemy prawa sterowania

u» k (x,x,t) /8l

zapewniajgcego praktyczng stabilno$¢ w stopniu g f tzn. dla dowwolnego

r>0:

1. zamkniety uktad /1/ ze sterowaniem /8/ posiada rozwigzanie z warunkiem
x(t0) » x0, xtt0) « 0, !'x0l¢ r dla kazdego t 6 [tO, t~ jednostaj-

nie ograniczone ltzn. istnieje stata p(r) taka, ze

2. rozwigzanie to jest przedtuzalne na dodatniej p6tosi i ostatecznie
ograniczone dla dowolnego f g )tzn. dowolne rozwdazanie x(t) dla
kazdego t 6 [t0O,00) =z warunkiem x(tQ= xo> x(te,} »0 ,|xo0|-$ r

posiada te wtasnos$¢, ze istnieje czas T(f, r) <oo taki, ze

t t + T(f,r) , a ponadto otoczenie

to jest stabilne (tzn. istnieje m(f) takie, ze dla kazdego txql m~f)

Zaktada¢ bedziemy, ze funkcja /8/ jest ciggta, aby istniata mozliwos¢
klasycznej analizy rozwigzania réwnania. Wtym celu wprowadzimy parametr
2, ktédrego graniczna warto$¢ Z =0 prowadzi do nieciggtosci sterowania.

Dla zatozonego Z przyjmiemy prawo sterowrania o postaci s



i
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gdzie R (x,x,t) jest ograniczeniem niepewnos$ci, ktdrego posta¢ zostanie
wyprowadzona ponizej

Zapiszmy /1/ wpostaci

0 . . .
X «a(xx,t)x +b(x,t)+ c(x,x,t)u +c(x,x,t)f /10/

gazie f - al(x,x,t)x + bl(x,t) + cl”x,x,t)u + d1(x,x,tj v
Ponieiiez z /9/ wynika, ze |u\*.R wiec mozna oszacowa¢ f przez t

\VAAVMA (X, x,t) + B(x,t) + C(x,x,t) R(x,x,t) + D(x,x,t)

Przyjmujac, te R jest ograniczeniem gdrnym \f\ otrzymujemy :
RoA + B+ CR +D

skad
R- (i - C"l (A+ B+ D) /11/

Oszacowanie statych p (r), m(f)orazczasu T (f,r) jest mozliwe po wpro-
wadzeniu funkcji ograniczajacych funkcje Lapunov* 1 jej pochodng wzdtuz

nominalnej trajektorii . Je$li przyjmiemy mianowicie
(XN +xM) § V(jc,x,t) ) 1.121
W A -L37x2+x2)<0 113/

otrzymamy £.31 !
P 1
p{r) - J 1V

IS 1(L2(r)) r>L‘1 CD
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0
T(f,r) = /15/
L2Ir) - Lifel U » )) >
Mih (L jr+x2)- 8)
VXX
m(f) ®«Ljl | 116/

Przypadek graniczny Z & 0 provadz|l mwprawdzie do asyiptotycznej stabil-
nosci globalnej uktadu, ale nie mozna go rozwaza¢ w klasycznym ujeciu ja-
kosciowej teorii rowran rézniczkowych Lapunowa, w ktorym zaktadana Jest
ciggtos¢ prawej strony réwnania . Rozwazenie tego przypadku wymagatoby
zastosowania aparatu réwnan kontingeasowych £6] .

Woprzypadku stacjonarnym, gdy zastosowana zostata funkcja Lapunowa /k/,
prawo sterowania upraszcza sie do postaci s

2 R c(x.x) x
z

Wcharakterze przyktadu rozwazmy uktad napedowy, dla ktérego réwnanie ru-
chu wzgledem jednej osi mozna zapisa¢ w postaci

X » - b sin x + u- w(t) cos X 117/

gdzie sterowanie Jest momentem napedowym podzielonym przez moment bezwtad-
noéci, a w oznacza nieznane doktadnie przy$pieszenie katowe wywotane
obcigzeniem ograniczone przez nierébwno$¢ : |v| » R - const
Syntezy sterowania dokonamy w dwéch etapach ; w pierwszym dokonamy stabi-
lizacji Dodelu nominalnego ,tzn. wktérym w Jest réwne zero poprzez
wprowadzenie liniowego sprzezenia od potozenia 1 predkosci /algorytm PD/ ;
w drugim wprowadzimy proponowane prawo sterowania /9/ «

A zatem

116/

Przy czym
119/
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sin X
gdzie k?”™ O oraz k.. + b min 0
1 X X

u2 wyznaczymy v oparciu o zaleznos¢ /9/ przy wykorzystaniu funkcji

Lapunowa f2} 1

k2
V- (k" +-— )x2 +k2xx +x2+2b (1 - cos x) / 20/

Otrzymamy zatem

- R Jcos x| sgn (k2x + 2x) |cos x ||k2x + 2x|> Z

w1 k . 1211
- R Jcos x| —---mmmmmmm- | cos x)|k x + 2x| z

k. Sterowanie gwarantujagce zadany koszt

Zadania stawiane przed uktadem napedowym mozna czasem sformutowaé
wpostaci problemu minimalizacji wskaznika jakosci . Niepetna informacja
o modelu i zaktdceniach uniemozliwia uzyskanie sterowania optymalnego.
Mozna jednak wykorzysta¢ model i znajomo$¢ ograniczen na zmienng niepewne
do syntezy sterowania gwarantujacego zadany koszt [ 7]

Przyjmowa¢ bedziemy, ze wskaznik podlegajacy minimalizacji dla uktadu
/1/  ma postac

T
Il m \ Hx,x, ul”dt 122/
%
Sterowanie u sktada sie z dwoch sktadowych t u” zapewniajagcej minine-
lizacje wskaznika dla modelu nominalnego, ktérej koszt wliczany Jest do
wskaznika oraz u2 majacej charakter "taniej" poprawki zapewniajgcej g*«-

rantowany koszt mimo istnienia niepewno$ci . Koszt sterowania il, nie jest
wliczany do wskaznika, ale amplituda wu2 jest ograniczona nier6wnoscia

\u2\ 4 R(Xx,x,t) 123/

gdzie R dane jest przez /11/ »

Zaktadajac, te koszt minimalny uzyskany przy zastosowaniu optymalnego u®
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dla modelu nominalnego wyraza sie funkcja |

T
V (x,x,t) - Min j L(x,xful) dt
t
nalezy dobraé fek» aby warto$¢ wskaznika | dla uktadu /*/ nie prze-
kraczata wartosci : v(x(to) » x'(t tQ)

Syntezy prawa sterowania mozna dokona¢ stosujac aparat Hamiltona-
-Jacoblego-Bellmana [[8], stad mozna dopusci¢ nieciggto$¢ sterowania.

Prawo sterowania na posta¢ podobng do analizowanej w rozdziale /3/
z tym, te wykorzystywany jest przypadek graniczny Z <0

A zatem ]

u2 « k(x,x,tj
gdzie
k(x,x,t) « - Rsgn (c(x,x,t) ) B VAV

Wowczas bowiem zachodzi dla modelu nominalnego i optynalnego !

- - L(x,xui) + 2_1_ i + (a(x,x,t) x +b(x,t) *
t 1 N X QXx mm
+ c(x,k, t) Ul 125/

A zatem dla uktadu /10/, ktéry jest rownowazny 1"l mamy :

L (x,x,u ) + o~ ~ X + -N-T7- (a(x,i,t)x  + b(x,t) & c(x,x,t)u,)*
S 1 u X 0 X
+ «(x,x,t)(uz + f) - | cAX»*'t)|(" R+ f sgn(c (x,X,t) ¢pr)
<0 >26/

Z relacji [/26/ wynika, ze s
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dla dowolnej trajektorii bedacej rozwigzanie®) /1/ 1 prawa sterowania s
u« U + W2 .

Szczego6lnie interesujgcy jest przypadek, w ktorym model nominalny jest
rownaniem ruchu zlinearyzowanym woko6t zadanej trajektorii, a wskaznik jest
funkcjonatem kwadratowym. Zaréwno nominalne prawo sterowaniajjak 1 poprawka”
majg prostg postaé £9} i moga by¢ tatwo implementowane w uktadzie rzeczy-
wistym
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ynPAKIEHHE CHcrasoH hphboaa pobota m HEUomoa mm A rn

0 MOW H BO3M7IHEMSIX

Pe3QmMO

B oTsTBe npescTaMeH ajiropzTU ynpaaaemw cacTewoz rtpzBOfia pokora, nos-
BajiHBmaa Ha npaKTznecKH OTadajn>HyB padoTy sjra-se rapaBrapoBansyr otoemoott
npn HenojiHoit HH$opwauHH o MOflejra h B0O3MyaeHHHX . CzHres axropaTua oohobhh
Ha Hcnojrb30BaHHH ~ysKuza JteryHOBa jyw HOMEHaJiBHOfi tsoneina a nojiya8HHoa yn-
paBlieHHe asjinerca epyHKtraelt ¢ HacHmeHHeM , KOTopas b npeaejrtHOu ojryaae oTa-
hobhtch ynpasjieHzeM pejiezHoro Tsoa.

: CONTROL OF ROBOT DRIVING SYSTEMS IN THE PRESENCE OF UNCERTAINTY
Summary

In the paper we present dn idea and a solution of the quaranteed cost and
practical stability control problems for robot driving systems.

A single arm.movement controlled by a control signal of the driving system
is-described by a second order dynamic model with uncertainly .A design pro-
cedure consists of two stages.In the first one we find the nominal control
law which is an optimal stable, strateggy for a nominal model (model without
uncertaity ) with a given cost functional.The nominal model .model may be
given for example by the linearized equa tions of the second order system.
Then we try to find a chep control ( whose norm is bounded by the bounds
for uncertainty ) that ensures a quaranted cost practical stability in spite
of uncertainty. The uncertainty is modeled deterministically namely the
uncertain elements are unknown exept of the bounds their norma..Moreover
we. make some informational assumptions.Namely we assume that the uncertainty
nay be dominated by the control variable and that the sign of the feedback
is certain. A discontinuous control law is proposed to quarantee the desired
performance .lt depends seriously on the information about the uncertaity
expressed by constants or functions constraining the norma of unknown para-
meters or inputs. To prove the properties of this control the Bellman -
Hamilton -Jaccobi - Lyapu ov theory is applied.Although the perfect rcea-
surment of the position and the velocity is assumed the same approach may
,be used to design control systems in the presence of unknown by bounded
measuraent errors,In this case the control law must take this uncertainty
into account and it leads to the increase of the control amplitudes.



