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METODA ANALIZY KOMUTACJI 1# MASZYNACH PRĄDU STAŁEGO

Streszczenie. Podstawą sposobu rozważań nad zjawiskiem komutacji 
zaproponowanym w artykule jest metoda analizy stosowana w rozwiązy
waniu układów z więzami niebolonoraioznymi. Dla zbudowania modelu ma
tematycznego, opisującego zjawiska zachodzące w obwodach komutują— 
oych, wprowadzono podział realnie istniejącyoh szozotek na układ, 
elektrycznie równolegle połąozonych obwodów, doprowadząoyoh prąd do 
komutatora. Kryteria podziału uzależniono od typu uzwojenia i licz
by wycinków komutatora objętyoh przez Jedną szczotkę.
¥ zakończeniu przeprowadzono dyskusję możliwości identyfikacji pa
rametrów zaproponowanego.modelu matematycznego.

1. WSTĘP

Analiza zjawiska komutaoji należy niewątpliwie do najtrudniejszych pro
blemów w teorii maszyn komutatorowych. Jest to związane z faktem,że łączą 
się tu zjawiska elektromagnetyczne, mechaniczne i fizykochemiczne. Udział 
każdego z nioh w całkowitym procesie komutacji jest równoprawny. Źle do
brane bowiem parametry meohaniozne węzła szczotkowego lub ále uformowany 
komutator prowadzą do zbyt szybkiego zużycia się szozotek i komutatora lub 
nawet do powstawania drgań samowzbudnycb. Zjawiska fizykochemiczne wiążą 
się głównie ze sposobem przewodzenia prądu przez styk ruohomy oraz z pro
cesem formowania się politury. Niewątpliwie atmosfera, w której pracuje 
komutator, wpływa pośrednio na obydwa zespoły zjawisk.

¥ naszej analizie obydwa te zespoły zjawisk będą modelowane spadkiem 
napięcia na szozotkaoh, gdyż w istooie tylko taki Jest ich wpływ na zja
wiska przewodzenia prądu przez styki ruchome. Całą naszą uwągę natomiast 
skupimy na prooesach elektromagnetycznych zaohodząoyoh w czasie komuta
oji.

2. ZASADY FORMUŁOWANIA MODELU MATEMATYCZNEGO

Za podstawę rozważań nad zjawiskiem komutaoji przyjmiemy metodę anali
zy stosowaną w rozwiązywaniu układów elektromeohanioznyoh z więzami nle- 
holonomioznymi liniowymi. Dla zbudowania modelu matematyoznego zjawisk
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elektromagnetycznych zacbodząoych w procesie komutacji wprowadzimy podział 
realnie istniejącyoh szczotek na układ elektrycznie równolegle połączonych 
obwodów doprowadzających prąd do komutatora. Schemat elektryczny maszyny 
prądu stałego z tak rozumianymi szozotkami przedstawia rys. 1 .

Równania opisująoe związki prądowo-napię oiowe w układzie elektrycznym, 
przedstawionym na rys. 1 , otrzymamy z relaoji:

A
dl * -fr- ■ Ui " Ri *± i = 1 , 2. (251.)vqi m  ■

_ a • A o
3 7  T a  “ ^  ' T ? “ = H 1k ^k k = 1 ,2 ...n, (2 . Ib)

« J  ® 5 j  3  - f e t  J

gdzie:
$J - P - V y

<p - kąt obrotu wirnika,
?J “ Połoieni* J-ted Pary szozotek punktowych,
qi - prądy obwodów stojana, ^
• - prądy azozotek punktowyoh.
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Równania otrzymana ze związków (2.1a i b)są w tym sensie niepraktyczne, 
to operują prądami szczotek punktowych, natomiast brak w nich zasadnicze
go dla analizy praoy każdej maszyny prądu stałego prądu twornika I J a k  
to wynika z przyjętego strzałkowania.

’. - ¿ Vj=1

Celowe jest tak dobraó pozostałe współrzędne, aby zerowały się ono w real
nych warunkach praoy. Zmniejsza to bowiem liczbę równań, konieoznych do 
analizy zjawisk zachodzących w maszynie prądg stałego. Jeżeli za nowe współ
rzędne, obok prądu twornika, przyjmiemy różnice prądów między szczotkami 
punktowymi,to relaoja między poprzednimi a nowo wprowadzonymi współrzędny
mi będzie miała postać

- . -
*t 1 1 1 ---- - 1 *1

A I 12 1 -1 0 ---- - 0 *2
A fl3

s 1 0 -1 ----- 0
1 i " \ l

J3
(2.2a)

A I 1n 1 0 0 --- — -1 / n

lub ogólni e

IliJI = II HI . IUIL
mZauważmy, że tzw* liniowa komutaoja prowadzi do zerowania się wszystkich 

zmiennych różnioowyoh A 1! J*
Dla oetateoznego sformułowania równań modela matematysznego na podsta

wie związków (2 .1a,b) i (2 .2 ) niezbędne Jest określenie wyrażenia funkoją 
koenergii elektromagnetycznej T.

3. WYZNACZENIE KSZTAŁTU POTENCJAŁU KINETYCZNEGO

Pomiędzy prądami płynącymi w poszozególnyoh prętach uzwojenia twornika 
a prądami szczotek punktowyob Istnieje relaoja w postaoi

K I I  = H v  II . II X II , ( 3 . D

gdzie:
|| Xw| — kolumnowa maoierz prądów wewnętrzny oh twornika,
|V|| - maoierz więzów nieholonomioznyoht
| x]| tm kolumnowa maoierz prądów szozotek punktowyoh.
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Maoierz więzów j| W |j zawiera funkcje przeiąozaJąoe w poataoi fn(q» -^j) = 
= f i -(n-t)qpj . Funkoje ta przyjmują wartości O, — 1, a lob kształt
uzależniony Jest od typu uzwojenia oraz od rozmieazozenia azozotek punkto-

2łfwyob na komutatorze. Kąt Of = gdzie K Jeat liczbą wyoInków komuta
tora, natomiast n - 5,2..,K. Ola celów analizy korzystne Jeat przedstawie
nie okresowej funkcji przełączającej w poataoi szeregu Fouriera.

Potencjałem kinetycznym układu w ujęciu mechaniki analitycznej nazywa
my różnicę między koenergią kinetyczną a Jego energią potencjalną.¥ warun
kach przyjętej liniowości obwodu magnetycznego i przy prędkośoiach apoty- 
kanyob w ukiadaob elektromechanicznych, potencjał kinetyczny sprowadza się 
do różnicy między energiami typu kinetyoznego i potencjalnego.W warunkach 
analizy maszyn elektryoznyofr dodatkowo pomijana Jest pojemność międzyzwo- 
jowa. ¥ tej sytuacji jedyną wielkością, na którą mają wpływ nieholonomicz- 
ne więzy komutatora, jest energia zawarta w polu magnetycznym. ¥ sposób 
ogólny energię tę możemy zapisać w postaoi forms’ kwadratowej w wersji za
pisu skróconego jako:

m+s m+s
- i  2  2

M,
k=1 j=1

kj k (3.2)

lub w postaoi maoierzowej:

I”  I
1m

m 1
M - ą— - M « m+ 1 1 ,m+1

^m+si "" !‘ra+sm

gdzie:
m - liozha prądów wewnętrznych twornika, 
s - liczba obwodów stojana.

Stosująo zapis łiipermaolerzowy możemy napisać:

m+1

(3.3)

. ¿[i . . r u i . #  ]

llMww II U H..1I
k - i r  IN..H

(3.*)
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Jeżeli podstawimy związek (3.1) do powyższej zależności, to otrzymamy

II w U * IIM Ml W II II ¥ || * . ji M |
. ¿ [ » I « ' »  I . « ' ] -

ws as*

* *

Jll II
•

Ili, II
(3.5)

Przeohodząo na nową funkoję energii pola magnetyoznego, napiszemy ostate- 
oznie

T = \ [ l i  II* || i J  ‘j  •

- ■
|| M || || M II1 II11 tt 11 11 ts 11 11 11

K . i l *  U ».sil. K U

(3.6)

Tak zapisana funkcja energii zawartej w polu magnetyoznym układu elek
tromechanicznego z komutatorem pozwala na!
1 ) określenie postaci wyrażenia na energię elektromagnezyozną za pomocą 

prądów zewnętrznych (szczotek punktowyoh);
2) opracowanie postaoi funkoji zmian współczynników indukoyJnośoi wystę

pujących w nowym ujęoiu energii elektromagnetycznej układu;
3) konstrukoję modelu raatematyożnego zjawiska komutaoji w maszynach komu

tatorowych.

h. PRZYKŁAD MODELU MATEMATYCZNEGO

Celem zilustrowania skuteoznośoi przedstawionej metody sformułujemy 
przykładowy model matematyozny obwodu komutaoyJnego. Dla większej przej- 
rzystośoi pominiemy tu żłobkowania wirnika, jawnobiegunowość stojana oraz 
spadek napięoia magnetycznego w żelazie, natomiast szczotkę rzeozywistą 
zastąpimy równoległym układem Jedynie trzeoh szozotek punktowyoh. Obwód 
magnetyozny analizowanego tu przetwornika przedstawia rys. 2. Uzwojenie 
wirnika nieoh będzie pętlioowe proste, o liczbie działek komutatora i żło
bków równej dziesięć, o poskoku przednim równym 5 i tylnym A.Maoierz wię
zów || V|| w takim przypadku będzie miała postać:
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Rys. 2

t(< p 7i> f (ip - ? a ) f(?> - ? 3)f(i> - ? 1 } f ( t f - ̂ 2) t(.(p - ? 3 )
f(«p -?i - <?) f (ip - ? 2  " <*) r ( f -?3 " 0»)
f(? ?i " *> f (<P - ? 2  - <*) f ( t p -?3 * Of)
f(? ■?i ' 2 Cf) f(<J> ‘ ? 2  " 20») r (< p -73 - 20»)
f(<p - ? 2  - 20») - ? 2  - 21») f(< p -73 - 2 c»)
f(<p 7i > 3<») f(<p ' ? 2  - 3«) f(< p ■ 7 3 - 30»)
f(<i ■Vi - 3cf) f(<p - ? 2  - 3<*) t(< p - 7 3 - 30»)
f(lp 7i - 4of) f " 7 2 - 4c») i(< p -73 - 4(f)
f(lp ■ ? 1  - 4flf) f (q> -- ? 2  - 40») f(< p - 73 - 4o»)
t(< p ■ ?! - 50») r($> - 7 . 2 - 5c») f(< p -73 - 50»)
r ( ( f 7i - 3«) r (<p - ? 2  " 5c») r i f 7 3 - 5of)
t(< p 7i - 6 c») f(g> ‘ ? 2  " 6c») f  {<p -73 - 60»)
t(< p ?i - 6 cp) r(< p - ? 2  ‘ 6c?) t  (? -?3 - 6c»)
f(f ■?i - 7c») f(f ' ? 2  " 70») f(tp " 7 3 - 7c»)
f(^ -•?i - 70J) f(<p " ? 2  " 70») f (<p -?3 - 7«*)
f(^ ?i - 8«) f(<p -7a “ 80») t ( t p -7a - 80»)
f(<p ?i " 8 «) f(g> -72 " 80») f (<p -73 - 8fl»)
f(«> ?i - 90») f(<p " 7 2  - 90») t (  i f * 7 3 - 90»)
f(<p ?i - 9of) f(»f> -7a - 9c») t ix p -73 - 90»)

gdsla: 4  =

(4.1)
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Funkoję przełączającą możes^y przedstawić w postaci

■ r [ f t f < « )  ! }  ‘i’
0=1

n = 1 ,2 , . . . , 1 0

Przyjmując za znane wymiary geometryczne analizowanego przetwornika,może- 
nny obliozyć współczynniki indukoyjnośoi poszczególnyoh części składowyoh 
.uzwojenia. Po wykonaniu działać zaznaozonyoh w relacji (3,5) otrzymamy:

te*rl p o sin p
ff ~ “6fH~ = L„

9=1 ?
2 J

k 4 r i  &  8lc2* f
“kk = l6k Z _ w  JCtf ' c 2ę=i t

B l J .  * £  £  ^  f

r “  n r  ?•» i  *  i  , T 5 v 5 j

jo o s  [ ( p - ł )  (<P- 7 t ) t ę ( 7 i - 7 4 )] -  o o s ^ p + ^ ^ ^ J t p C p i - p j ) ] !

dla p - *? * 10 m 
m = 0, — 1, -2 itd.

dla p +•} = lOn 
n = 1 ,2 , 3  itd.

"fi ~
80 fioT l z f V 2" ^  8 10 k i  k t  811,2» I
EJ : ^ 2 1 . 2 L. -k=1 f = 1 7 7

| sin|(p- k) y - p 1} t j - aln [(? + *)*>-

dla ę>- k = 10 m 
Bi s 0f — 1 ę —2 itd#

dla f + k s 10 tti 
n s 1„2,3 itd.

80 io^ff V  łlPt f alp k f 811,29 fMt . = —w . — J--- Z — J JUmi 2JT • k=1 p = 1S2 » teł 9=1 “ f
| c c s [ ( p - k ) y - 9  f t j  - c°i [0?łk)f - p ? i ] [
Id la p - k = 10 m
n = 0 , —1 * — 1 , itd.

dla p+ k = 10 n 
n = 1,2,3 itd.

hkt * H r r  * °*
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gdzie:
M^j - Jest elementom macierzy l"tt I >
«fi* “ są elementajni macierzy ll-^gl »
Mff* - są elementami maoierzy || M gg |{ .

Ze względu na fakt, że zazwyczaj analizę zjawisk zachodzących w obwo
dach komutacyjnyoh prowadzi się niezależnie od przebiegu prądu twornika i 
wzbudzenia, przyjmiemy, że prądy te są wymuszane ze źródeł prądu stałego. 

Wykorzystując relacje (2 .1a,b), (2 .2 ) oraz powyższe uwagi otrzymamy:

«„ . . H„ - «<*»„ - »„ . - O.,, . K„ . 5«,,)

*11 " **22 * ***33 "  '* 13  * *13  “ '* 21* * 11  * *22 * *•1*33 * *(*12 “ **13 “ **23*.

T  * 1 1 * **22 - I  * 3 3 " * * ** 12 * *13 ♦ **23* t  * 1 1 ~ *2 2 * *33 “ < * 12 * * 1 3  * 5*23*

I  * 1 1  “ * 2 2  '  * 3 3  * <*12 * * 1 3  “  5 *2 3 * i  *1 1  * I  * 2 2  * * * 3 3  * * < * 1 2  “ * * 1 3  * **23*

* 5 7  <T “ 11 -  **12 * *13* * * 5 ^  <“22 -  "21 -  *2 3 * * " »  * " »  ‘  *"5*’

<1 * 1 1  - * * 12 ♦ ",3> - -sfl '*** - "*1 - *23* - » I ;  <*33 * “ 3 . - **32*

5 ^ 7  <T *11 * *12 *  **13* “ •5^7 <*22 " **21 “ k*2 3 * • 4 ^  < *33  " *31 " *3 2 *

$ 7  <A *11 * " 1 2  - **>3> ♦ t f j  <i "22 • " 2 1 - **23* • * -Ą; <*33 - "jl - «32*
* 1 1  ♦ <»*22 ♦ * 3 3  -  * ( * * «  -  * t 3  ♦ **¿3) * n  * 2  *2 2  ■ 2S3 3  “ fRta *  * i 3  “ »*2 3 >

*11 “  2*22 “ * * 3 3  “ **12 * *13 “ 5 *2 3  ̂ *11 *  *22 *  **33 * ***12 * * * 1 3  -  **2 3 ^

»[4<3*11 - "22 * i *33* * Kj7<I "11 * *12 ♦ *13 - »w* - 47*"*= * **21 * *“23 - *22> * 4^* *33 * *31 * *32 - *«>]
»[4<I *11 * i "22 - *33* ♦ tfr'' *» * "<« * "o • 3"*1) * "** * "*' * "*3 ‘ "**’ ' 470,’j * “ 31 * *"23 - ‘"*3*]

*1 1  *  **22 * *33 * i l l 1* "  * * 1 3  *  *2 3 * ♦ T j J

► *11 * *22 * * * 3 3  * (2R12 “ * 1 3  ‘  *2 3 ) 3*  ( ^ 7  ♦

** A V f -  >2 A C j e AOj

-  3

AD, ♦ A V 2 .  2  A U j <M
Cdaie: AD. -  oznacza spadek 1

1 • - p S  Jl — * ^ j~  [»-*><>- ?i* -t<7i - yj - — [<<•**<>- ti* - y]j
, f . 4  > 10 ■

•  1» « ,  &f~, ¿ 2  lt d .
*2 ~ rezystancja pręta

d la  f  *<)• 1 0  a 

■ a 1 , 2 , 3  lt d .
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V przypadku uznania, Ze spadek napięoia ńU^ ma charakter czysto rezy- 
staneyjny, powyższo równania sprowadzają się do układu równać różniozko- 
wyoh liniowych o okresowo zmiennych wspólozynnikaoh. Rozwiązanie anality
czna takiego układu równać jest możliwe w zakresie każdej harmonioznej. 
nieliniowość spadku napięoia natomiast musi prowadzić do konieoznośoi ko
rzystania z ETO,
Niezależnie od poszukiwania rozwiązania można stwierdzić, że jedynie w 

przypadu zerowania się prawej strony równania C - 2 ) będziemy mieli do czy
nienia z tzw. komutacją liniową. Jak łatwo wykazać, wyzerowanie prawej 
strony togo równania jest niemożliwe za pomocą wartośoi współczynników 
(biegunów komutaoyjnyoh). Zważywszy bowiem na charakter szeregów harmoni
cznych tworząoyoh występująoe tam współozynniki, moZliwe jest Jedynie uzy
skanie wyzerowania się wartośoi średniej strony prawej. Godny uwagi Jest 
fakt, że nawet w warunkaoh liniowego obwodu magnetyoznego na komutację ma 
wpływ wartość prądu wzbudzenia, ¥ tej sytuaoji, jak to wynika z przedsta
wionego przykładu, istotne znaczenie dla minimalizaoJi prawej strony rów
nania (4.2), a więc uzyskania właściwej komutacji, będzie miała charakte
rystyka spadku napięoia na szozotk&oh.

5. KRYTE DI A PODZIAŁO SZCZOTEK

Zasadniczym pytaniem nasuwająoym się przy tworzeniu przedstawionego tu 
«odelu matematyoznego jest llozba szczotek punktowych połączonyoh równo
legle dla zastąpienia szozotki rzeozywistej. Problem ten Jest trudny do 
jednoznaoznego rozstrzygnięcia. Niewątpliwie ograniozenie od góry jest dość 
płynne, gdyż wynika jedynie z możliwości obliczeniowych oraz identyfika- 
oyjnyoh spadków napięć wzdłuż szozotki. Natomiast minimalna liczba azozo- 
tek punktowyob zależna jest od liozby wyoinków komutatora.objętyoh przez 
szczotkę. W przypadku szerokośol szozotki równej działoś komutatora lioz* 
ba podziału musi wynosić 00 najmniej dwa. Ogólnie minimalna liczba podzia
łu musi byó o jeden większa od liozby dzialak. objętyoh przez szczotkę.Zwa— 
tywszy Jednak, że analiza pracy szozotek wykazuje istnienie pięoiu stref 
przewodzenia (jedna strefa przewodzenia powierzchniowego, dwie stref y prze
wodzenia pyłowego i dwie strefy przewodzenia iakrowo-łukowego), propono
wany podział, zwłaazoza przy przewidywanyoh znacznych gęstośoiaoh prądu w 
szczot o e nie powinien byó mniejszy od pięoiu, V warunkaoh uzwojeć wielo- 
krotnyoh łiozba szozotek punktowyob winna byó iloozynem krotnośoi uzwoje
nia i liozby podziału dła uzwojenia prostego.

6. ZAGADNIENIE OKREŚLONOSCI PARAMETRÓW
Problem przydatności modelu matematycznego jest w sposób istotny zwią

zany z zagadnieniem identyflkowalnośoi jego parametrów oraz eprawdzałoo-



86 A,. Jagiełło

ści otrzymanych rozwiązań. V przypadku proponowanego modelu matematyczne
go możliwość pomiarowego wyznaczania większości parametrów, praktycznie nie 
istnieje. Jedyną drogą postępowania jest tu obliczanie wartości tych pa
rametrów na podstawie danych konstrukcyjnych. Zresztą idea tworzenia tego 
modelu wymaga znajomości wartości elementów składowych, takich jak: rezy
stancja pojedynczego pręta (w uzwojeniu prętowym), indukcyjność pojedyn
czego zwoju oraz indukcyjność rozproszeń pojedynczych prętów i czół. Jedy
nym parametrem, niemal niemożliwym do wyliczeń z danych konstrukcyjnych, 
jest spadek napięcia wzdłuż szczotek. Ten problem musi być rozwiązany n* 
drodze identyfikacji eksperymentalnej. Również w y l i c z o n e  prądy szozotek 
punktowych, które są miarą gęstości prądu w poszczególnych częściach szczo
tek rzeczywistych, mogą podlegać weryfikacji na drodze doświadczalnej.

Zasadniczą zaletą proponowanej metody analizy zjawiska komutacji jest 
możliwość określenia najkorzystniejszej charakterystyki spadku napięcia 
wzdłuż szozotek. Dobór takiej Charakterystyki uzależniony będzie od danyoh 
konstrukcyjnych maszyny prądu stałego.
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METOfl AHAJIH3A KOISIiyiAIBffl B  H A U m H A Y  nOGTOHHHOrO TOKA 

P  e s id u  e

O c h o b o A  o n o c o ó a  p a c c y s « e H n a  no B o n p o c y  KOMiiyiaHHH, n p e f l d a B J i e H H o a  b CTa- 
ibe, HBJŁneicH iteToa a H a j u w a ,  ynoipeSjineMbiii b p e m e H H H  C H C i e u  c HerojioHOMHiDci 
0 B a 3 aim. 'łioSii n o c T p o H i Ł  uaieMaiH-iecKyio Mo^ejtŁ onactraaioiąyK) hbjichhh npoac- 
xo^amiie b: K O M M y m p y i o ą H x  i;en.ix, 6 u u  s s e ^ e H  p a 3^eji fleiicTBHTeJibHO c y m ę  c i s y  e- 
bjhoc n e i o K  H a  O H C T e w y  a a e K i p i m e c K i i z  napajmejibHO CBfl3 a H H m c  neneiłfB e s y » H H k  tok 
k  K o u u y i a T o p y ,  K p a i e p H H  p a 3fleiia 3 a s  1;chi ot Bn.ua o ó k o t o k  h HHCJia KOJureKiop-
h u z  m i a c T H H ,  o z B a i H B a e u u z  o^HOfl n e i K o a ,  B  saiuuo-ieHHH S ujih oficyayieHH b o s m o k -
h o c t h  ł meHTK$HKaij?m n a p a M e i p o B  npe,ącTaBJieHofi MaieisaiH-iecKOfi MOflezH.
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A METHOD OF ANALYSIS OF COMMUTATION H  D.C. MACHINES 

S u m m a r y
A method of analysis, used for solving systems with non-holoraomio con

straints, is suggested in the paper as the basis for consideration of the 
commutation phenomenon. To oonstruct a mathematical model, describing the 
phenomena ocouring in commutating circuits, a division is introduced of 
the really existing brushes into* a system of electrically in parallel con
nected oirouits, conducting the ourrent to the commutator. The criteria of 
division depend on the ty pe of winding and number of Commutator s sot ions 
being in contact with a single brush. Possibilities of identification of 
the parameters of the suggested mathematical model are finally disoussed.


