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VPLYV PRĄDÓW rałOWYCH
NA PERMBANCJĘ OBWODU MAGNETYCZNEGO MASZYNY ELEKTRYCZNEJ

Streszczenie. Wprowadzono ogólną postać równania na permeanoję 
operatorową obwodu raagnetyoznego maszyny elektrycznej w warunkaoh 
nieustalonych przebiegów elektromagnetycznych, na którą wpływają 
prądy wirowe w rdzeniu litym o kształcie prostopadłośćiennym.Przed
stawiono pięć wariantów aproksymacji tej permeanoji. Obliczono i po
równano charakterystyki częstotliwościowe permeanoji obwodu magne
tycznego dla różnych aproksymaoji.

1. WAGI WSTĘPNE

Obwód magnetyozny maszyn elektryoznyoh wzbudzanyoh ze źródeł prądu sta
łego zawiera szeregowe uwarstwienie rdzenia pakietowanego, szczelin po
wietrznych i rdzenia litego (bądź pakietowanego z nieizolowanych grub
szych blaoh zwartyoh nitami mooująoymi). Przy praoy takich maszyn w sta
nach zakłóceniowych występują zmiany czasowe pola magnetycznego we wszysb- 
kioh warstwach iob obwodu magnetycznego. Wówczas w rdzeniu litym indukują 
aię prądy wirowe, które wpływają na własności elektrodynamiczne maszyny. 
Oddziaływanie elektromagnetyczne prądów wirowyoh indukowanych w rdzeniu li
tym jeat szozególnie widoczne w maszynaoh o największych mooaoh znamio
nowych, w których rdzeń lity ma znaczny udział w wypadkowej reluktanoji 
obwodu magnetyoznego. Dlatego koniecznością staje się opracowanie modelu 
matematycznego mastyn elektryoznyoh z litym rdzeniem, który możliwie do
kładnie odwzorowywałby wpływ prądów wirowyoh indukowauyob w lityoh elemen
tach ich obwodu magnetyoznego.

Nadania zjawisk elektromagnetyoznyoh zaohodząoyoh w rdzeniu litym ma
szyn elektryoznyoh są tematem szeregu prao prowadzonych w róznyob ośrod
kach naukowych (np. {)],.••, [9] 1 inne). V badaniach tyoh moZna wyróżnić 
dwie najistotniejsze grupy zagadnień:
- poszukiwanie postaoi równań opisująoyoh rozkład pola magnetycznego w 
rdzeniu maszyny elektrycznej,

“ poszukiwanie równań (dokładny oh i przybliżonych) określająoyoh wypadko
wą reluktanoję obwodu magnetyoznego maszyny elektrycznej z rdzeniem li
tym w nieustalonych warunkach pracy maszyny, w oelu uwzględnienia wpły
wu litego rdzenia w modelu matematyosnyn maszyn elektryoznyoh.
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Druga grupa zagadnień jest szczególnie istotna przy analizie przebie
gów zakłóceniowych maszyn elektrycznych z rdzeniem litym. Zagadnienia te 
są dość skomplikowane, bowiem ohoąo wyznaozyó wpływ rdzenia litego na prze
biegi nieustalone maszyny, trzeba poszukiwać pełnego rozwiązania równań 
pola elektromagnetycznego w rdzeniu litym,przy uwzględnieniu warunków po- 
czątkowyoh. Trudnym problemem staje się wyznaozenie funkoji określającej 
warunki początkowe (tzn. funkoji określającej poozątkowy rozkład pola e- 
lektromagnetyoznego) w rdzeniu litym, w szozególnośoi, jeśli rozpatruje 
się zakłócenie praoy maszyny rozpoczynająoe się w dowolnie wybranej chwi
li jeszoze trwającego stanu nieustalonego wywołanego zakłóceniem uprzed
nim.

W pracy niniejszej przedstawia się ogólną postać równań określająoyoh 
permeancje operatorowe obwodu magnetycznego maszyny elektrycznej, wynika
jącą z pełnego rozwiązania równań pola elektromagnetycznego w rdzeniu li
tym. Ponadto przedstawiono porównanie różnyoh przybliżonych sposobów re
prezentacji wpływu rdzenia litego w permeanoji operatorowej maszyny.

2. OGÓLNA POSTAĆ RÓWNAŃ PERMEANCJI OBWODU MAGNETYCZNEGO MASZYNY ELEKTRYCZ
NEJ Z RDZENIEM LITYM PRZY UWZGLĘDNIENIU WARUNKÓW POCZĄTKOWYCH

Na rys. 1 przedstawiono uproszczony model maszyny elektrycznej, który 
przyjęto do analizy zjawisk elektromagnetycznych w rdzeniu litym,przy u- 
względnieniu warunków początkowych. W modelu tym rdzeń lity w obwodzie ma-

Rys. 1. Model uproszczony maszyny elektryoznej z proatopadlośoiennym rdze
niem litym

a - szkio modelu maszyny, b - szkio wymiarowy rdzenia litego
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gnetyoznym maszyny Jaat reprezentowany za pomocą rdzenia o kształcie pro
stopadłościanu mającego wymiary ad x aq x l-f który jest wykonany z ma
teriału ferromagnetycznego Jednorodnego o rezystywności p i przenikalno- 
śoi magnetycznej u ,

W przypadku dużej długości t* szozeliny powietrznej moZna przy Jąć,Ze rów
nież w stanaoh nieustalonych występuje jednorodne pole magnetyozne w rdze
niu pakietowanym i w szczelinie powietrznej rozpatrywanego modelu maszyny 
(rys. i). Dlatego reluktanoję wypadkową szeregowego uwarstwienia rdzenia 
pakietowanego i szczelin powietrznych moZna zastąpić reluktanoją Rffl<yz za
stępczej szczeliny powietrznej o długości ó’z> Ponadto - przy przyję
tym uproszczeniu - natężenie pola magnetycznego występujące w dowolnym punk
cie płaszczyzn zewnętrznyoh rdzenia litego równoleglyoh do osi z układu 
współrzędnych x-y-z (rys. 1) ma wartość chwilową H (t) i jest uwarunkowa-One varto£o±ą siły n&gnetomotoryoznej ®(t) uzwojenia aaszyny według rela
cji:

9(t) = i(t)Rmtrz i adH#(t), (1 )

w której $(t) Jest wartośoią chwilową strumienia magnetycznego w szcze
linie powietrznej.

Wewnątrz rdzenia litego maszyny pracującej w dowolnym stanie nieustalo
nym pole magnetyozne nie jest jednorodne, oo jest konaekwenoją indukowania 
się prądów wlrowyoh. Rozkład przestrzenno-czasowy pola magnetycznego w 
rdzeniu litym rozpatrywanego modeln maszyny (rys. l)jest opisywany nastę
pu Jąoym równaniem różniozkowym, wynikająoym z równać Maxwella

ć>2h(x 7,t) 4 efH(y,tj = a # (2)
d x  0 y  9

w którym H(x,y,t) Jest wartośoią chwilową natężenia pola magnetycznego w 
dowolnym punkcie o współrzędnych x-y wewnątrz rdzenia litego.

Pełne rozwiązanie równania (ł) wymaga uwzględnienie warunków brzego- 
1 a

wyóh H( x s + sę-,y ,t) = H(x,y = £ ;f*' *) ~ 30(4) oraz warunków początkowych
H#(t a -0) na plaseozyznaoh zewnętrznych rdzenia litego równoleglyoh do 
osi x układu współrzędnych x-y-z (rys. i). Takie pełne rozwiązanie rów
nania (2) przedstawiono w praoy [Sj przy zastosowaniu metody operatorowej. 
Znając rozkład przeatrzenno-ozaaowy (w postaci operatorowej) natężenia po
la magnetyoznego H(x,y,p) można wyznaozyć strumień magnotyozny $> (p) prze
nikający przez rdzeń lity. V efekoie otrzymuje się równania operatorowe w 
postaci [9]

*(p) = ad Ho(p) A ^ p )  - Ho(t=-0)AAinF(p), (3)
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w którym permeancje operatorowe rdzenia litego są określone następuJąoyml 
szeregami:
- permeanoja operatorowa A ^ i p )  rdzenia litego dla strumienia magnetycz
nego wywołanego zmianą przepływu uzwojenia maszyny

1_   a_16a 1

“d 31 kTT

sin2(k f) th(T- V^)
~T 7 1 Y 7 ~  + ~ ~ % T W ~

(4a)

permeanoja operatorowa i A ^ l p )  rdzenia litego dla strumienia magne
tycznego wynikającego z niezerowyob warunków początkowych

6 a l  ^ s i ^ ( k - f ) ^ s i n 2(i -j)
ad Ji ;Z -

k=1 i— 1 jr
c1k l ( t=-o)

7**“  f > ‘
V Zależnościach (ił) współczynniki oę, J k, 
wyrażeń

(*b)

oblicza się z następującyoh

°F2 * ¿l"* Sk = "f? + (k ir> I Vk s ’ (5a,b,c)

natomiast współozynniki stałe C1ki(t=-0) i C2ki(t=-0) mają wartość za
leżną od ohwili wystąpienia zakłócenia w praoy maszyny (przyjętej Jak w 
t=o). Wyznaozenie ogólnej postaol tych współczynników Jest utrudnione,przy 
czym odpowiednie zasady ich obliczenia są przedstawione w praoy [9]. Je
dynie w szozególnym przypadku, gdy bezpośrednio przed ohwilą t=0 maszyna 
praoowała w stanie ustalonym, można wyznaczyć Jednoznaozną wartość współ
czynników c,ki(t=-0) i C2ki^4 =-0) i wówczas permeanoja operatorowa 
£ ^  -pip ) wynika z zależności

A A ^ f p )  = A „ P(p=o)mF (6)

Na podstawie równań (i) i (3) jest możliwe wyznaczenie permeancji ope
ratorowych obwodu magnetyoznego maszyny elektrycznej z rdzeniem litym. W 
wyniku odpowiednich przekształoeń można równanie (3) zapisać w postaciuj

$(p) = e ( P) A m(p) * i ( t = - o )  i A j f p ) , (?)
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przy ozym poszozególco permeanoje obwodu magnetycznego maszyny z rdzeniem 
litym są określone następującymi zaletnośoiami:
- permeanoja operatorowa dla zakłóoeń wywołanych zmianą siły magnetomoto- 

ryoznej uzwojenia maszyny

A a(p) = ------  * (8a)
Rm<?z + " ^ T p T

- permeancja operatorowa dla niezerowyoh wartości początkowych siły magne- 
tomotoryozneJ uzwojenia maszyny

A A n(p) = --   ̂  . (8b)
Rm<iz * Z a ^ T pT"

t
Uwzględniając wyrażenia (U) i (5 ) stwierdza się na podstawie zależno- 

śoi (8), Ze permeanoje operatorowe A m(p) i ¿ A j p )  obwodu magnetyoznego 
maszyny elektryoznej z rdzeniem litym mają postać skomplikowanyoh szere
gów nieskońozonyoh funkoji hiperbolioznych o argumencie bęćąoym funkoją 
pierwiastka operatora różniczkowania ( tTp). Wykonywanie obliozeó stanów 
nieustalonyoh maszyny elektryoznej z rdzeniem litym przy uwzględnieniu tak 
skomplikowanyoh równań określająoyoh permeanoje obwodu magnetyoznego Jest 
wręoz niemożliwe. Dlatego uzasadnione jest poszukiwanie uproszozonyoh po
staci równań określająoyoh te permeanoje.

3. UPROSZCZONE RÓWNANIA PERMEANCJI OBWODU MAGNETYCZNEGO MASZYNY ELEKTRYCZ
NEJ Z RDZENIEM LITYM I ICH PORÓWNANIE

Znajomość permeanoji obwodu magnetyoznego maszyny elektrycznej z rdze
niem litym pozwala na określenie indukoyjności operatorowych uzwojenia, 
które są podstawowymi parametrami zastęporymi modelu matematycznego maszy
ny. Uwzględnienie w równaniaoh stanu maszyny pełnej postaci równań okre
ślająoyoh indukoyjnośoi operatorowe, które wynikają z uwzględnienia zależ
ności (8) i (U), stanowi poważne utrudnienie obliczeń stanów nieustalo
nyoh maszyny. To utrudnienie wynika z faktu, że wówozas otrzymuje się ope
ratorowe równania stanu maszyny, z których w zasadzie nie Jest możliwe wy- 
znaozenie przebiegów ozasowyoh na podstawie odwitotnej transformaoji opera
torowej. Z tego powodu konieoznośoią staje się poszukiwanie uproszczonych 
poataol równań określająoyoh permeanoje operatorowe obwodu magnetyoznego 
maszyny elektryoznej z rdzeniem litym. N

Uproszczone równania permeanoji operatorowej otrzymuje się z zalotności 
(8) i (U) po wprowadzeniu założeń upraszozająoyoh, któro wynikają z uwzglę
dnienia:



- własności materiałów magnetycznych, z których wykonywany Jeet rdzeń li
ty rzeozywistej maszyny elektryoznej,

- dopuszczalny oh przybliżeń stosowanysh w matematyce przy upraezozaniu po. 
staoi równań,
V opracowaniach różnyoh autorów spotyka się następujące równania upro- 

szozone permeanojl operatorowej obwodu magnetycznego maszyny elektrycznej 
z rdzeniem litym:
- uproszczenie I wynikające z założenia, Ze rdzeń lity Jest wykonany z ma
teriału ferromagnetycznego o dużej przenikalności magnetycznej ji i o ma
łej rezystywnośoi ę . Wówczas otrzymuje się f1] > [2J , » £9]:

A n (p ) X  g“ —  . — —“ Rm<Jz 1 + UfF
(9)

przy czym syntetyozna stała czasowa rdzenia litego wynika z zależnośoi
2

Te = --- :------- 72— 5---* i,Q)
K,ó z

uproszozenle II wynlkająoe z aproksymaoji funkcji czasowej odpowladają- 
oej równaniu (9) za pomocą funkoji ozterowykładniczej. Wówczas obowiązu
je następująoa zależność uproszczona [2] , [4] , (5}, {9J:

‘t A
A "(p)?:!5^ 2  1 7  P B ^ '  i")

w której współozynniki stałe mają następujące wartośoi:

śj = 0,32} Ag = 0,h} Aj = 0,2} = 0,08, (l2a)
B, = 0,05} Bg a 1,25} B3 = 17} = 300, (l2b)

uproszozenle III wynlkająoe z przyjęcia, Ze w równaniu (li) współczyn
nik B1 = 0 (ożyli z przyjęoia, Ze pierwszy składnik w równaniu |{11) 
jest bezineroy Jny) , Wówczas otrzymuje się [i] :

R * m <Jz >. * ±  r Ą ? ;  
1=2 1 *

(13)

przy ozyra współczynniki At i B± wynikają ż zależnośoi (12).
Ponadto autor proponuje następujące uproszozone równania permeanojl o- 

peratorowej obwodu magnetyoznego maszyny elektryoznej z rdzeniem litym:
-uproszozenle XV wynikające z przyjęoia w równaniu Cli), że współozynnik 
A^ = O (czyli z pominięcia w równaniu (li) składnika o największej sta
łej czasowej). Wówozas otrzymuje eię:



O)

Rys* 2, Charakterystyki częstotliwościowe permeanojl obwodu saagne t y oznego maszyny elektrycznej z rdzeniem litym:
a — charakterystyki permeanojl zespolonej, b — charakteryetyki amplitudowe permeancji, o — charakterystyki faso*

we permeanojl
1 - dla uproazozenia X wg równania (9), 2 - dla uproazozenia II wg równania (li), 3 - dla uproszczenia III wg
równania ( 13), 'i - dla uproszczenia IV wg równania (li»), 5 - dla uproszozenia V wg równań (8a) i (lj), 6 - wg

równań (8a) i (ka) przy uwzględnieniu k = 1 ,2 ,...,21 początkowych warasów szeregu
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A ^ P )  »  1 ♦ pB^T^'

przy ozym współczynniki A± oraz Bĵ wynikają z zależności (l2).
— uproazozenie V wynikająoe z uwzględnienia w równaniach (8a) i (4a) Je

dynie pierwszego wyrazu szeregu oraz przyjęoia, Ze
1.   a

thi^ Yf^) S  th(~l y ^ )  je t dla k _ i.

Wówczas permeanoja obwodu magnetycznego wynika z równania (8a), w któ
rym

i
i* YłtpT, a^ V T ^

(15)
q •■”*'*2,

przy ozym stale czasowe oblicza się z następujących zależności:

• 2 1 2 
T. = (-?— ) oraz T_ = (— — ) . (lóa,b)1 liaf 2 ilpf

W celu porównania przedstawionych równań uproszozonyoh, określająoyoh 
permeanoję operatorową obwodu magnetyoznego maszyny elektrycznej z rdze
niem litym, wykonano obliozenia charakterystyk częstotliwościowych perme— 
anoji A m(j«•>)» które wynikają z przyjęoia uproszozenia I, II,...,V, przy 
ossyn:

A M(dw) * A b(p = Jto). (1 7 )

Ponadto wykonano podobne obliozenia na podstawie równań dokładnyoh (8a) i 
(4a), przy uwzględnieniu plerwazyoh k = 1,2,3,...,21 wyrazów szeregu nie
skończonego.

Charakterystyki częstotliwościowe permeanoji obliozono dla obwodu mag
netyoznego maszyny elektrycznej mająoej:
- rdzeń lity o wymiaraoh ad = aq s 1B = Im wykonany z materiału ferroma
gnetycznego, dla którego oę2 = "J* = 1,25.10-lł oraz^ięsl*^. 10 12£ 2s,

- rdzeń pakietowany oraz szozeliny powietrzne o zastępczej reluktanoji
H- i* ■ 4000 s-

Otrzymane charakterystyki, wyznaozone w jednostkach względnyoh J W R ),
wykreślono aa rys. 2, przy ozym Jako Jednostki odniesienia przyjęto:
- dla permeanoji: A  —odn = A „(Jw = °)• (l8a)

- dla polsaoji: w odn * f-. i»81»)
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Dzięki przyjęoiu takioh Jednostek odniesienia krzywe 1,2,3,11 (rys. 2) wy
nikające z równań obowiązujących dla uproszozenia I, XI, XIX i XV, mają 
charakter uniwersalny, tzn. ich przebieg Jest niezależny od wymiarów i od 
danyoh materlalowyoh obwodu magnetyoznego maszyny. Niestety, taka uniwer
salność nie Jest spełniona dla charakterystyk 5 i 6 (rys. 2),wyznaozonyoh 
przy przyjęciu uproszozenia V oraz z równać (8a) i (4a) przy uwzględnie
niu k = 1,2,...,21 wyrazów szeregu. Jeśli' wymiary obwodu magnetyoznego ma
szyny są niezmienne, to przy zmianie danyoh materlalowyoh rdzenia litego 
kształt oharakterystyk 3 i 6 na rys. 2a nie ulega zmianie ale zmienia się 
skala pulsaoji (J>R (iw związku z tym krzywe 3 i 6 na rys. 2b,o).

Z porównania charakterystyk częstotliwościowych permeanoji operatoro
wej maszyny elektrycznej, wyznaczonych na podstawie przedstawionych rów
nań uproszozonych (rys. 2), wynikają następująoe wnioski zasadnioze:
- przy przyjęoiu uproszczenia I (krzywa 1 na rys. 2) Jest najdokładniej 
odwzorowywana permeanoja obwodu magnetyoznego rzeczywistej maszyny¡świa
dczy o tym fakt, że na rys, 2a krzywa 6 (wynikająca z równań dokładnych 
(8a) i (4a) przy uwzględnieniu k = 1,2,3». ..,21 wyrazów szeregu) Jest le
piej zbieżna do krzywej 1 aniżeli krzywa 3 (wynikająca też z równań do- 
kładnyoh, lecz przy uwzględnieniu jedynie pierwszego wyrazu szeregu),

- permeanoja obwodu magnetycznego maszyny wyznaozona Da podstawie równań 
wynikających z przyjęcia uproszczenia II, III i IV (krzywe 2,3 i-U na 
rys. 2) dość znacznie różni się od permeanoji rzeozywistej maszyny w 
szczególności w zakresie dużych wartości pulsaoji

- przyjmując uproszczenie IX, III i IV popełnia się dość znaosne błędy, 
głównie w wartości argumentu permeanoji zespolonej obwodu magnetyoznego 
maszyny przy dużyoh wartościach pulsaoji (krzywe 2,3, i I4 na rys. 2o); 
dla tyoh trzeoh uproszczeń błędy te są praktyoznie tego samego rzędu.

k. UWAGI KOŃCOWE

Przy przyjęoiu uproszozonej postaci równań permeanoji operatorowej ob
wodu magnetycznego maszyny elektryoznej możliwe Jest wykonywanie analizy 
stanów nieustalonych maszyny. Z obliczeń wykonanych przez autora wynika, 
że model matematyczny maszyny otrzymywany przy przyjęciu uproszczenia X 
według równania (9) jest przydatny jedynie do analizy stanów nieustalonych, 
przy zerowyoh warunkach początkowych, lub też przy warunkach początkowych 
wynikająoych z ustalonej pracy maszyny bezpośrednio przed ohwilą wystą
pienia rozpatrywanego zakłóoenia. Natomiast wprowadzająo równania (li) lub 
(1 3 ),lub (ik) - odpowiadająoe przyjęoiu uproszczenia II lub XXI,lub IV - 
otrzymuje się model matematyczny maszyny elektryoznej, umożliwiający ana
lizę stanów nieustalonych przy uwzględnieniu dowolnyob warunków początko
wych.
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BJIHHHHE BHXPEBHX TOKOB HA MArHHTHy» HPOBOJUMOCTb 
MłTWPHOtt HEIffl (KO HI y PA') SJIEKTPHHECKO/ł UAJHHHH

P e 3 d  u  e
B paöOTe aaH bhboa oSmeiJ ipopMtj ypaBHeHna onepaTopHOSt MarHHTHOił npoBOAH- 

hocth MarHHTHOft ¡jena BJieKTpavecKOö MamHHa b yoaoBnax saeKipoMarHHTHHx nepe- 
vniiiwr npOUeOCOB, Ha KOTOpyiO BJII1HI0T BHXpeBHe TOKH B03Öy*Äae“ue 30 CnJIOnHOM 
(MacoHBHOM) cep-eęHHKe o6xaxaioinnii <J>opno8 napaJTJie Jie nxne^a. npeAJioxeHO ühtb 
BapaaHTos annpoxcstMaipBi sto8 warHHiHOö npoBOflzuocTH. PacNHiaau h cpaBaeHu 
uaoTOTHne xapaKiepHOTHKH warHHiHoü hpobo^hmocth penn jwih pa3HUx annpoKCH— 
mannS.
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INFLUENCE OF EDDT CURRENT REACTION ON THE MAGNETIC PERMEANCE 
OF AN ELECTRICAL MACHINE

S u m m a r 7

The general Tors of the operational perneanoe of the magnetto circuit 
in an electrical machine under consideration of the eddy current reaction 
in square shaped solid oore iras derived. Five approximations for the mag- 

permeance were presented. The amplitude—phase frequency characteri
stics for different appromimations vers computed and oompared.


