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CZESC 11

Streszczenie. Rozpatrzono przypadki szczegélne zagadnienia sfor-
mutowanego“* pierwszej czesci pracy .funkcje naprezen i przemieszczen.
Pokazano, Ze przy odpowiednio dobranej postaci wiezéw mozna zagad-
nienie przestrzenne rozbi¢ na zagadnienia graniczne tarczowa i pty-
towe. Numeracja wzor6w dostosowana jest do numeracji w poprzedniej
pracy autorow.

5. Przypadki ezczeg6lne omawianej teorii

5.1. Wiezy narzucone na wszystkie sktadowe przemieszczenia
1 wszystkie sktadowe stanu naprezenia

W przypadku tym w réwnaniu ruchu (4.6) i kinetycznych warunkach brze-
gowych (4.7) wspo64#czynniki G se réwne zeru oraz nie wystepuje roéwnania
(4.4)g, gdyz Z-V = 3. Podstawowy uktad réwnan we wspéirzednych uogélnio-
nych ma postac:

bkmoe/HF

(CRY)
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Réwnania ruchu (5.1) i warunki zgodnosci odksztatcen (5.1)j se sprze-
zone. Wykazemy, ze mozna tak dobra¢ postaé¢ wiezéw, aby z réwnan (5.1)3 o-
trzyma¢ ukdad roéwnan tylko ze wzgledu na funkcje fM.

Niech funkcje an?®, b”™ , bede dobrane tak, by

5iJ.,j a 0, (5.2)

dla

Sij m8? f W + bijfM + Cir

0 funkcjach fM bedziemy méwi¢ wtedy, ze se funkcjami naprezen.
Warunek (5.2) powoduje zerowanie sie cztonu dywergencyjnego w (5.1) tak,
ze (5.1)” redukuje sie do:

gwkIUI = gk. ¢cf fen (5.3)

gdzie:

h
gK =f b'&des.

Oes$li przyjmiemy, ze sity masowe se niezmienne w czasie to rozwieza-
niem ukdadu réwnan (5.3) se funkcje

UK(x°F,t) = UK ¢F) + i (x°H .t + Bt2, (5.4)
o o

gdzie B = B(x°f) jest znane funkcje oraz

(5-5)
o, = U (X°f,t)]

Ko K t-0

okrec¢laje warunki poczetkowe.
Skorzystamy z relacji (5.2) przy wyprowadzeniu warunkéw zgodnos$ci od-
ksztatcen. Wychodzec z réwnan idealnosci wiezow (2.7), po podstawieniu

6<6jj,j) = 0, otrzymujemy:

) * »SyfI - (».*)
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gdzie pionowa kreska oznacza réznice wielkosSci w nawiasie dla x3 = h
i x3 = -h.

Prawa strona powyzszego réwnania znika przy zatozeniu, ze zaleze
tylko od drugich pochodnych fM oraz przy zatozeniu, ze a”i3 3¢ antysy-
metryczne ze wzgledu na H i jb. (Zatozenia te pociegaje za sobe d~.j = 0).

Po przyjeciu powyzszych zatozehn postaé¢ roéwnania (5.6) bedzie nastepu-
jaca:

/< j
-h

(=

N
3
=

a we wspodrzednych uogélnionych:

gdzie wspotczynniki O maje to samo znaczenie co poprzednio.

Do réwnan (5.7) doteczamy komplet warunkéw brzegowych: réwnania (S.1jg,
(5.1 i (5.1)g. W réwnaniach (5.1)4 znikne czdony zawierajece U~.

Réwnania (5.7)2 nazywa¢ bedziemy roéwnaniami zgodnosci dla funkcji na-
prezen. Otrzymalismy wiec niezalezny ukdtad réwnan dla funkcji M. Zatoz-
my, ze z tego ukdtadu roéwnan fFfunkcje F~ wyznaczyé mozna Jednoznacznie.
Wtedy sktadowe stanu naprezenia dane bede wzorami (5.2), a sktadowe sta-
nu odksztatcenia wyznaczymy z réwnah konstytutywnych. Po wyznaczeniu prze-
mieszczen z wzoréw (5.4) reakcje wiez6w wyznaczymy z roéwnan (4.15). Reasu-
mujec, przy podanych zatozeniach mozna og6lny uktad roéwnan doprowadzi¢ do
ptaskiego zagadnienia brzegowego dla funkcji naprezen.

Poréwnujec (5.7~ z warunkiem zgodno$ci odksztatcen (4.4)”, zauwazymy,
ze E~ = wnr 2 jest jednym z rozwiezan roéwnania (5.7~. Nie oznacza to
jednak réwnosci w” n ., gdyz rozwiezanie to moze w og6lnym przy-
padku nie spedniaé¢ warunkéw Brzegowych. Zbadajmy, przy jakich warunkach

zachodzi roéwnosc¢:

W(x tzn. ze =0 (5.8)

a pole otrzymane w wyniku rozwiezania uktadu (5.7)2 z warunkami brzego-
wymi jest catkowalne. Réwnanie (5.8) zapiszmy w postaci:

ATUK,j + Ai.jux = Vv (5°9)

gdzie sa wyznaczonymi juz funkcjami« ko*)> a UK maje postac

dane roéwnaniami (5.4) i (5.5).
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Wida¢, ze w przypadku dowolnych warunkéw poczgatkowych spednienie warun-
ku ©°ij = °< a 00 za ty® idzie, roéwnania (5.9) jest niemozliwe.Oesli Jed-
nak nie wystepuja sity masowe i rozpatrujemy przypadek statyczny, to roz-
wigzaniem roéwnania (5.3) Jest:

Iv(x°f.t) = li, x°P), (5-10)
K Ko
gdzie warunki poczatkowe majg postac:
k (x°e-t - uk -
v Ol o U
(5-11)

U,, (xOf,t)] = 0.
Ko |t=0

W przypadku statycznym warunki brzegowe dla réwnania (5.7)2 sa nieza-

lezne od czasu, wiec na podstawie (5.9)» (5.10) i (5.11) wnioskujemy, ze
przyjecie 37~ =0 narzuca warunki poczatkowe w postaci

"(>.3)|t.0 m V (5-12)

Reakcje wiezéw kinetycznych znikaja tozsamosciowo tylko jesli rozpatru-
jemy przypadek statyczny przy pominigciu sit masowych i spedniony jest wa-
runek (5.12).

5.2. Przypadek wiezéw narzuconych tylko na sktadowe przemieszczenia
Desli wiezy kinetyczne nie wystepuja, to ogolny uktad rownan bedzie

miat posta¢ analogiczng do uzyskanej w [1], tj.

GKL°e6UL(OF(3 + (GKL<* - GLK<*)UL A + GKLUI + FK = eWKLUL »11 (5.13)

(GKU*UI + GKLOR  >B)% * gK nasn (5.14)

a réwnoczesnie otrzymamy zamiast (4.9) i (4.4)2

Ai* “ (iLg)* (5.15)

Spos6b rozwigzania uktadu réwnan-(5.13) (bez cztonéw dynamicznych) po-
dano w pracy [i] . Wsp64rzedne uogd6lnione UL wyrazono tam poprzez funk-
cje przemieszczen, co w efekcie doprowadzito do ukdadu réwnan ze wzgledu
na te funkcje.

Metode rozwiagzania przypadku dynamicznego przedstawiono w [2] str.499.
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5.3. Przypadek wiez6éw narzuconych na niektére sktadowa naprezenia
i wszystkie sktadowe przemieszczenia

Podstawowy uk#ad réwnan bedzie miat posta¢ (4.6), (4.7), (4.9)1(4.10).
Réwniez i1 w tym przypadku wprowadzi¢ mozna funkcje naprezen. Zatoézmy, ze
w réwnaniach wiezéw wystepuje Jedynie drugie pochodne funkcji fM oraz ze
funkcje a”~”"se antysymetryczne ze wzgledu na wskazniki i . Wtedy
spetniona bedzie tozsamo$c¢]

S fij.j = °" {l-j}eVv- (5.16)

Jest to zmodyfikowana wersja relacji (5.2).

Po wykorzystaniu relacji (5.16) do wyprowadzenia warunkéw zgodnos$ci od-
ksztakcen, otrzymuje sie na analogicznej, co w punkcie 5.1,drodze uk#ad M
réwnan dla funkcji fM w postaci (5.7)2,

W réwnaniu ruchu (4.6) pozostaje;

GKLoB'U 1 + 26 K101 A + GKLUI + gK = eWKLUL , (5.17)

gdzie:
gk . (b~rd*3 , (5-18)

gdzie nawias prostokatny oznacza sume.

Réwnanie (5.17) rozwiazujemy metodg podang w [I] lub [2], str. 499.
Warunki brzegowe dla réwnan (5.7)2 i (5.17) majg posta¢ (4.7) i (4.10).
Nalezy do nich dotgczy¢ warunki poczatkowe.

Po wyznaczeniu funkcji fM 1 UK pozostate wielkosci obliczymy kolej-

no w sposo6b analogiczny do podanego w relacjach (4.11)-(4.15).

5.4. Przypadek, gdy wiezy nie sa narzucone na zadne sktadowe
przemieszczenia

Jesli wiezy nie sg narzucone na zadne ze sktadowych przemieszczania,to
réwnania duchu i kinetyczne warunki brzegowe sprowadzaja sie do postaci
klasycznej S”~.j + b* = owl, S~™n. = qf. ; ;

Reakcje wiezéw geometrycznych s réwne zeru; r =0, s =0. Jesli
przy tym wiezy kinetyczne narzucone sa na wszystkie sktadowe stanu napre-
zenia, to otrzymujemy w efekcie ptaskie zagadnienie graniczne- uk#ad réw-
nan dla funkcji fM. jesli natomiast wiezy narzucone sg na nie wszystkie
sktadowe stanu naprezenia, sprawa sie komplikuje, gdyz w efekcie otrzymu-
je sie rownania ro6zniczkowo-catkowe.
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Podobnie w przypadku wiezéw narzuconych na niektére sktadowe przemie-
szczenia (niezaleznie od sposobu przyjecia wiezéw kinetycznych) otrzymu-
je sie uktad réwnan roézniczkowo-catkowych.

W przypadku,gdy wiezy nie se narzucone na zadne ze sktadowych stanu
przemieszczenia 1 naprezenia to z réwnan powyzszej teorii otrzymuje sie
réwnania klasycznej teorii sprezystosci.

6. Stan tarczowy i ptytowy

W dotychczasowych rozwazaniach zaktadalismy, ze wielkosci AP, ann,
~_<c .. oraz skktadowe tensora sztywno$ci sprezystej CF% se funkcjgmi
céjnajﬁ§2ej zmiennej XX. Zat6zmy dodatkowo, ze pole tensora sztywnosci
sprezystej jest symetryczna wzgledem ptaszczyzny x3 = 0 oraz, ze w kaz-
dym punkcie ciata istnieje plaszczyzna symetrii sprezystej réwnolegta do
ptaszczyzny x3 = 0. Zatozenia ta se dos¢ ogdélna - ciato tak zdefiniowane
zawiera w sobie m.In. przypadek ciata izotropowego i ortotropowego.W szcze-

gélInosci ki moge by¢ statymi funkcjami zmiennej x
Wszystkie wielkosSci, na ktére narzucono wiezy rozbijemy na sume funk-
cji symetrycznych i antysymetrycznych wzgledem ptaszczyzny x3 = 0. Des$li

f(x3) Jest dowolne funkcje funkcji x3, to symetryczna sktadowa

tg(X3) =
antysymetryczna sktadowa
fA(X3) = tL*?x"j+-*h.
Mozemy wiec napisac i

\ via jest sytri., w” jest antysym. ,

Wj jest antysym, w" jest sym.,

6.1)
Gff} = st 5aotp sofl5 Jo«* «ym. , 67" jest antysym.,
6 0% 3% a3 /at anty®@nim SB I8t *Yn'm
6 » 57 + fir jest sym. , Jest antysym.

33 33 33

Wiezy napiszemy w takiej postaci, aby relacje (6.1) wynikaty automa-
tycznie z réwnan wiezéw. Niechi
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x)
- wQ
wi + AW 6.2)

ESDk + A L) na 3HxL,

51 = “ijANAL* + AijfN + Cij + aijaffaMoe@ + bijfM +CiJ  wii
przy czym

"7 XiUK* " AL X +td“

Wep6dczynnikl A*, AAL,aa”~P, - b7, e, ™ wyotepujece w

(6.2) posiadaje odpowiednie cechy symetrii. Mozna wykaza¢, ze wielkoScia-
mi symetrycznymi wzgledem x3 = 0 se:

K Aé(’3*A§'..L (%é. , a%g&*_aaeb%t& »iqfS.

(N .rM (N7 ri W
be|3® OB* 33" otfi* 0@ " 33"

podczas gdy wielkosciami antysymetrycznymi wzgledem ptaszczyzny x3 = 0 se:

M. Aodge Akgragls: o840 OB - £31° -

u' M /N M o "
«/S*  °f37 337 <*3” 33"

Wyprowadzajec réwnania Langrange®a dla wiezéw przyjetych w formie (6.27
(6.2)2 otrzymuje sie dwie niezalezne grupy réwnan. W jednej wystepie wiel-
kosci wh, , w drugiej w*, e",.. Uktad roéwnan rozpada sie wiec na dwa
poduktady, przy czym niektére sktadowe sit obciezajecych wystepuje w jed-
nym, pozostate w drugim poduktadzle. Otrzymany ukdad réwnan ma postaé roéw-

nania ruchu wfi :

dx ,

(6.3)

| <™;L>»-3- | v L,'w Bv> !

x "Takie przyjecie wiezéw stanowi jedynie zmiane postaci wiezéw (3.1)
(3.2) i nie zaweza klasy rozpatrywanych zagadnien.
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kinetyczne warunki brzegowe na dft

h h
6.4

h h

-h -h

W réwnaniach (6.3), (6.4) roztozono obciezenia zewnetrzne na czesci sy-
metryczne i antysymetryczne wzgledem x3 = 0 w spos6b nastepujecys

Pof = Rx + Pife Paf jest symetryczne, je3t antysymetryczne

(6.5)
P3 m Pj + P3 P3 jest antysymetryczne, p™ jest symetryczne

a rozktad ten obowiezuje na 311*1- i £1X8L.

Sktadowe obciezenia pje i se obciezeniami, ktore zwykto sie uwa-
za¢ jako "tarczowe", natomiast pje i p" za "plytowe”. Ponadto w roéw-
naniu "tarczowym”™ wystepuje sktadowe sit objetosciowych bIj iw roéwnaniu
"ptytowym" sktadowe b~ . Otrzymalidmy niezalezne réwnania ruchu dla sta-
nu "tarczowego" i "pitytowego'.

Przechodzec do warunkéw zgodnosci odksztatcen, po wykorzystaniu (6.2)3
otrzymujemy réwnania w fi

h

(6.6)

i warunki brzegowe na 9X1* L:
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/ .o
<h -h
J ax” Oijdx3nchm)i t O,
6.7
31< - 0 dla {i.j} © zZ-V. ® .8)
Roz46zmy O i 6 na sume funkcji symetrycznych i antysymetrycz-
nych wzgledem ptaszczyzny x3 = 0, tak by sktadowe 0.7~ i miaty te
same cechy symetrii, co odpowiadajece im skktadowe w,. ...
1*» J/
Otrzymamy wtedy:
°ij + iy "t o(wr@.g) + w(i, i)} “(Cij + Nijs* (6>9)

Interesuje nas pytanie, kiedy (6.9) rozprzega sie na dwa réwnania:

6.10)
°ij ° "(i.Jd) " éij-

Krétka analiza, ktérsj tu nie przytoczymy, prowadzi do wniosku,ze (6.9)
Jest rownowazne (6.10) przy zatozeniu, ze w kazdym punkcie ciata istnie-
je ptaszczyzna symetrii sprezystej roéwnolegta do ptaszczyzny x3 =0 oraz
. - . - kl
ze pole tensora sztywnos$ci sprezystej Jest symetryczne wzgledem pta-
szczyzny x- m 0. J

Wz6r (6.10) oznacza, ze warunki zgodnosci odksztatcen rozprzegaje sie.
Mamy wiec w £

6.11)

i warunki brzegowe ng L:
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/ 5i? +( / °if LR
-h -h
/ iy dldxv~ - O.
/ - 0.
iJ dla {i-j} 6 2-V.
3’ -0

Powyzsze réwnania we wspoétrzednych uogdélnionych przyjme postac:

Dla stanu ptytowego:

1) roéwnania ruchu wfi

g'ku* Vv + 2¢ LN ;

tap " L,0e
+ b*K N o - KNe~n. *KNV -KN Q»K
* e N, 0e/Bi N,ae/b N <& ™
= 9W,k1U".

2) kinetyczne warunki brzegowe na 3n;

(0 "KLceji - + g*KLMujF +

L. L

3) warunki zgodnosci odksztakcen wll:

Kubien

(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)
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4) warunki brzegowe na 3fl:

, s —WWu . A
(e.nwMui £ _ . O<M*iW¢~» fi -0 * > V > - 0.
(6.17)
5) warunki zgodnos$ci odksztakcen wQ :
w(i,j) ° €¢ij dla {i,J} 6 2"V> (6.18)

Oznaczenia wroéwnaniach (6.14)-(6.17) maje te aameposta¢ jak w (4.5)

i (4.8) z tym, ze do ich okreslenia uzywamy wspétczynnikow "ptytowych”
a 'K, itd. Wyjetkiem od tej zasady jest!
r*> m| - [p-V]I-

Analogicznie do réwnan dla stanu ptytowego (6.14)A(6.18) otrzymuje sie
réwnania dla stanu tarczowego, z tym ze:

Reasumujec, przy zatozeniu, ze wiezy dane se w postaci (6.2) oraz przy
zatozeniu istnienia w kazdym punkcie ptaszczyzny symetrii sprezystej row-

nolegtsj do ptaszczyzny x3 =0 i symetrii tensora CK! wzgledem, pta-
szczyzny x = 0, otrzymuje sie dwa kompletne, niezalezne uktady roéwnan
dla funkcji U~, N oraz U”, f*. Réwnania ta wraz z réwnaniami wiezéw

(6.2) pozwalaje wyznaczy¢ wszystkie sktadowe przemieszczenia, odksztatce-
nia i1 naprezenia oddzielnie dla stanu tarczowego i ptytowego.
Literatura cytowana w tek$Scis podana zostata w czesSci pierwszej.
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0 SOPMHPOBAHHH ILHOCKHX KPAEBUX 3AAAH AJIH HEKOTOPHX
npootpahctbehhux iipobjiem jmheMoM teophh ynpyrocTH

XI MACTb

Pe3mme

B oiaibe b 1 h&cth paccuaipaBaeTcai aerajibHO Bonpocu Teopaa npe~CTaBjie—
HHi! h odoyxflaeica $ysKuzH HanpajseHHit a nepeMemeHait. "OKaauBaeica, aio mokho
laic npBHaib $opMy CBaaeft, htoOh Kaaay» npocTpajiOTBeHHyio ea”~aay jtaaeaaofl xeo-
paa ynpyrooia iiojcho Ohio npaBeoia k iijiockhm apaeBHM 3aflaaau - naaioBoft a

AHCICOBOtt.

ON THE FORMULATION OF PLANE BOUNDARY PROBLEM
SOLUTIONS OF SOME SPATIAL PROBLEMS OF THE LINEAR THEORY OF ELASTICITY

Summary

Special cases of the theory given in Part | have been considered in-
cluding stress and displacement functions. It has been shown that if the
form of the constraints is appropriately chosen the solution of a spatial
problem can be resolved into a solution of two independent plane problems.



