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k r z y ż u j ą c y c h  Sią POD KĄTEM PROSTYM

Streszczenie. W pracy zastosowano metodę różnicowa do rozwiąza­
nia przestrzennego zagadnienia Dirichleta dla skrzyżowanych trójfa­
zowych linii przesyłowych wysokiego napięcia. Przeprowadzono wery­
fikację rozwięzania otrzymanego metodami numerycznymi z badaniami 
doświadczalnymi przeprowadzonymi w pracach [3] i [4] .

Rozważany problem stanowi uogólnienie zagadnienia przedstawione­
go w pracy [2] .

1. Wstęp

Opracowanie metod określajęcych wartości natężenia pola elektrycznego 
w wybranych fragmentach stacji transformatorowo-rozdzlelczych stanowi 1- 
stotne zagadnienia projektowania rozdzielni najwyższych napięć. Problema­
tyka ta Jest przedmiotem wieloletnich badań Głównego Biura Studiów i Pro­
jektów Energetycznych. Opracowana tam metody pomiarowe określenia natęże­
nia pola pod skrzyżowaniem dwóch 3-fazowych układów przewodów pozwalaję 
uwzględnić wzajemne oddziaływanie przewodów usytuowanych pod kętem pro­
stym.

Opracowany w pracy algorytm uwzględnia wzajemne oddziaływanie przewo­
dów na siebie. W literaturze nie sę znane zwięzki określajęce pojemności 
wzajemne linii przesyłowych skośnych względem siebie. Celowe Jest więc 
poszukiwanie rozwięzania zagadnienia metodami numerycznymi. Dotychczas za­
gadnienie to rozwięzywano metodę superpozycji pól od poszczególnych prze­
wodów. Przeprowadzenie Jednak takiej analizy dokonywane było przy założe­
niu stałej gęstości liniowej ładunków wzdłuż poszczególnych przewodów. Jak 
wykazano w dalszej części pracy, prowadzić to może do błędów dochodzęcych 
do ok. 20%.

t

2. Potencjał guasl-statyczny w otoczeniu linii przesyłowych

Jeśli poszczególne przewody robocze zasilane sę napięciep sinusoidal­
nie zmiennym, to potencjał quasi-statyczny w otoczeniu tych przewodów speł­
nia w prostokętnym układzie współrzędnych zespolone równania Laplace'a
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z określonymi w dalszej części artykułu warunkami brzegowymi. 
Rozważmy skrzyżowanie trójfazowych układów przewodów, gdzie:

— 1*^' —2 ^ '  - 3 ^  ” ze9Polone potencjały przewodów toru górnego, 

— 1 ^ '  ■ zespolone potencjały przewodów toru dolnego.

Rys. 1. Linie przesyłowe usytuowane względem siebie pod kętem prostym 

V® - V ̂  » 750/y? kV, V® = vd - 750/ f ?  eJ 240 kV

-3 “ -3 " 75°/f3 120 kV



Komputerowa analiza pola elektrycznego. 93

W dowolny« punkcie na zewnętrz przewodów potencjał quasi-statyczny speł­
nia równanie

Przyjęty model matematyczny zakłada, że przewody sę nieskończenie dłu­
gie. Ponieważ interesować nas będę obszary bezpośrednio pod skrzyżowaniem 
torów, a nie w otoczeniu konstrukcji wsporczych oddalonych znacznie, dla­
tego otrzymane rozwlęzanle obarczone będzie niewidki« błędem. Potwierdza 
to weryfikacja pomiarowa, którę przeprowadzono w pracach [3] i [ś] i któ- 
rę przedstawiają rys. 3-8. W celu rozwięzanla metodami numerycznymi sfor­
mułowanego zagadnienia Diri'chleta należy przyjęć, że poszukujemy funkcji 
v(x*y,z) w pewnej ograniczonej przestrzeni &  . Chcęc Jednak uwzględnić ła­
dunek elektryczny na przewodach poza obszarem Q  , tzn. w nieskończoności, 
należy tak określić warunki brzegowe na brzegu £ fi obszaru Q , ażeby u- 
względniały one całkowity wpływ przewodów w nieskończoności. Jest to za­
gadnienie numerycznego określenia warunków brzegowych na 8 &  dla zapew­
nienia odpowiedniej dokładności rozwięzanla we wnętrzu obszaru fi . Pro­
blem ten został omówiony w pracy [2] .

3. Numeryczne określenie warunków brzegowych

Oeśli przyjmiemy, że obszar fi Jest sześcianem określonym nierównościa­

mi

AV(x,y,z) ■ O

Z warunkami brzegowymi

(2 .1 )

V (x ,y ,z ) - v£d)
(x , Z ) 6 s£

V ( x , y , O ) - 0

gdzie:

- zespolony potencjał k-tego przewodu w torze dolnym, 

fd  ̂ - powierzchnia k-tego przewodu górnego i dolnego.

- zespolony potencjał k-tego przewodu w torze górnym.



to dla a-»- oo rozwięzanla zagadnienia Dirichleta w punktach (x,y,z)e 
e £> Q  wyraża się wzorem
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r '(g) p '(d)

v(x,y,z) - 2  (Sk9) ln - j g T  + 2kd) ln " I T T 5 ( 3 - l }
j k rk

- ładunek zespolony przypadajęcy na jednostkę długości k-tego

(^d ' - ładunek zespolony przypadajęcy na Jednostkę długości k-tego

gdzie :
) _

przewodu toru górnego,

ładunek zespolony przy 
przewodu toru dolnego,

' (o)rk s - odległość zwierciadlanego odbicia k-tego przewodu toru górnego 
od punktu (x,y,z),

r£^) _ odległość k-tego przewodu górnego od punktu (x,y,z),

r ^ d ^- odległość zwierciadlanego odbicia k-tego przewodu toru dolnego 
od punktu (x ,y ,z) ,

rk ^d -̂ odległość k-tego przewodu dolnego od punktu (x,y,z),

a j » ’  •  2  c ' | > .  v < » > .  .  2  c < ; >  v < - >
1-1 1-1

k - 1, 2, 3,

1 - pojeanośei wzajemne przewodów toru górnego,

C^d  ̂ - pojemność wzajemna przewodów toru dolnego.

Wyprowadzenie wzoru (3.l) przeprowadzono w pracy . Pierwszy skład­
nik sumy

K "  2  Sik9) ln “T g T

ołtreśla wpływ toru górnego na potencjał w punkcie (x,y,z), natomiast dru­
gi składnik sumy

3 ' (d)
1 V  „(d) k

2w r  2 j  a k ln ~x j t
0 k-i rk

określa wpływ toru dolnego na potencjał w punkcie (x,y,z).
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Taks superpozycja nie uwzględnia oczywiście wzajemnego oddziaływania to­
rów na siebie, ale w obszarze znecznie oddalonym od skrzyżowania Cgdy a—  
wpływ ten Jest nieistotny. Znalezienie takich odległości od skrzyżowania 
zwięzane Jest właśnie z numerycznym formułowaniem warunków brzegowych, 
tzn. określeniem takiego brzegu C ii  , ażeby można było określić na nim war­
tości potencjałów ze wzoru (3.1).

Algorytm wyznaczenia obszaru ił podano w pracy [2] .

4. Zastosowanie metody siatek do rozwiązania problemu Dirichleta

Zespolone zagadnienie Dirichleta określone wzorem (2.1) można rozwię- 
zywać osobno dla części rzeczywistej oraz urojonej potencjału v(x,y,z), 
gdyż

AV(x,y,z) = A  [Re V(x,y,z) ♦ J Im V(x,y,z)] «

« A[Re V(x,y,z)] + JA[lm v(x.y.z)]

Należy więc rozwięzeć oddzielnie dwa zagadnienia:

A  [Re V(x,y,z)l ■ 0

z warunkami brzegowymi

(g)

(4.1)

Re v(x ,y ,0) - 0

oraz

A  [im v(x ,y ,z)] ■ 0

z warunkami brzegowymi

(4.2)

Im V(x,y,0) » 0
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Tak otrzynane wartości Re v(x,y,z) oraz In v(x,y,z) pozwolę okre­
ślić potencjał w dowolny« punkcie (x,y,z). Rozwięzanie takiego zagadnie­
nia aetodę siatek sprowadza się więc do równania

Ą . ą . ą . o  (4 .3 )
tx 2y Oz

z odpowiedni«! warunkanl brzegowymi.
Aby otrzynać równanie różnicowe odpowiadajęce równaniu (4.3), wystar­

czy wstawić w miejsce pochodnych cząstkowych odpowiednie ilorazy różnico­
we

a2v v \x + n.y.z; - zvvx.y.z; 
h2

♦ v^x - n,iY<*'

v(*,y ♦ h,z) - 2V(x,v.z) ♦ V(x,y + h,z)

V(x,y,z ♦ h) - 2V(x.v.z) 
. 2

♦ V(x,y.z - h)

sy

*Cz n

Oodajęc stronami,,a następnie wyllczajęc V(x,y,z), otrzymujemy

v(x,y,z) « g  [v(x + h,y,z) + V(x - h,y,z) + v(x,y + h,z) +

♦ v(x,y - h,z) + v(x,y,z ♦ h) + V(x,y,z - h )] (4.4)

Oak wykazno w pracy [2] , błęd takie} metody różnicowej jest rzędu 0(h2 ).
Rozważany obszar Q  został pokryty siatkę sześciennę w taki sposób, że 

wszystkie punkty (węzły) brzegowe należę do brzegu obszaru ®Q . Pozwoliło 
to uniknęć nadawania poprawek węzłom brzegowym wg wzorów interpolujęcych. 

Przyjmując pewien odstęp h, tworzymy siatkę sześciennę Sh

■ i . h, Yj ■ j , h , zfc - k . h i , j , k * 0 ,  — 1, — 2...,

uważając przy tym, by węzły xŁ , y^ , zfc siatki Sh albo należały do C. , 
albo do jego brzegu 0 H  . Oznaczając wartości ezukanej funkcji V(x,y,z) w 
punktach (x± , y^ . zk ) przez ■ v i x ^  y^ , zk ), możemy w każdym punk­
cie wewnętrznym ( x ^  y^ , zk ) siatki Sh zastąpić równanie Laplace'a rów­
naniem różnicowym (4.4 ). Ola węzłów brzegowych przyjmujemy wartości po­
tencjałów określone na powierzchniach przewodów lub na 0 0  . Otrzymany u- 
kład równań



Komputerowa analiza pola elektrycznego. 97

(4.5)

posiada jednoznaczne rozwiązanie [2].
Ze względu na bardzo dużą liczbę węzłów siatki numeryczna realiza­

cja układu (4.5) przekracza kilkaset razy możliwości pamięci operacyjnej 
maszyny cyfrowej. Dlatego znacznie wygodniej Jest rozwięzywać układ (4.5 ) 
metodami iteracyjnymi.

Zgodnie z procesem Libmena, jeśli *9 przybliżeniami początkowy-
mi, przybliżenia następne dla węzłów wewnętrznych siatki nie należą-
cych do brzegu obszaru określamy wzorem

Można dowieść [2] , że dla dowolnej średnicy h siatki Sh proces Lib- 
mana jest zbieżny niezależnie od wyboru wartości poczętkowyph, tj. istńie- 
je

□ako wartości początkowe wybrano wartości potencjałów w węzłach
siatki obliczone wg wzoru (3.i), tj. przy założeniu stałej gęstości li­
niowej ładunków wzdłuż poszczególnych przewodów torów trójfazowych.

Po numerycznym określeniu warunków brzegowych zrealizowano obliczenia 
dla h » 0,5 m oraz długości boku sześcianu wynoszęcym a » 100 m.

Liczba węzłów siatki wyniosła

Problem zspisu algorytmu realizującego rozwiązanie zagadnienia dla tak 
znacznej liczby węzłów wymaga zastosowania szybkich pamięci zewnętrznych 
maszyny cyfrowej. Duża złożoność algorytmu zrealizowanego w Języku ALGOL 
1900 uniemożliwia umieszczenie go w pracy.

Na zbieżność procesu iteracyjnego decydujący wpływ posiada iteracja 
zerowa (punkt startowy). Z analizy wykresów przedstawionych w rozdziale 
6 wynika, że przybliżenie początkowe rozwiązania (iteracja zerowa) nie 
przekracza 20% odchylenia od rozwiązania numerycznego. Fakt ten zapewnił
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dosyć szybkę zbieżność procesu. W rozważany« zagadnieniu liczba iteracji 
wyniosła ok. 150.

"Analizę błędów zaokręglanla wynikajęcych ze zmiennoprzecinkowej aryt­
metyki maszyny cyfrowej przeprowadzono w pracy [Ż] .

5. Natężenie pola elektrycznego linii przesyłowych

Dowolnemu punktowi (x,y,z) obszaru, w którym zadane jest pole elek­
tryczne, przyporzędkowany ^est wektor

E(x,y,z,t) « TTxEx (x,y,z,t) + T yEy (x ,y ,z , t ) ♦ TT2E2 (x,y ,z,t) (ę.l)

gdzie k  , T  , T  wersory prostokętnego .¡kładu współrzędnych.x y z
Oek wykazano w pracy [l] ,pole ę- 

lektryczne quasi-stetyczne sinuso­
idalnie zmienne olcreślóne wzorem 
(5.1) zakreśla elipsę w czasie jed­
nego okresu.

W celu jednoznacznego określenia 
stanu pola elektrycznego sinuso­
idalnie zmiennego w punkcie (x,y,z) 
wystarczy wyznaczyć składowe natę­
żenia pola elektrycznego Ea (x,y,z) 
i E^Cz.y.z) odpowiednio w kierunku 
półoei dużej 1 małej elipsy pola wi­
rującego. W celu określenia 3kłado-

Rys. 2. Elipsa pola wirujęcego ^.ych ^  1 K  wektora wirujęcego
E(x,y,z,t) E(x,y,z,t) skorzystano z zależno­

ści wyprowadzonych w pracy [lj

^  (x ̂ y f 2 )*1
Ea (x,y,z) - kxEx (x ,y ,z )cos [Vpx (x ,y , z ) ----— g---- J +

—  r  .  V a ( x , y  ,z)~\
*  k y E y ^ x > y > z ) o o , L f y ^ x > V * 2 ^  2  J  +

+ ir2E2 (x,y,z)cos['P2 (x,y,z) - J

■ .>
> p (x,y,2 )"]

Efa(x,y,z) - kxEx (x,y,z)sin [¥x (x,y,z)  — ? J +
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—  r
♦ kyEy (x,y,z)sin [¥y (x,y,z) ?----J +

_  r ÍA(x,y,z)-i
+ kzEz (x ,y ,z)ein [¥2 (x ,y .z )------g---- J

gdzie:

„ , , Exmax(x'y,z) , x Evmax(x*y *z)Ex (x.y.z) - — ------; Eu (x,y,z) - -X5SÍ-
y  W

2 v ?

<fA (x,y.z) - erg ♦ Ę y + Ę§]

Zespolone składowe wektora E(x,y,z) wyrażaję się wzorami:

£* * Ex (x.y.z)ei ^ (x’y<z)

, J¥v (x.y.z)
Ęy - Ey (x.y.z)e y

j t f
Ę z = Ez (x ,y , z )e z (x,y,z)

Tak więc. najęć rozwięzane zagadnienie (2.1), wyznaczymy zespolone 
składowe wektora natężenia pola poprzez numeryczne różniczkowanie

0v(x,y,z) a v(x,y,z)
Ę ^ ż . y . z )    g- 5 Ęy(x,y,z) - - ---

CV(x,y.z)
—z *y *z) ---------^ —

a następnie określany argument i moduł poszczególnych składowych.
Określone w ten sposób wielkości pozwalaję wyznaczyć składowe wektorów

Ea (x,y,z) oraz T b (x,y,z)

a więc również ich moduły.
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6. Rozkład natężenia pola elektrycznego w otoczeniu 
miejsca krzyżowania się linii trój fazowych

Analizę nuaerycznę rozkładu natężenia pola elektrycznego przeprowadzo­
no w poszczególnych przekrojach krzyżowania aię linii trójfazowych (rys. 
l) przy powierzchni ziemi na wysokości 1,8 a.

W obliczeniach przyjęto:

z (g) = z Z1 2
(g) , ,Cg> 21 a. .(d) .(d)

‘1 " ‘2 ‘ Z3

-12 m, *2 “ 0,

(d)

y2 " °' y3 “ 16 m * X1 

- 750/11? kV.

» 10 a, y. » -16 a.

x3 ■ 12 a,

Przewody fazowe występujące w postaci więzek 4 x AFL-525 o odstępie 
przewodów w wiązce 0,4 [a] zastąpiono J ednya przewodea o promieniu za­
stępczym określonym w pracy [l] .

1 •**.

HHt
2^

•2  ***
22

±- . 4 x • 

x •

20-

r  w
18

\ * ~  • f i  

12

z«1,8m 
y* 16m

\
KJ
v

/ • ' • A

/ *
V "

,x\

-¿o -16 -12 -8 -ił 8 12 16 20

X

"m

Rys. 3. Rozkład położenia pola elektrycznego pod skrzyżowaniea dwóch to­
rów trójfazowych 750 kv wzdłuż przekroju Pig (rys. l)

1 - rozwiązanie otrzyaane przy założeniu stałej gęstości ładunków wzdłuż 
linii, 2 - rozwiązanie otrzymane na drodze numerycznej. 3 - rozwiązanie 

otrzyaane na drodze pomiarowej w pracy [3j 1 [4]
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20

k

A . r
/■ V -  .•/’*

i 1 «
10

Ea ( w ) z-1,8m 
y *0

\  :/ \  3  

V  • Y ' "

•a •# -12 -i •*. b V  a a  ś  is> W

Rye. 4. Rozkład natężenia pola elektrycznego pod skrzyżowaniem dwóch to­
rów trójfazowych 750 kV wzdłuż przekroju P2g (rye. l)

1 - rozwięzanie otrzymane przy założeniu stałej gęstości ładunków wzdłuż 
linii, 2 - rozwiązanie otrzymane na drodze numerycznej. 3 - rozwięzanie 

otrzymane na drodze pomiarowej w pracy ł M

I y « 1 6 m

/
c-

/f- \

w A
k ‘.o

1
-u •• 7■A\J

• W
■ / ' > - ■  4

. ?  Y
A

-¿‘I -¿0 -16 -12 -¿ ~4 b  4 r 12 16 20 24 [ m ]

Rys. 5. Rozkład natężenis pola elektrycznego wzdłuż przekroju P3g (rys. l)
1 - rozwięzanie otrzymane przy założeniu stałej gęstości ładunków wzdłuż 
linii, 2 - rozwięzanie otrzymane na drodze numerycznej., 3 - rozwięzanie 

otrzymane na drodze pomiarowej w pracy L3J 1 [4]
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........
 *• -«4-

* •
2 / K * .

EQ (*.y »z ) z * 1 , 8 m  
x — 12m

3

^  I  -•• * ̂    '
• . « « > • < ;.!

-¿4 -20 -15 -12 -8 ~ ^ 4  *o"~4 1 12 16 20 24 [«]

Rys. 6. Rozkład natężenia pola elektrycznego wzdłuż przekroju Pld (rysi. 1)
1 - rozwięzanie otrzymane przy założeniu stałej gęstości ładunków wzdłuż 
linii, 2 - rozwięzanle otrzymane na drodze numeryczne!, 3 - rozwięzanie

otrzymane na drodze pomiarowej w pracy [3] 1 (4]

m

14

12

10

Ea^.y*2) z * 1 , 8 m  
x *  0

24

22

20 
• ••

2 /

i

-2 4  -20 -16 -12 -8  - 4  '0 4  8 12 16 20 24 [ m]
Rys. 7. Rozkład natężenia pola elektrycznego wzdłuż przekroju P2d(rys. 1)
1 - rozwięzanie otrzymane przy założeniu stałej gęstości ładunków wzdłuż 
linii, 2 - rozwięzanie otrzymane na drodze numeryczne!, 3 - rozwięzanie 

otrzymane na drodze pomiarowej w pracy X31 1 M
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Rys. 8. Rozkład natężenia pola elektrycznego wzdłuż przekroju P3d(rye. 1)
1 - rozwięzanie otrzymane przy założeniu stałej gęstości ładunków wzdłuż 
linii, 2 - rozwięzanie otrzymane na drodze numerycznej, 3 - rozwięzanie

otrzymane na drodze pomiarowej w pracy [3] i [4]

r

7. Podsumowanie

Z przeprowadzonej analizy rozkładów natężenia pola w poszczególnych 
przekrojach skrzyżowania wynika, że szczególnie w miejscu krzyżowania się 
faz Jadnoiaiennych występuje znaczne zmniejszenie natężenia dochodzęce do 
około 20% w stosunku do natężenia otrzymanego przy założeniu stałej gę­
stości ładunku wzdłuż przewodu. Wynika stęd, że w obszarze krzyżowania 
się przewodów o fazach zgodnych występuje zmniejszenie gęstości ładunku 
występujęcego wzdłuż przewodu. Porównanie rozkładów natężenia pola otrzy­
manymi numerycznie z rozkładami otrzymanymi w pracach [3] i [4] na drodze 
pomiarowej pokazuje, że błęd zaproponowanej w pracy metody nie przekra­
cza 4%. Tak więc przyjęty model matematyczny, pomimo pewnych uproszczeń, 
wystarczajęco dokładnie przybliża model fizyczny.
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THE COMPUTER ANALYSIS OF THE ELECTRIC FIELD OF CROSSED 
ON THE SQUARE THREE - PHASE TRANSMISSION LINES

S u m m a r y

In this paper the difference method for solution of the spatial Dirich- 
let problem of corssed triple - phase high voltage transmission line is 
discussed. The verification of the solution obtained in the numeric way 
with experimental results described in [3] and [4] is also presented.


