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CEWKA TOROIOALNA W QUASI-STACDONARNYM POLU MAGNETYCZNYM

Streszczenie. W pracy wyprowadzono wzér na sygnat napieciowy cew-
ki Rogowskiego w ksztalcie toroidu o przekroju prostokgatnym i koto-
wym przy zatozeniu ciggtej 1 statej gestosci zwojow tej cewki, in-
dukowany przez zmienny w czasie prad ptynacy w przewodzie usytuowa-
nym prostopadle do ptaszczyzny potozenia toroidu.

1. Wstep

Precyzyjne utrzymanie parametréow 4uku elektrycznego jest bardzo istot-
ne ze wzgledu na efektywnos$¢ piecéw dukowych i Hukowo-oporowych. Prady
ptynace w piecach H*ukowych znacznie przekraczajg 10 kA. Do pomiaru takich
pradéw wzglednie nowym rozwigzaniem Jest cewka Rogowskiego.r Zastosowanie
takich uktadéw pomiarowych w regulacji pracy recznej, jak i automatycznej
pieca umozliwia symetryzacje 1 stabilizacje mocy wydzielanej w otoczeniu
poszczeg6lnych elektrod pieca w okreslonych fazach cyklu technicznego, a
takze skrécenie czasu topienia i zmniejszenie zuzycia energii [V],

Eliminacje wptywu obcych p6l magnetycznych mozna osiagnaé stosujac na-
winiecie dwuwarstwowe cewki Rogowskiego [3] lub stosujac wyprowadzenie po-
czatku 1 konca cewki Jednowarstwowej podane w pracy [I] -

Sygnat napieciowy cewki Rogowskiego wyraza sie wzorem
UR(t)="0W93T @)
gdzie:
w - gestos¢ zwojoéw cewki stata wzdtuz osi cewki,
s - pole powierzchni przekroju poprzecznego,

- przenikalno$¢ magnetyczna prézni,
i(t) - natezenie pradu w przewodzie objetym cewkg (rys. 1).

Wzér (1) wyprowadza sie przy zatozeniu, ze strumien magnetyczny prze-
nikajacy przez wdl zwojoéw cewki jest roéwny , gdzie H> jest sktadowg
natezenia pola magnetycznego styczng do osi paeka w danym punkcie prze-
kroju cewki (rys. 1). Takie obliczenie strumienia magnetycznego w opar-
ciu o wartos$¢ indukcji w osi paska Jest niewgtpliwie pewnym przyblizeniem.
W niniejszuj pracy postawiono sobie za cel wyprowadzenie wzoru na sygnat
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napieciowy cewki Rogowskiego przy znacznie ostebionych zatozeniach, u-
wzgledniajecych niejednorodnos¢ pole magnetycznego przy obliczaniu stru-
mienia skojarzonego z poszczeg6lnymi zwojami cewki oraz dowolno$¢ miejsca
przenikania predu i(t) przez powierzchnie potozenia cewki toroidalnej.

2. Pole magnetyczne przewodu prostoliniowego

Majec na uwadze obliczanie strumienia magnetycznego skojarzonego z cew-
ke toroidalne , zaktada sie dowolne usytuowanie przewodu prostoliniowego
wiodecego pred i(t) wzgledem prostoketnego uktadu wspédrzednych. Nie

tracec nic z og6lnosci rozwazaé¢, zaktada sie, ze przewdd prostoliniowy
przechodzi przez punkt o wspé4rzednych (x1Q, 0,0) (rys. 2) oraz jest
prostopadty do osi a jego kosinusy kierunkowe wzgledem osi x2 i x3

wynosze odpowiednio cos/3* i cos 2*. Sktadowe wektora s stanowie kosi-
nusy kierunkowe przewodu prostoliniowego

s = k2cos” + k-"cos"j @)

gdzi
2 2
cos 79 co8 “ 1
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Rys. 2. Przewdd prostoliniowy z pradom w prostokatnym uktadzie wspotrzed-
J nych

Zgodnie z zatozeniem przew6d prostoliniowy lezy w ptaszczyznie xi “Xxiq

réwnolegtej do ptaszczyzny x20x3- Przyjmujec wigec oznaczenie oraz
uwzgledniajac, ze j™2 “ N~ * 2 ~rY9* e wektor s mozna zapisaé w po-
staci

s » -k2sin~A> + k jCOb i. (3)

Modu4 wektora natezenia pola magnetycznego tak usytuowanego przewodu
prostoliniowego wiodecego pred i(t) wyraza sie wzorem

gdzie
r - odiegtos¢ punktu P o wspoétrzednych x~ od przewodu prosto-
iiniowego.
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Oezeli kierunek przeptywu predu odpowiada zwrotowi wektora s, to wek-
tor natezenia pola magnetycznego w punkcie P wynosi

H(P.t) - n @
gdzie:
C —
95(-3)\ ®
a - k1(x1-x10) & k2x2 + k3x3 (6)
k1 k2 k3
t(-S) *1 " X10 X2 X3 = -kjixgcos + XjSinjb) +
0 sinia -cosfb ()

k2 (x1-x10)co8p + k3 (x1-x10)9in(i

Odlegtos¢ r punktu P(x".x2<Xj) od przewodu prostoliniowego mozna
wyrazi¢ wzorem @]

r - Jax(-s)| m jaljaln”® (8)
Uwzgledniajec we wzorze (4) wyrazenie (5), (7) i (8). otrzymuje 8ie osta-

tecznie naetepujecy wzor na wektor natezenia pola magnetycznego

(x2cos|i + XjSinjT)) +

(©)
Sktadowe wektora (9) wynosze
YA v Kt -(x2cos(i+ x3.in
Ho (X, ,X_,X ,t; « *TB)F— .- m ( ( J— ——EZ———— 9 (0
1 1 3 (x2cos(& + x3sinp.)2 + (XI - x10)Z
(X1 - x10)cos[
8-(x< |X« (X, |t) o 757" - V' " j (11

J
(x2cos + XjSinjb) + (xj - x1i0~n

(X1 - x1Q)sinp>
n .

oy omyan — . = inmmEEn. - (12)
HICAX2TXS™> 28t ocostb + XjSinjb) + (i - x1Q)



Cewka toroldalna w guasl-stacjonarnyi... 109

3. Analize strumienia magnetycznego skojarzonego z cewka toroldalna
0 prostokatnym przekroju poprzecznym

Niech cewka toroldalna o przekroju prostokgatnym usytuowana jest w pta-
szczyznie x10x2 ° ¢érodku w poczatku uktadu wspoédrzednych. Niech ponad-
to przewdéd prostoliniowy wiodecy prad i(t) usytuowani Jest prostopadle do
ptaszczyzny x10x2(jb» 0) 1 przecina Je¢ w punkcie Po(-x10,0,0) (rys. 3).
W takim przypadku wektor natezenia pola magnetycznego bedzie posiadat tyl-
ko dwie sktadowe

Rys. 3. Cewka toroldalna o przekroju prostoketnym w polu magnetycznym
przewodu prostoliniowego -
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w  i(D) 1T *10

/. L
212 3 - ~ssr 7 - 77 -"2— 7
"1 10 2

Sktadowa styczna wektora natezenia pola magnetycznego do okregéw o
promieniu £ koncentrycznych z osie Xj (rys, 3/ wynosi

H,A(x1 ,x2 .x3 ,t) = W(x1,x2,x3,t).t s

gdzie:

Xj “ fcoa<, x2 -£sin<f 5)

dx dx
* « f k1 CTT + k2 éPF = "e<i8in"+ k2c08tf

Ostatecznie w walcowym uktadzie wspéirzednych sktadowa H<pwektora na-
tezenia pola magnetycznego wynosi
5 + z~cos”

H (?,v.x,t) - [P }, T —— 17)
4 + Xig + 2?x10cos<P

Strumien magnetyczny przeptywajacy przez przekr6j poprzeczny toroidu
odpowiadajacy dowolnie ustalonemu katowi f (rys. 3) wynosi

a 9
N
‘i 5 2'ﬁ i(t) ? * x 10coaf
$<em W «>d8 - 1 \*0 T3T =~z 2—————— ————— “
f r OV J + x10+ 2?XiOcosV
t 7
"10

Zgodnie z zatozeniem cewka toroldalna posiada zwoje réwnomiernie nawi-
niete o statej gestosci w, tak wiec strumien skojarzony z wdl zwojami tej .

cewki wynosi

dvn = $~,wdl 19

gdzie miara #uku dlI toroidu liczona Jest na osi cewki, tj. na promieniu

eo. a wiec dl « ?0d"P.
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Catkowity strumien magnetyczny skojarzony z cewke tcroidalne wyniesie
wiec

VAl
-+ x10cos+ .
Vo" /0d* ' ;*0aow iu) h A d*id >
ar ) i ® + *10+ 2 *10C0S 1 (20)

Wykonujec w catce podwéjnej (20) catkowanie ze wzgledu na zmienne, na-
lezy dokonaé¢ podstawienia

52 -
>» tg i cosy= d] ———2932
1+1 1*5
dla ktérego
P+ X10C09f
. i - d¥ - - - m* | o @n
-li r +xio + 22xiocos T *10 3 (1+3nCe *{ )
gdzie:
c >0 dla 3 > x
?¢ Xqg 10
(22)
3. X10
c<oO0 dla  ® < x4
Funkcje wymierne pod catke (21) mozna rozwine¢ na utamki proste
c t_|2 1 1 . C 1 ©3)
1+
Poniewaz
00
f dl » i dv Si
3 777 J T Tp " Ta“
catka (21) przyjmuje postac
Ci - og 10 EHre +rrr
a po uwzglednieniu wzoru (22) otrzymuje sie ostatecznie
23r
dlg 8 * %io
(€2))

o} dla a < x1Q
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Ze wzoru (24) wynika, ze jezeli przewdd prostoliniowy lezy na zewnetrz
cewki toroldalnej (9 <x1qg), to catkowity strumien magnetyczny skojarzo-
ny z te cewke jest rowny zeru. Jezeli natomiast cewka toroidalna obejmuje
przewéd prostoliniowy (9 >x10), to wzér (20) przyjmie postac:

H
i(t) ' ¢toa?ow i(t)ln {25)

?i
Zaktadajec, ze 92 “ ?0 + 8§~ ~ 1 oraz 0 <1, mozna skorzy-

sta¢ z nastepujecego rozwiniegcia
*2 + 1 1+ n 1 h 2"-1
Iny =mln P 7 In ———-g =2 2 *e -~ (yy)
Wo n“l
® k h_o Vv

Uwzgledniajec szereg (26) we wzorze (25), otrzymuje sie nastepujecy

wzOr na catkowity strumien magnetyczny skojarzony z cewke toroidalne

Napiecie u(t) indukowane w cewce Rogowskiego wyraza sie wzorem

dv 00 2n
Ur(c * & MiTaatm 3T 2 (" + 1)22" (1-)

Poréwnujec otrzymany wzér (28) ze wzorem (1) znanym z literatury, moz-
na zauwazy¢, ze ten drugi stanowi pierwsze przyblizenie wzoru wyprowadzo-
nego w niniejszej pracy dla n»0. Réznica ta jest tym mniejsza, im mniej-
szy Jest stosunek wymiaru poprzecznego cewki b do promienia toroidu 90»
Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze napiecie u(t) indukowane w cewce
toroldalnej nie zalezy od potozenia punktu przeciecia przewodu prostolinio-
wego wiodecego pred 1(t) =z ptaszczyzne, na ktérej lezy toroid. Jezeli
bowiem tylko cewka toroidalna obejmuje przewdd prostoliniowy z predem i(15
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tc napiecie indukowane w niej wyraza sie wzorem (28) niezaleznym od wspot-
rzednych punktu Po(x10<0,0), natomiast w przypadku przeciwnym napiecie
to Jest zawsze roéwne zeru.

4. Analiza strumienia magnetycznego skojarzonego z cewka toroldalne
o kotowym przekroju poprzecznym

Azeby uchwyci¢ analitycznie wptyw ksztattu przekrojt poprzecznego cew-
ki toroidalnej na napiecie indukowane w taj cewce, proponuje sie wyprowa-
dzenie wzoru rowniez dla cewki toroidalnej o przekroju kotowym,z uwzgled-
nieniem wszystkich zatozen poczynionych w punkcie 3. Zgodnie 2z tym zato-
zeniem w walcowym uktadzie wspétrzednych sktadowa Hy wektora natezenia
pola magnetycznego wyraza sie wzorem (17). Podstawiajac we wzorze (17)

3m °Q + rcosof »9)
otrzymuje sie

* rcosot+ x.ncos?
H»(<P,c4,rft) = vV ”» (30)
x10 + ~orco,0f) + 2{?s+reos°f)x10coslP

Strumien magnetyczny przeptywajacy prze¢ przekréj poprzeczny toroidu
odpowiadajacy dowolnie ustalonemu katowi ~ {rys. 4) wynosi

rok
C ff i(t) (po+rcosq(+x10cos h9)rdrdoF

F gne A 0-* 2if  X10 + N O*rco* N +72(po+rcoe»)x10coeie{3i)

Catkowity strumien magnetyczny skojarzony =z cewka toroidalng wynosi
wiec

C , f ofe( (f +rcosa”zZjgCosfOrdrdoedf
Ve n ;0 PI(O)MFN\N S X"0% @8t+rcoeof)z+2(eo+rcoso®x10cos<f
(€7

Wykonujac catkowanie w catce (32) ze wzgledu na zmienng?, otrzymuje

Bie zgodnie ze wzorem (24), po podstawieniu za 9 = + rcosoft nastepu-
jacy wynik
ST 50
. i(e) f ., Pdrd (33)
~o"?0 J  3g + rco3af

J
-8t
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Rys. 4. Cewka toroidalna o przekr6j kotowym w polu magnetycznym przewodu
prostoliniowego

Catkujac nastepnie w catca (33 ze wzgledu na zmienng oy stosujgc pod-
stawienie V » tg otrzymuje sie

l2. 2el (34
*V.2 U -r >
r H

JJ?T < fgPsoe M - r 3 @
4] 0

X w

%1

ES

Uwzgledniajgc catkowanie (34) w cakce podwéjnej (33), otrzymuje sie

to ""o" G5

@
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Operacje catkowania w catce (35) nozna wykonaé, stosujec podstawienie

dla ktérego

K - ro . i —
P C rdr f dz . <231 -Lii - & ) | (36)

Ostatecznie strumien Magnetyczny skojarzony z cewke toroidalne o koto-
wy* przekroju poprzeczny« wyraza sie wzorea

Yo -¢V"*E£i(t)2 (* - |fl " ~ ) (37)
Jezeli - <1, to istniej« nastepujece rdtawiniecie funkcji
So
li r 2°¢ 00 [2(h-D] ! r 2p
vi- ~ 1~ L LI 38
" (?o) y 2 ul) (n-1)! 20 Se

W zwiezku z tym wz6r na catkowity strumien magnetyczny skojarzony z cewke
toroidalne o kotowym przekroju poprzecznym Jest nastepujecy

Q¢ » r 2n
Yn - An<CIrfi(e) yV @bl - (o (39)
A«H 2 (n+l)! (ni) 20

co pozwala napisa¢ wzér na napiecie indukowane w tej cewce w postaci

U (t)y =s u wair2 2 s 29 ememmoes *e
R BT U e 3 2" @D TED % o=
n«o
Dla n =0 szér (40) pokrywa sie ze wzorem (I) znanym z literatury, w
ktéorym s -iTro.
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5. Zakonczanie

Poréwnujac wzory (26) i (40) na napiecie indukowane w cewkach toroidal-
nych o przekrojach poprzecznych (odpowiednio: prostokatnym 1 kotowy«),
nozna zauwazy¢, ze roznie sie one postacie szeregu poczewszy od drugiego
wyrazu. Szeregi te stanowie Tunkcje okreslajaca wptyw wyniaréw geometrycz-
nych b , Yo na napigecie indukowane w cewce toroidalnej. Funkcja ta

So =0
Jest szczeg6lnie istotna, gdy toroid znajduje sie w bezposSredniej blisko-

Sci przewodu wiodecego pred. Wéwczas w celu okreslenia napiecia indukowa-
nego w cewce toroidalnej nalezy zgodnie ze wzorani (28) t (40) wzie¢ do-
statecznie duzo wyrazéw tych szeregéw.

Oezeli promien przewodu wiodecego pred I(t) Jest bardzo maty w poroéw-
naniu z promieniem cewki toroidalnej obejnujecej ten przewdéd, to nieza-
leznie od ksztadttu przekroju poprzecznego toroidu napiecie indukowane w
Jego cewce, z doktadnoscig do pierwszego przyblizenia, wyraza sie wzoree
(1).

Nalezy roéwniez podkresli¢, ze wzory (28) i (40) zostaty wyprowadzone

przy idealizacji polegajacej na zatozeniu ciagtej i statej gestosci w zwo
jow cewki toroidalnej. Bydo to niezbedne z uwagi na mozliwo$¢ catkowania
wyrazen na catkowity strumien magnetyczny skojarzony z cewke, zamiast
sumowania Jego Sktadowych po wszystkich zwojach. Nalezy sie wiec liczyc¢
z tym, ze w rzeczywistych cewkach toroidalnych napiecie indukowane w nich
w pewnym stopniu bedzie zalezato od potozenia przewodu z pradem wzgledem
toroidu cewki. Bedzie tak woéwczas, gdy przewdéd z pradem o matym promieniu
w poréwnaniu z promieniem toroidu cewki bedzie znajdowat sie blisko zwo-
jow cewki, ktérych réwnomiernos¢ nawiniecia podyktowana Jest mntlijioscia-
mi technicznymi.
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TOPOHAAItbHAU KATYiUKA B KBA3HCIAUHOEAPHOM MAIUHTHOM IIOJffl

Peaau-

B CTaTte BUBeAeao ypasHeasie Ha Hanpaxeaae Katymeic PoroBcaoro ToponAajib-
aott $opuH c npaMoyroJibHua h KpyrjMM ceaeHaaua. ypaBHeHHi BaaeAeHO npa Aony-
geaan HenpepaBHol a iiootoahhoB haothocth aaaoTKH a xaicxe nepneHAHKyjtHpHoro
k haockoctx TopaAa noxoxeHHH npoBOAa c tokom.

TOROIDAL COIL IN THE QUASISTATIONARY MAGNETIC FILO

Summary

In the paper a formula for the voltage signal of Rogowski®s coil for-
med as the toroid with the rectangular or circle section 1is found. It is
assumed that coil density ia continuous, constant and a signal is induc-
ted by the time variable current flowing in the conductor perpendicular
to the plane of toroid.



