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CEWKA TOROIOALNA W QUASI-STACDONARNYM POLU MAGNETYCZNYM

Streszczenie. W pracy wyprowadzono wzór na sygnał napięciowy cew
ki Rogowskiego w kształcie toroidu o przekroju prostokątnym i koło
wym przy założeniu ciągłej i stałej gęstości zwojów tej cewki, in
dukowany przez zmienny w czasie prąd płynący w przewodzie usytuowa
nym prostopadle do płaszczyzny położenia toroidu.

1. Wstęp

Precyzyjne utrzymanie parametrów łuku elektrycznego jest bardzo istot
ne ze względu na efektywność pieców łukowych i łukowo-oporowych. Prądy 
płynące w piecach łukowych znacznie przekraczają 10 kA. Do pomiaru takich 
prądów względnie nowym rozwiązaniem Jest cewka Rogowskiego.r Zastosowanie 
takich układów pomiarowych w regulacji pracy ręcznej, jak i automatycznej 
pieca umożliwia symetryzację i stabilizację mocy wydzielanej w otoczeniu 
poszczególnych elektrod pieca w określonych fazach cyklu technicznego, a 
także skrócenie czasu topienia i zmniejszenie zużycia energii [V],

Eliminację wpływu obcych pól magnetycznych można osiągnąć stosując na
winięcie dwuwarstwowe cewki Rogowskiego [3] lub stosując wyprowadzenie po

czątku 1 końca cewki Jednowarstwowej podane w pracy [l] .
Sygnał napięciowy cewki Rogowskiego wyraża się wzorem

uR ( t ) = ^ 0 W 9 3T (1)

gdzie:
w - gęstość zwojów cewki stała wzdłuż osi cewki,

s - pole powierzchni przekroju poprzecznego,
- przenikalność magnetyczna próżni, 

i(t) - natężenie prądu w przewodzie objętym cewką (rys. l).

Wzór (l) wyprowadza się przy założeniu, że strumień magnetyczny prze
nikający przez wdl zwojów cewki jest równy , gdzie Ĥ > jest składową
natężenia pola magnetycznego styczną do osi paeka w danym punkcie prze
kroju cewki (rys. l). Takie obliczenie strumienia magnetycznego w opar
ciu o wartość indukcji w osi paska Jest niewątpliwie pewnym przybliżeniem. 
W niniejszuj pracy postawiono sobie za cel wyprowadzenie wzoru na sygnał
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napięciowy cewki Rogowskiego przy znacznie osłebionych założeniach, u- 
względniajęcych niejednorodność pole magnetycznego przy obliczaniu stru
mienia skojarzonego z poszczególnymi zwojami cewki oraz dowolność miejsca 
przenikania prędu i(t) przez powierzchnię położenia cewki toroidalnej.

2. Pole magnetyczne przewodu prostoliniowego

Majęc na uwadze obliczanie strumienia magnetycznego skojarzonego z cew
kę toroidalnę , zakłada się dowolne usytuowanie przewodu prostoliniowego 
wiodęcego pręd i(t) względem prostokętnego układu współrzędnych. Nie 
tracęc nic z ogólności rozważać, zakłada się, że przewód prostoliniowy 
przechodzi przez punkt o współrzędnych (x1Q, 0 , 0 )  (rys. 2) oraz jest 
prostopadły do osi a jego kosinusy kierunkowe względem osi x2 i x3
wynoszę odpowiednio cos/3^ i cos 2̂ . Składowe wektora s stanowię kosi
nusy kierunkowe przewodu prostoliniowego

s = k 2c o s ^  + k-^cos^j (2)

gdzi
2 2 

cos 2̂ * C08 “ 1
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Rys. 2. Przewód prostoliniowy z prądom w prostokątnym układzie współrzęd- 
J nych

Zgodnie z założeniem przewód prostoliniowy leży w płaszczyźnie xi “ xiq 
równoległej do płaszczyzny x20x3- Przyjmujęc więc oznaczenie oraz

uwzględniając, że j^2 “ ^  * 2 ^rY9 ‘ • wektor s można zapisać w po-
staci

s  »  - k 2 s i n ^ >  +  k  j C O b  i .  ( 3 )

Moduł wektora natężenia pola magnetycznego tak usytuowanego przewodu 
prostoliniowego wiodęcego pręd i(t) wyraża się wzorem

gdzie
r - odiegł ość punktu P o współrzędnych x^ od przewodu prosto-

iiniowego.
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Oeżeli kierunek przepływu prędu odpowiada zwrotowi wektora s, to wek
tor natężenia pola magnetycznego w punkcie P wynosi

H(P.t) - n (4)

gdzie:

c(— ) 
sx (-s )\

a - k 1 (x1-x1 0 ) ♦ k 2x2 + k 3x3

(5)

(6 )

t(-S )

k l k 2 k 3

*1 " X10 X2 x3 

O siniâ -cosfb

= -kjixgcos + XjSinjb) +

k 2 (x1-x10)co8 p  + k 3 (x1-x10)9in(i

(7)

Odległość r punktu P(x^.x2<Xj) od przewodu prostoliniowego można 
wyrazić wzorem (4]

r - |ax(-s)| m ja] aln^ ( 8 )

Uwzględniajęc we wzorze (4) wyrażenie (5), (7) i (8). otrzymuje 8ię osta
tecznie naetępujęcy wzór na wektor natężenia pola magnetycznego

.......  l(t) - k ł ^ g c o a ^ a i n f . )  ♦ k 2 (x1-x10)coe|ł + ^ ( x ^ q
H(x1 ,x2 ,x3 . t ) . - ?1r . ________________   .... . . „ ------

(x2cos|i + XjSinjî)) +

)einjł

(9)

Składowe wektora (9) wynoszę

/........... v K t )  -(x2cos(i+ x 3.inp)
H. (x, ,x_,x ,t ; « *TBT—  . — 111  J--- --------  ■ 9 (10)
1 1 3  (x2cos(& + x3sinp.)2 + (Xl - x1 0 )Z

8-(x< |X« (X, |t ) o ”"5717"" • V" ' j
(x2cos + XjSinjb) + (xj - x10^

(X1 - x10)cos[
( 11)

H3 (xl ‘X2'X3't>
i ( t )

2 sr
(X1 - x1 Q )sinp>
■ -- - . ■■■—  , i ■■■■■■. —

(x2cos|b + XjSinjb) + (xj - xlQ)
( 12)



3. Analizę strumienia magnetycznego skojarzonego z cewka toroldalna 
o prostokątnym przekroju poprzecznym

Niech cewka toroldalna o przekroju prostokątnym usytuowana jest w pła

szczyźnie x 1 0x2 ° ćrodku w początku układu współrzędnych. Niech ponad
to przewód prostoliniowy wiodęcy prąd i(t) usytuowani Jest prostopadle do 
płaszczyzny x1Ox2 (jb» 0) i przecina Ję w punkcie Po (-x1 0 ,o,0) (rys. 3).

W takim przypadku wektor natężenia pola magnetycznego będzie posiadał tyl
ko dwie składowe
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Rys. 3. Cewka toroldalna o przekroju prostokętnym w polu magnetycznym
przewodu prostoliniowego •
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/ .. .. *■, i(t) 1 T *10
2 1 2 3  - ~ssr 7 — 7 7 - "2— 7

' l  10 2

Składowa styczna wektora natężenia pola magnetycznego do okręgów o 
promieniu £ koncentrycznych z osię Xj (rys, 3/ wynosi

H,^(x1 ,x2 .x3 ,t) = W(x1 ,x2 ,x3 ,t ).t (14)

gdzie:

Xj “ fcoa<f, x2 -£sin<f (15)

dx dx

* “ f  k l ĆTT + k2 ćPF = "•<i8in'f' + k 2c08tf

Ostatecznie w walcowym układzie współrzędnych składowa H<p wektora na

tężenia pola magnetycznego wynosi

5 + ż ^ c o s ^
H ( ? , v . x , t )  - . — 2 ---- 2 — Ł2--------- (17)

<ą + Xiq +' 2?x10cos<P

Strumień magnetyczny przepływający przez przekrój poprzeczny toroidu 
odpowiadający dowolnie ustalonemu kątowi f  (rys. 3) wynosi

a 9
fi 5 ^ 2
l fi fi i(t) ? * x 10coaf

$<em W « > d8 “ 1 \ ¿*o T 3 T  • ~Z 2------------  d<?dx “
f r O V  J  + x10+ 2?Xi0cosV

t 7

'10

Zgodnie z założeniem cewka toroldalna posiada zwoje równomiernie nawi
nięte o stałej gęstości w, tak więc strumień skojarzony z wdl zwojami tej . 
cewki wynosi

dVn = $^,wdl (19)

gdzie miara łuku dl toroidu liczona Jest na osi cewki, tj. na promieniu 
ę o . a więc dl « ?0d'P.
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Całkowity strumień magnetyczny skojarzony z cewkę tcroidalnę wyniesie 
więc

Ź.T

Vo" /0d ‘ '  ; ‘0a '0W i U )  h  ^
4r . ’i

- + x10cosł
d'id >

■2 + *10+ 2 ’*10COS 1 (20)

Wykonujęc w całce podwójnej (20) całkowanie ze względu na zmiennę, na
leży dokonać podstawienia

5 2 2Ó>> » tg ii c o s y =   d| - ------2
1 + i 1 * 5

dla którego

■ i

i? + X10CO9f

- l i  r  + x i o  + 2? x i o cos
—  d¥ - —  — ■ * I   ' tt* (2l)
f *10 J (l+J^Cc *{ )

- O ©  ‘

gdzie:

?♦ x10
c > O dla 3 > x10

3 -  X10 c < 0 dla ■? <  x10

Funkcję wymiernę pod całkę (2l) można rozwinęć na ułamki proste

c ł_|2__________ 1 1 . C  1

l +

Ponieważ

całka (21) przyjmuje postać

00

f d I „  i d V Si
3  7 7 7  J  T T p  " ‘ra‘

C i  - Ł H r t  + r r r? ■  x10

a po uwzględnieniu wzoru (22) otrzymuje się ostatecznie

23r dla 3 > x.“la 5 ' xio 

o dla ą  < x 1Q

(22)

(23)

(24)
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Ze wzoru (24) wynika, że jeżeli przewód prostoliniowy leży na zewnętrz 
cewki toroldalnej (9 < x 1q), to całkowity strumień magnetyczny skojarzo

ny z tę cewkę jest równy zeru. Jeżeli natomiast cewka toroidalna obejmuje 
przewód prostoliniowy ( 9  > x 10), to wzór (20) przyjmie postać:

H

i ( t )  ’ ¿ t o a ? o w  i ( t ) l n  { 2 5 )

?i

Zakładajęc, że 92 “ ? 0 + § ’ ~ 1  oraz < 1 ,  można skorzy-
'O

stać z następujęcego rozwinięcia

*2 + I  1 + ^  1 h 2"-l
ln y  ■ ln  P ” ln ---- —  g • 2 2  '*-• ~ ( y y )

W o  n“l

• k  1 Vn-0

Uwzględniajęc szereg (26) we wzorze (25), otrzymuje się następujęcy 
wzór na całkowity strumień magnetyczny skojarzony z cewkę toroidalnę

Napięcie u(t) indukowane w cewce Rogowskiego wyraża się wzorem

d V  00 2n

Ur(°  ’ ^  "¿J'oatm 3T 2  (2n" + 1)22" (| - )
n-0

Porównujęc otrzymany wzór (28) ze wzorem (l) znanym z literatury, moż

na zauważyć, że ten drugi stanowi pierwsze przybliżenie wzoru wyprowadzo
nego w niniejszej pracy dla n»0. Różnica ta jest tym mniejsza, im mniej
szy Jest stosunek wymiaru poprzecznego cewki b do promienia toroidu 90 »
Z przeprowadzonych rozważań wynika, że napięcie u(t) indukowane w cewce 
toroldalnej nie zależy od położenia punktu przecięcia przewodu prostolinio
wego wiodęcego pręd l(t) z płaszczyznę, na której leży toroid. Jeżeli 
bowiem tylko cewka toroidalna obejmuje przewód prostoliniowy z prędem i(15,
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tc napięcie indukowane w niej wyraża się wzorem (28) niezależnym od współ
rzędnych punktu Po (x10<0,o), natomiast w przypadku przeciwnym napięcie 
to Jest zawsze równe zeru.

4. Analiza strumienia magnetycznego skojarzonego z cewka toroldalnę 
o kołowym przekroju poprzecznym

Ażeby uchwycić analitycznie wpływ kształtu przekrojł poprzecznego cew
ki toroidalnej na napięcie indukowane w taj cewce, proponuje się wyprowa
dzenie wzoru również dla cewki toroidalnej o przekroju kołowym,z uwzględ
nieniem wszystkich założeń poczynionych w punkcie 3. Zgodnie z tym zało
żeniem w walcowym układzie współrzędnych składowa Hy wektora natężenia 
pola magnetycznego wyraża się wzorem (17). Podstawiając we wzorze (17)

3 ■ °Q + rcosof (»9)

otrzymuje się

* rcosoł+ x.ncos?
H»(<P,c4,rf t ) =   V  ”        (30)

x10 + ^ o rco,of) + 2{?s+reos°f)x10coslP

Strumień magnetyczny przepływający przeć przekrój poprzeczny toroidu 
odpowiadający dowolnie ustalonemu kątowi ^  {rys. 4) wynosi

ro K
C ff i(t ) (po+rcosq(+x10cosl)9)rdrdoF

’f ś ^ °  ' ̂  o-* 2if X10 + ^ 0*rco* ^  +'2(po+rcoe»)x10coeie{3i)

Całkowity strumień magnetyczny skojarzony z cewką toroidalną wynosi 
więc

C , f  f °  (  (f  + rcosa^ZjgCosfOrdrdoędf

V ° ^  ; 0 9°l(t)^ F \  S x^0'+ (?<5#+rcoeof)z+2(ęo+rcoso(!)x10cos<f

(32)

Wykonując całkowanie w całce (32) ze względu na zmienną?, otrzymuje 
Bię zgodnie ze wzorem (24), po podstawieniu za 9 = + rcosoft następu

jący wynik

ST r „o

‘^o"?o
i(t ) f ( „ P.d.r.d ^  (33)

J J ?o + rc03af.. ?o
-8t
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Rys. 4. Cewka toroidalna o przekrój kołowym w polu magnetycznym przewodu
prostoliniowego

Całkując następnie w całca (33 ze względu na zmienną oy stosując pod
stawienie V » tg otrzymuje się

J _______

J ? o  * rci 
-K

rcosoę ?Q - r J  gn - r
_!2_ 2 e.i

■; ° * ♦ V.2 U - r * '
%  - r H o

Uwzględniając całkowanie (34) w całce podwójnej (33), otrzymuje się

to " ^ o "  5

(34)

r dr

o- - r*
(35
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Operację całkowania w całce (35) nożna wykonać, stosujęc podstawienie

? o  "  r 2

dla którego

K - ro , i —
P  C rdr f dz . <?Jl - lii - (.— ) I (36)

3  i l F ?  i  1  ł  ? °  ;

Ostatecznie strumień Magnetyczny skojarzony z cewkę toroidalnę o koło

wy* przekroju poprzeczny« wyraża się wzorea

Y o  - ¿ V " * £ i ( t ) 2  (* -  | f l  "  ^  )  (3 7 )

Jeżeli —  < 1 ,  to istniej« następujęce rdtawinięcie funkcji
So

li r 2‘ oo [2(n-l)] ! r 2p
V 1 - ( ^ )  ~ 1 ~ y  -TTTl------------ (38)
' ?o 2 (ul) (n-1)! ?o

W zwięzku z tym wzór na całkowity strumień magnetyczny skojarzony z cewkę 
toroidalnę o kołowym przekroju poprzecznym Jest następujęcy

oe , r 2n
"V ____ (2r|) !Y n  - A n*Ćlrfi(t) y  ,,,--.)2-nJ.l----- (_°) (39)
n n 2 (n+1 )! (ni) ?on«0

co pozwala napisać wzór na napięcie indukowane w tej cewce w postaci

U ( t )  = S  u w3Ir2 2  Sn (2 f°  ’--------  (*°>
R 3T- 0 dt X  2 (n+1) 1 (ni) %

n«o

Dla n = 0 wzór (40) pokrywa się ze wzorem (l) znanym z literatury, w
2

którym s -iTro .
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5. Zakończanie

Porównując wzory (26) i (40) na napięcie indukowane w cewkach toroidal- 
nych o przekrojach poprzecznych (odpowiednio: prostokątnym 1 kołowy«), 
nożna zauważyć, że różnię się one postacię szeregu poczęwszy od drugiego 
wyrazu. Szeregi te stanowię funkcję określającą wpływ wyniarów geometrycz- 

b ronych — , —  na napięcie indukowane w cewce toroidalnej. Funkcja ta
So *>0

Jest szczególnie istotna, gdy toroid znajduje się w bezpośredniej blisko
ści przewodu wiodęcego pręd. Wówczas w celu określenia napięcia indukowa
nego w cewce toroidalnej należy zgodnie ze wzorani (28) t (40) wzięć do
statecznie dużo wyrazów tych szeregów.

Oeżeli promień przewodu wiodęcego pręd l(t) Jest bardzo mały w porów
naniu z promieniem cewki toroidalnej obejnujęcej ten przewód, to nieza
leżnie od kształtu przekroju poprzecznego toroidu napięcie indukowane w 
Jego cewce, z dokładnością do pierwszego przybliżenia, wyraża się wzoree 
(1 ).

Należy również podkreślić, że wzory (28) i (40) zostały wyprowadzone 
przy idealizacji polegającej na założeniu ciągłej i stałej gęstości w zwo
jów cewki toroidalnej. Było to niezbędne z uwagi na możliwość całkowania 
wyrażeń na całkowity strumień magnetyczny skojarzony z cewkę, zamiast 
sumowania Jego Składowych po wszystkich zwojach. Należy się więc liczyć 
z tym, że w rzeczywistych cewkach toroidalnych napięcie indukowane w nich 
w pewnym stopniu będzie zależało od położenia przewodu z prądem względem 
toroidu cewki. Będzie tak wówczas, gdy przewód z prądem o małym promieniu 
w porównaniu z promieniem toroidu cewki będzie znajdował się blisko zwo
jów cewki, których równomierność nawinięcia podyktowana Jest mntlijiościa- 
mi technicznymi.
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TOPOHAAJtbHAU KATyiUKA B KBA3HCIAUH0EAPH0M MAIUHTHOM IlOJffl 

P e a a u •

B CTaTŁe BUBeAeao ypasHeasie Ha Hanpaxeaae Katymeic PoroBcaoro ToponAajib- 
aott $opuH c npaMoyroJibHua h KpyrjMM ceaeHaaua. ypaBHeHHi BaaeAeHO npa Aony- 
qeaan HenpepaBHoü a i iootoähhoJS h a o t h o c t h  aaaoTKH a xaicxe nepneHAHKyjtHpHoro 
k  h a o c k o c t x  TopaAa noxoxeHHH npoBOAa c t o k o m .

TOROIDAL COIL IN THE QUASISTATIONARY MAGNETIC FILO 

S u m m a r y

In the paper a formula for the voltage signal of Rogowski's coil for
med as the toroid with the rectangular or circle section is found. It is 
assumed that coil density ia continuous, constant and a signal is induc
ted by the time variable current flowing in the conductor perpendicular 
to the plane of toroid.


