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Streszczanie. Przedstawiono metodę wyznaczania parametrów elek­
tromagnetycznych o sohemaole zastępczym maszyny indukoyjnej o wir­
niku giębokoZlobkowym z prętami klinowymi. Adnitasoja operatorowa 
prętów wirnika o transcendentnej postaci funkcyjnej posłużyła do wy- 
snsozenia parametrów skupionyob R,L schematu saetępozego po doko­
naniu rozkładu admitanoJi na nieakońonony azereg ułamków prostych. 
Dokładnoóó aproksymaoji przy skońoecasj liozbie obwodów zastępczych 
wirnika wynika z porównania charakterystyki modnłowo-fazoweJ. 
Załąozone wykresy dają parametry obwodów zastępczyoh wirnika dla da­
nego współczynnika kształtu prętów klinowych.

Model matematyczny maszyny indukoyjnej o wirniku giębokoZlobkowym za­
wiera równania róZniozkowe zwyczajne wyrażające zaleZnoóol pomiędzy prą­
dami, napięciami i strumieniami skojarzonymi stajana i poła szczeliny po­
wietrznej oraz równania róZnlozkowe o poohodzyoh cząstkowych opisujące roz­
kład przestrzenny strumienia rozproszenia w częóol Żłobkowej prętów wir­
nika.

łączne rozwiązywanie układu równań róZniozkowyob zwyczajnych i cząstko- 
wyofa jest utrudnione. Dlatego dąZy się do zastąpienia modelu matematycz­
nego maszyny prsyblitająoym go układam równań róZzloskowyoh zwyczajnych o 
tak dobranych parametrach, aby przy duZsj dokładności przybliżenia liczbo 
równań była możliwie niewielka. MoZna tego dokonać poprzez wyznaczenie pa­
rametrów zastępozyoh skupionych obwodów wirnika na podstawie rozkładu ad- 
mitancji operatorowej Żłobkowej ozęóol pręta w szereg ułamków prostych.

V pracach [3] , [6] przedstawiono takie równania dla silników o prostoką­
tnych Żłobkach wirnika, którego parametry wyraZsją się przez proste zalot­
ności analityoans. V przypadku maszyny o prętach klinowyoh oblicza się ja 
z rozkładu admitanoji pręta o większej złoZonośol funkcji transcendentnej.

1. Równania maszyny indukcyjnej o stałych rozjftsZogyoh w obwodaoh klatki
wirnika

Dla uproszozania analizy przyjęto, Ze zzwejenŁa atojana i wirnika są 
sprzęZone wyłącznie za pośrednictwem podstawowej harmonicznej przestrzeń-
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nego rozkładu indukcji magnetycznej w azozelinla wzdłu* obwodu maszyny.
Zjawisko wypierania prądu w prętaoh wirnika potraktowano Jako Jednowymia­
rowe, tzn. założono, te rozkład gęstośoi prądu w przekroju poprzecznym prę­
ta zaleZy Jedynie od współrzędnej mierzonej wzdłuż jego wysokości. Zało­
żono także liniowość oraz symetrię obwodów elektrycznych i magnetycznych 
silnika.

Przy wykorzystaniu współrzędnyoh kompleksorowyoh wielkości elektromag­
netycznych układ równać silnika, wyrażony na płaazczyśnie odniesienia wi­
rującej z prędkośoią kątową <o względem sto Jana (nieruobomej względem wir­
nika), przyjmuje postać:
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Kompleksory Ji'i(2) strumieni skojarzonyob oraz prądów są powią­
zane z odpowiednimi wielkośoiami fazowymi stojana ( ,  W^, Vę) oraz wir­
nika (W^; k = 1,2, ...N) za pomooą relacji [3]:

-  j^(t) - J ^
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gdzie:
X - liczba prętów uzwojsnia wirnika,
^y(t) = ^  ♦ \ o(t)dt - kąt elektryczny połoZenia osi fazy A stoja-

" mm wesl sH sm n«-ł o H n i aal «ni« lfirnika .

%

na względem osi odniesienia wirnika,
- współczynnik sprowadzenia dla wirnika,dla na­

pięć 1 strumieni skojarzonyoh:

f i * ’ f e

dla prądów: s
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Z1 ?l’Pb ~ lioJsb* »wojów, współczynnik uzwojenia oraz liozba par bie-

Wielkoóoiami fazowymi 
wirnika są prądy, strumie­
nie skojarzone i spadki na­
pięć przyporządkowane ele­
mentarnym obwodom klatki 
złoZonym z dwu sąsiednioh 
prętów i odpowiada jąoyoh im 
segmentów pieróoieni zwie­
rających. Sohemat zastęp— 
ozy silnika dla wielkoćoi 
kompleksorowyoh przedsta­
wiono na rys. 1.

Częóoi prętów klatki wy­
stające poza pakiet blaoh 

oraz segmenty pieróoieni zwieraJąoyoh,zwane połączeniami czołowymi klat­
ki, w których nie zachodzi wypieranie prądu, reprezentowane są przez pa­
rametry skupione «¿o oraz lój0»

Indukoyjnoóć L2q zawiera poza indukoyJnoóoią rozproszenia połąozeó 
osolowyoh klatki takZe indukoyjnoóć rozproszenia szozelinowego wirnika o- 
raz Indukoyjnoóć rozproszenia szoserbin Złobkowyoh [7]

r2o = ^ u  (2Rr ♦ k Vz (3-)
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gwnów uzwojenia atojana.

Rys. 1. Sohemat zastępczy silnika o wirni­
ku glębokoZlobkowym

Łkc * K  ̂  i ” -1'1 - ^  + ̂ u  [2LR Ć  * * ^  ^  (3b>

gdzie:
Rg, - rezystancja oraz, indukoyjnoóć rozproszenia pojedynozego se­

gmentu pieróoienla zwierająoego,
R^, Lyg - rezystancja oraz indukoyjnoóć rozproszenia ozęóoi pręta po­

za pakietem blaoh,
D, 1^, 6' - órednioa wirnika, dlugoóć idealna pakietu blaoh oraz zas-

tępoza grubość szczeliny powietrznej.

Oddziaływanie pola elektromagnetycznego rozproszenia Żłobków wirnika w 
równaniu (ib) uwzględniono za pomocą komplekaora spadku napięoia Ujp na 
ozęóoiaoh Żłobkowych prętów. nie zaleZy od rozkładu przestrzennego
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wektora natężenia pola elektryoznego w pręole, leoz Jodynie od jego wsr- 
tośoi aa powierzchni pręta przy szczerbicie Żłobkowej E^s

°2'p - - \  ?i <**>

W wyniku rozwiązania równania cząstkowego dyfuzji dla natężenia pola 
elektrycznego wewnątrz pręta, związanego za strumieniem rozproszenia Żłob­
kowego, przy założeniu znajomości oałkowitego prądu przepływającego przez 
Żłobek oraz przy wykorzystaniu warunku brzegowego typu WoumanEa otrzymuje 
się operatorowy związek pomiędzy komplekaorea prądu li(P) i napięoiem
Sip<P}‘

s;(p) = Yp(p) u2*p(p) (5 )

Funkcja Yp(p) jest adoitanoją operatorową pręta klinowego. Przy zało­
żeniu że rzeczywisty, trapezowy kształt przekroju poprzecznego pręta przy­
bliżony jest za pomocą wycinka pierdolenia o promieniach fi, r (rys, 2).wy­
raża się ona przez zmodyfikowane funkcje Besasla argumentu operatorowego
[1] . W  «

y.(b1 l M  _ k va t2 _ E L  X̂ Z) K<(Z) '  I<(Z) Kl(|^ Z) (6)
p * W p j  " /U *2 jTjf̂ op1 * io(^z) Kt(z) + It(z) Ko( (6z)

gdziet
b

j5 = ~ - współczynnik zwężenia żłobka,
h - wysokość pręta,
$ - konduktywnośó pręta.
Równania (la-o) ora* (5 ) opisują zaobowanie się 

silnika podozas dowolnych stanów nieustalonych. Je­
dnak lob rozwiązanie nastręcza trudności ze względu 
na skomplikowaną postać admitanoji operatorowej Y^(pi

2. Przybliżony schemat zastępczy o parametrach skupionych w obwodzie wir­
nika

Przedstawiony wyżej modsl matsmatyozny maszyny o parametraob rozłożo­
nych można aproksymować za pomooą skończonego układu równań różniczkowych 
zwyomajnyoh.

Rys. 2. Przekrój 
żłobka klinowego
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Poprzez rozkład meromorf iozne J funkcji Y* (p), posiadającej nieskończo­
ną lloió rzeozywistyoh, pojedynozyoh biegunów p .  = -  ^  w lewej płasz­
czycie lioab zespolonych w szereg ułamków prostyoh [2] :

a. “5. L( p .) ,
*;<*> = 2  P . Pj - 2 [ _ |  M(p)] • (7)

p-pjj=i

można odwzorować admitanojf operatorową pręta za pomooą wiązki gałęzi rów­
noległy ot 
wyrazówi

f operatoroi
noległyoh o parametrach R‘ ̂ J' t L*^^. Po uwzględnieniu skończonej iloóoi

v p> !  2  „ - u j  ;  * . - w  (,>j-i

otrzymuje się sohemat zastępczy silnika o parametrach skopionyoh przedsta­
wiony na rys, 3, przy ornymi

r'(J> . \  L 
J J

(J) (9)

Rys. 3. Przybliżony sohemat zastępczy sllzika o parametrach skupionyoh

Miejsoa zerowe mianownika pj z - adnitanoji operatorowej Y^( p)
wyznaona się z równania oharakterystyoznego

I o ( ^ » * )  K j  ( z )  + ! , ( * )  X o ( p S )  w O ( 1 0 )

V wynika podstawienia:
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zmodyfikowano funkoje Bessela w równaniu (10) przechodzą w funkcje zwykle, 
a zagadnienie sprowadza się do znalezienia miejsc zerowych funkcji:

Fm (x) = J0(|fex) r1(x) - Jt(x) Yo(^x) = 0 (12)

Na rys. 4 przedstawiono rodzinę funkcji Fm(x) przy parametrycznie 
zmiennym współczynniku zwężenia żłobka.

Rys, 5 przedstawia zależność pierwszych sześciu wartości as ~pj od
współozynnika zwężenia ft.

Rys. 5. Zależność pierwszych sześciu wyrażeń współowynniks |J#
% > h K j

Para»»etry obwodów zastępczych L*^^, R * ^ ; dogodnie jest przedstawić 
przez lndukoyjność Lp i rezystancję Rp pręta w statyczny» stanie usta­
lony» t

L ^  u 1 .((» L' (l3«t)j \ P

■R ' Rp ( 13b)

gdzie:
,.Y 2 f 2  1iixo h £> 1lp u 4 >« }2 — “  • r r f y r  • 7 7 7 ?  A(r
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*p - * ? “2 ^a b h T T T  +àJ

1 * a
A(f*) *Cln (p )]7 7 p  * i  * i f

Vavfkoala *2obka ß [7J «

V f ”  ■ <’ -f-i'ïnjsr - ']

Vspéloaytmiki 1 .( p) ora« * j(p) sałatą wyląoanie od vapóloaynaika

'Sf' ■ i "  •?’* -Î [ ^ r -

X* a ílj., jT u h2   —~24 Mj°ro (1_A)2

ZaloSnoéoi to prsodatawiono graflosnio na rya. 6a,b.

(I%a)

(ifcb)

t)

Rya, 6a,b. Zalotnoéd para»otr6w Xj, r^ od wap61oaynaLka awfkonta j¡>
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Dla uioiólenia równań silnika pominięta uprzednio składniki roskladu 
Y'(p) wyitazyoh rzędów (J > ■) uwzględnione w sposób przybliżony poprzez 
wprowadzenie do nohematu zastępczego (rys. 3) dodatkowej gałęzi o pnraae- 
traoh h'ć, Rj [3] [7] . Wartość reaystanoji Rj wynika z kryterium równo- 
śoi rezystanoji pręta w statycznym stanie ustalonym dla modslu ścisłego i 
przybliżonegos

R ‘ * R ' r. = R" -------   (»5)Q P G P R1
' ” 2  r .(&)

J*1 3 ~

Wartość indukoyJnośoi dodatkowej wynika *s kryterium równości zn-
stępezyoh stnłyeh ozaeowyoh dla prętów wirnika dla sodelu ścisłego i pray- 
blitonego:

L; , Lp r* 4 , - y  d o

Zastępczą stalą oaasową pręta obłiozono wg zależności:

TZ * T T ^ r l [l(oo) - i(t) dt - - = ^p
(1 7 )

gdsis:
i(t) - prąd pręta po przyłożeniu doń napięcia w postaci skoku Jednost­

kowego.
Przy uwzględnieniu parametrów uzupełniająoyeh Lj, Rj przybliżony «- 

kład równań różaiozkowyoh o (m+1) ebwodaek aastępoayoh wirnika przybiera 
postać:
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gdzie:

p y a RSo [■] + ding 1|r‘ ( 1 \  R’ (2 ̂ ...

w a (L^c + Ljt) [E] + diag jl/ L

o a il f|H
n •d IH K) s-r !*(■) 1*1 T ••• Ł * ¿aj

- [¡£'(1). V-(2>,f ••• i • J

[*] s kwadratowa aaoierz Jednostkowa o

3. Ooeaa dokładności przybliżenia Modelu wateaatyoznego Paszyny aa pornooą 
wkładu równań różnloakowyoh «HTC«i.1n?oli

Dla ęoeny stopnia dokładności odwzorowania ścisłego pedelu silnika glp- 
bokeZłobkowego za poaooą przybliżonego układu równań różniczkowych zwy- 
oaajnyoh dokonano porównania odpowlednlnh obaraktoryatyk ozęetotliweśeio- 
wyek.

Na rye. 7 przedstawiono rodalnę charakterystyk nodnlowo-fazowyoh adal- 
tanoji Yp^P B Jco) żłobka dla różnej lloaby obwodów sastyposyoh n+1. Cha­
rakterystykę nodelu dokładnego przedstawia krzywa oznaczona przez m = o«. 
Charakterystyka ta na kształt aaletny Jedynie od współonynnlka zwężenia p 
(nie naleZy od wyaokoóoi pręta h i Jego konduktywnoóoi $). Przy zwianie 
wyaokoóol lub konduktywneóoi żalenia się aatoaiaat skala ozęstotllwoóoi 
charakterystyki.
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Rya. 7. Rodzina charakterystyk aodałowo-fazowych adaitanoji tłobka klino­
wego dla różnej lloaby obwodów zastęponyoh a ♦ 1



Ola zmienionyoh wartolc i h* oraz ozęatotliwoóć danego punktu charak­
terystyki wynosi;

w * = <„)
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Na rys. 8 dokonano podobnego porównania dla poólizgowyob eharakterys- 
tyk prądu stojana silnika o nocy 400 kW (h s 35 mm, '& = 0 ,3 7 5). Charakte­
rystykę zaznaozoną linią przerywaną obliozono przy zerowej wertośoi induk- 
©yjnoóoi uzupełniaJąoej L^.

Rya. 8. Rodzina poólizgowyob obarakteryatyk prądu atojaaa dla równej 11- 
ozby obwodów zastępczych m + 1 (silnik SZJr-138r o nocy 400 kV)

u fazowa admitancja stojana
Charakterystyki ozęatotliwoóoiowe przybliżonego modelu maszyny odbiega­

ją od obarakteryatyk modelu dokładnego dla duZyoh wartoóoi ozęstotliwoóoi. 
Prowadzi to do wniosku, Ze przy obliosaniu przebiegów wielkoóoi elektre- 
■nagnetyoznyob w stanaob ustaloeyob silnika na podstawie przedstawionego 
wyZej zas ty pożogo układu równań róZniozkowyoh zwyczajnych największe nie- 
mgodnoóol w porównaniu z rozwiązaniem dokładnym występują w peezątkowyoh 
obwilaeh trwania prooesu.

Na podstawie podobnyoh porównań dla silników posiadająoyob Żłobki o róż­
nym współczynniku zwężenia oraz na podstawie obllezeń wybranych stanów 
nieustalonyoh stwierdzono, Ze dla uzyskania dostatecznie dekladayeh wyni­
ków wystarczy uwzględnić 3 lub 4 obwody zastępeze, przy ozyn dla Żłobków 
o małym wapółozyniku zwężenia lioaba obwodów zastępczych moZe być mniej-
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3JIEKTP0MArHHTHHE IIAPAMEÏPH ACHHXPOHHOÜ MAJCHHH 
C rJiyB 0K 0IlA 30B ia i POTOPOM C TPA IIEU aaA JlBH aM H  c t e p k h h h h

P e 3 10 M e

IIpeAOtaBJieHO ueroĄ onpexexeHHH ajteKipoMarHHXHHX napauexpoB 8 cxeue 3aue- 
meHHH acHHxpoHHoa uanHHH c ray6oKona3 obłbi poTopoM c TpaneueHAajibHUMH cxepx- 
häuk. OnepaxopHhift a^UHiaHC cxepxHa poxopa, Hueiô xtt xpaneuenAewThuö bhä hc- 
nojib30BaHO ajiä onpexejieHica cocpéAOToMeHHLtx napauexpoB R,L a cxeue aauerçe- 
HHa, nocjie pa3JioxeHHH axuHiaHea Ha ÖecKOHewKHjf pax npocmx xpoöeit. Tohhocib 
anpoKCHUHpoBaHHH, npa KcaeiHou hhcxc 3auenaiomKX xoHTypos poxopa,onpe.nea.aex- 
ctL nyxëu cpaBHeHHa aunxHiyxH0-<5a30B0K xapaKxepxoTBKH. npHJioxeHHuä rpa<t>HK 
noKasuBeT napauexpa KOHiypoB poxopa aaa 3aaaiiKoro K03<Jx>xmieHxa $opu h  cxepx- 
Ha.

ELECTROMAGNETIC PARAMETERS OF INDUCTION MACHINE 
WITH WEDGE SHAPED DEEP BAR ROTOR

S n ■ m a r y
The method of evaluation *t the eleetreawgnetio parameters in the equi­

valent oirouit of a lnduotion maohine with deep wedge shaped rotor bars
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is presented. The operational admittance of the rotor bars possesing a 
transoedent fora after its expansion into infinite partial fraotione de­
termines the lumped R,L values of tbs equivalent oirouit. The aoouraoy of 
the approximation at finite number of rotor equivalent oirouits has been 
estimated from the frequenoy responoe plot.
The enolosed diagranes give the parameters of the rotor oirouit for wedge 
shaped bars at given shape factor.


