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Streszczenie, WykorzystaJdgo czgstkowe réwnania rézniczkowo dyfu-
zji z warunkiem brzegowym typu Htnaauin opisuja«« dwuwymiarowy roz-
ktad przestrzenny gestodéoi pradu w zdobkaoh wirnika, sformutowane a»-
dal matematyczny silnika klatkowego. Podano Jopjw poataoi ukdadu row-
nan rézniozkowo-catkowyob, przy uwzglednianiu wyzszych harmonioa-
nyoh rozktadu przestrzennego indukoji magnetycznej w szosellnia.

W oparoiu o metode sktadnikédw modalnyoh sformutowano aproksymu-
jaoy uktad roéwnan rézniozkowyob zwyczajnych oraz podano grafiosnis
zaleznosci pozwalajgce na dobor parametréw tego modelu w zaleznocoi
od wymiardéw trapezowego Ztobka wirnika,

\
1. Model o etatyoh roztoZonyoh w obwodach wirnika

Przyjeto, ta stan elektromagnetyczny obwodéw silnika indukcyjnego owir-
niku glebokoklobkowym opisywany Jeat przez ukdad wzajemnie powigzanych
réownan roézniczkowych ozgstkowyoh i zwyosajnyoh. Réwnania czgastkowe dyfu-
zji wraz z warunkami brzegowymi typu Nsucsaana opisuja rosktad przestrzen-
ny gestos$ci pradu wewnatrz ozeéol Z#obkowych pretéw wirnika, znajdujacych
sie w polu magnetyoznym rozproszenia Z¥obkowego. Réwnania rézniczkowe zwy-
ozajne wiazg prady, napiecia i strumienie skojarzone pozostatych obwodoéw
maszyny, ktérym przyporzadkowano parametry skupione.

Dla nproemoaenia analizy zaletono:

- liniowo66 malazno6oi dla obwodéw elektrycznych oraz nieskoriczenie duza
przenikalno6¢ elementédw ferromagnetycznych,

- symetrie obwodu magnetycznego oraz obwodéw elektrycznych maszyny,

- pominiecia «Faktow skrajnych zachodzacych w pretach, psray koneao. pakie-
tu blach wirnika; zdobek wirnika rozpatruje sie Jako wycinek ztobka nie
skonczenie dtugiego,

- jednorodnos¢ pola magnetycznogc rozproszenia w szczerbinie zdtobka wir-
nika.
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Dla natezenia pola elektryoznego wewnagtrz pojedynczego, k-tego preta,
przez ktéry przeptywa prad i ., obowigzuje réwnanie ozaatkowe dyfuzji [1l,

[a] t

V2 ~M(«) (i)
3*

Rzeozywlsty kaztalt przekroju po-
przecznego preta trapezowego przyblizo-
no ksztattara wyidealizowanym - wycin-
kiem pieréolenla, w ktérym gérna 1 dol-
ne powierzchnia preta ag ozeboiami po-

fg-r=bs wierzchni oylindryoznyoh o promieniach

f.r=>b R. * W =01 (*»e= i).
Przyblizenie to pozwolito zastoao-
waé oktad wepétrzednyoh oylindryoznyoh,
£=/3 w ktérym Laplaajan réwnania (1) wywoal
02Efe(M) , o)
V2 ~(m) mer,.
-w
Rym. 1« Priakréj tlobkt trape- (2)
zowego 021k ()
TT-

Po wykorzystaniu zatoZenia o nieskonczenie duZej przenikalno6oi magne-
tycznej ferromagnetyka tpe zoo dla réwnania (i) obowigzuje warunek brze-

gowy typu Neumanna:

~y* i k B 9 w azozerbinie Ztobka
aEk.
Vs ©)
1(¥=S) 0 - na pozoatatyoh ozebolaoh powierzohni booznej
Pretaj

S zbidr punktéw na powierzohni bocznej preta.

ZaloZono ponadto zerowe warunki poozgtkowe:

Ek (M, t = 0)

Stan obwodéw klatki wirnika o W pretach opisywany jeat przez roéwna-
nia napieciowe, w ktérych wspétrzednymi sa prady fanowe ij, ij, Ig,
zaznaczone na rys. 2.

Czesci klatki wirnika wyatajaoe poza pakiet blaob wirnika reprezentowa-
ne sg przez state skupione; rezystanoje R”, Ry oraz indukcyJnosol roz-

proszen LRd* Sfd-
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Rys. 2. Szkic klatki wirnika z wyodrebnienie* czesci Ztobkowyoh pretéw

IndukoyJnos¢é jest suna Indukoyjnos$oi rozproszenia ozesol preta znaj-
dujaoyoh sie poza pakietem blaob oraz IndukoyJno$oi rozproszenia szczer-
biny Z¥obkowej .

Cze$¢ Z¥obkowa preta reprezentowana jest przez zastepowy element, na
ktory* spadek napiecia Upk jest wyraZony przez iloozyn Sredniej warto-
Soi natezenia pola elektryoznego na powierzchni preta w szozerbinie Epk.
oraz dlugosoi idealnej pakietu blaoh 1I2s

)

ZatoZenie powyZsze, na nooy twierdzenia Poyntinga, zapewnia réwnos¢ «o-
oy ohwilowyob wepowalanego wytaJ elenentu zastepczego i realnego preta
wirnika:

Pk = (s)

gdzie:

fik - natezenie pola nagnetyoznego k-tego preta.
UaoZliwia ono aforsaatowazie réwnan klatki wirnika tak, Ze nie zaleZg ona
od rozktada przestrzennego aateZenin pola elektrycznego wewnatrz preta,
lecz Jedynie od jego funkcjonatu okreslonego przez zalezZnos¢ ().
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Po nwigl«dnl*oln uzwojeh stoJanc d#aczny aUsd réwnan aUnika va wspot-
rzednych fazowyoh przyjmuje postac:

u* kRs 1. +L»e af T. ¢ af @.)
0O* “ +i*Ep +Rrc Ir +L réo 3T * df ~ (?b)
V réwnaniu (7a,b)
U. * [«A- V ®olIT™* 1. = C1I. *8* *cf. ~ *L%” voaT ,

sg wektorami napie¢ i pradéw strumieni skojarzonych uzwojen stojana

Ep 7 [EpLT *px=x**t*p*] » *r * AL” 12»*," iJi] = = L L@ pr

Macierze «:m Ri." I1;s. sa cyklicznymi macierzami rezystancji i

indukoyJnocoi r«apro»nA stojana oram wyodrebnionych uprzednio alementéu
klatki o stalyeh skupionych:

K - “*ki {v °. °} « LU * e»ki{L~"

R~c * eykl 12(1*5 o %’), - Ry, 0, ... 0, - Ryj-,
L*t * cykl j* (ly~ ¢ _ 0>—*— °%
A* cykl ~1, -1, 0,... oj-

V wyniku roawigzania réwnania (i) z warunkami brzegowymi (3} natezenie
érednie pola elektrycznego na powierzohni preta w szczerbinie Zdobka wir-
nika wyrazono przez prady fazowe:

v (t) =-1] aoct -i) [Ir [tk(K) - i*_,(*)]] di, (8)

Posta¢ funkcji przejcoia G"Nit) [I&l[6] jest jednakowa dla wasystkioh pre-
toéw wirnika 1 zaloty wylgoanie od kszta#téw Z¥obka:
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gdzie:
28F
W, = n=38iie"TSD} n=0, 1, 2
p - operator Laplaoe’a

2.°p) - iapodanoJo operatorowa preta.

K *<(*m)
A-9n (p)
~n (a)* KV a)
AO#n -
T*n(a)" ~“n (@)
1 K >K @, “m,odTfikowane funkcje Bessela oraz ioh poohodas

™™ R> x = $ ~op TYy5*

Wektory strumieni skojarzonyoh V., . ¥ wyznaozono w wyniku analizy po-
ry-

af-
la magnetycznego szozeliny powietrznej, przy osym zalotone, Ze oktad pra-
dowy uzwojen zostat wytworzony przez uzwojenie zbudowane z nieskonczenie
eienkioh nitek pradowych rozmieszozonyoh na oylindryoznyota, pozbawionyok

Z¥obkowania powlerzobniaoh stajana i wirnika [6] :

t 00
(10a)
- 1,2
(10b)
Maolorze:
Lium {v V v }
Li,,- { v V v |

zawierajg wepotonynnikl indukoyjnonoi uzwojen stojana i wirnika zwigzane
z polem magnetycznym szozeliny powietrznej.
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Wap6tozynniki indukoyjMioi wzajeamej zaletg od kata <M wzajemnego po*
lotwiia stojana 1 wirnika.

~ ? BPb
Kjic- 2 e Ifr*". o
gdzia:
>od® v’ - wspodczynniki uzwojen atoJana i wirnika,
“ar @b - lioaba zwojoéw i lioaba par biegunéw uzwojenia atoja-
. D1,
A- fi D, 0" - 6rednioa wirnika i grubod¢ zastepczej esoaeli-

2CS (7o) ny powiatrsnoj Maszyny,

rsad hansonlozeej rozktadu przestrzennego pola magne-
tycznego w azozelinie.

Wektory unormowane:

Ys®?2” =1 [™* S«* 28 ] * Yr-J* ,M1[LYIr$ ° -Xrv? eee -1r0

<*a-1)#
1r<?

?2fc ~ S

oharakteryswja roztotenie uzwojen stajana i klatki wirnika.
.2 .2
Jir JTr

ag*a ar=e

, zq - najwiekszy wsp6lny podzisinik liczb N oraz

Po* 2 = iy

Po wyraieniu wektoréw Ep,V , prze* prady fazowe weddug aalen-
no6oi (8), <1l0a,b) roéwnania silnika (7a,b) przyjnujg posta¢ unokliwiajg-
ag zastosowania transferatcJi uktadéw wspétrzednyoh podobnie Jak w przy-
padku zwyktego silnika klatkowego.

V wyniku transforaaoJi roéwnan wirnika za poaoog saoieray unitarnej [jl:

1 J (a-1) o
A* wfi [ eee ir
.iF*e (11)
(@ -1
rx ... ° eee i-

gdzie:
Jl - aaoierz Jednostkowa o wynlaraoh (N2 z Hj),
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dokonano eliminacji H - sk#adowy oh morowyoh:
Irl
0
Maolerm 1 T Jaat wektorem pradéw fazowych wirnika zastepczej aaswray e
Ilosbie pretéw wirnika Mg = — .
0

Réwnania zastepczej aaszyny poddano trausforaaoJea za ponoeg smolarzy

uBitarnyoh W , W ¥ do uktadu wspétrzednych koapleksorowyeb J>F Jp:

. «W.l. Ir *Wp Irl a3

Iyt 1 YE |

- 4 wre Ve

Ye YK

i ~—
Otrzyaany ukd#ad réwnan réZniozkowo-oakkewyoh silnika:

d 1»3)

Y- i. +df L. i. ¢Mi_-Ir>
°X Xi Br S Gp(t " 1) [df’LP{iz)] 6t *Rre~r * df [Lro £r +* r |Is]
(ifch)

posiada budowe znacznie prostsza od wyjéoiowego ukdadu réwnan we wspotrze-

dnych fazowyoh:

Ra z diag |r0O, Rb, R#}- , L, = diag jI», L-t L>0} ,

Ls*Lai*ns+ 2 KkA*A q.- oo
—*=1,2

Lso = L.tF+ 2Ms6 + 2 ‘A »2* £s* {I * 2 ow"
0s1,2



26 2. Paweleo

Br . dla« jbrl, brd,f... b~ j , Rro = diag |Rrol, Rro2 ***e RroN.

}.
Lro = di«S |Lro1* Lro2**” LroN2|>

brk = k Vrk = U «in2 k)<
Rrok = 2Rr + bRk *%°

D 11

L S
rok * oLk + A A dla k< N2’
Lrok " 2 LRS dla k = *2
Macierz asr Zawiara_zespolona element? m?j‘ bedgce okresowymi funko j»-

ml kata chwilowego potozenia wirnika wzgledem stojana

i -m?= JK,
2 M gdy 1, j spekniaja zwigzki
=+1,2 0» j = N2k2

0 - dla pozostatyoh 1,j
kf,k2 - liozby catkowite.

2. Przyblizenie modelu matematycznego silnika za pomocg ukdadu roéwnan roz-
niozkowyoh zwyoza.lInyoh

W obliczeniach elektrodynamicznych etanéw nieustalonych dogodnie Jest
postuzy¢ sie przyblizonym modelem matematyoznym, w ktérym obliczanie ca-
+ek aplotowyoh réwnan (14b) zastgpiono przez rozwigzywanie dodatkowego u-
k#adu roéwnan roézniozkowyoh zwyczajnych. W tym oelu dokonano rozktadu fun-
kcji przejscia Gp(t) w szereg funkoji whkasnych Gp~(t), G = 1,2,...).

Przy uwzglednieniu Jedynie m plerwszyoh wyrazéw rozwiniecia - dorai-
nujaoyoh skdtadnikédw modalnyoh:

00 m ~Mj4
GP(H) = 2 =% 2 aje- as)
SmO j=1
napiecie preta
V =11 0o V + aj *ij)J ase)
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Fankoje 17”7~ ag rozwigzaniami dodatkowego ukdadu roénnaii roétnioakowyoh
zwyczajnyoh:

gl i(e + Vi i<J) - ip, j-1,2,...m an

i aaja interpretaoJe pradéw przeptywaldgoyoh przez elementarne fikoyjne ob-
wody tdumigce, reprezentuJdgoe oddziatywanie pradéw wirowych w ozedoiaob
ozynuyoh pretéw wirnika.

Blorao pod uwage atransformowane réwnania tyoh obwodéw, przy ogranioz«-
nin rzedu najwyZszej z wwzglednionyoh harmonlozoyoh przeatrzennyoh

N,,
*F < - 1, dla N, parzyatego lub F < 2-1

mano przyblizony uktad réwnan réZniozkowyoh zwyczajnych silnika:

, dla M, nieparzystego) otrzy-

WMF * RMF -MF ¢ df £ MF InF} " (18)

oraz odpowiadajacy nu sohemat zastepowy przedstawiony na rys. 3.

Lrv

dla v>i . . .
brv- ijcv'klz-‘OV

Rys. 3. PrzybllZony sohemat saateposy ailnika klatkowego przy uwzglednie-
niu m dominujgoyob sk#adnikéw modalnyoh funkoji

Postaol maoierzy uktadu (18) wynikaja ze struktury aohematu.
Prady obwodéw wirnika zostaty oprowadzone na strone uzwojenia atojana,
przy ozym wspoétozynniki sprowadzenia wynosza:

4s 1+ 69, g ao0,1,2, a9
2
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Ola podstawowej huaonUmJ przestrzennej liosba obwodéw nastepczyoh
wynosi m ¢ 1, dla wytsnyoh haraonleznyob uwzgledniono tylko po jednyn ob-
wodsio zastepczyn.

Yartosol whkasne doninujasyoh skdadnikéw nodelowyob N, = 1,200 [ ]
zostaty obliosone w wyniku nnneryoznego wyanasaaaia pierwiastkéw p , réow-

nania charakterystycznego:

Ao*n(p)™ 7 *1tCw) *,(m) - X, W) K,(pz) s O (20)

a

pray owy»» = - ph.

Yertesci te sg ideatyasne z wartosciami whasnyai dla Ztobka otwartego
(bg m b), w ktdéry* wypierania pradu jsst jednowyniarowe. Takia przyjecie
doaiaajaeyoh wartosci wkasnych jest uzasadniona tyn, Za dla nonalnyoh
proporcji Z¥obkéw silnikéw klatkowych wysoko$é Ziobka jest 00 najnniaj
kilkakratnie wieksza od jogo szerokosoi,a wypieranie pradu w kierunku po-
przacznyn da wysokosci odgrywa taniajsza role.

Dalsze wartosai whasna wynikajaca z odrzucenia wyrazéw Szeregu (15)dla
J >m, a uwzgledniajace dwuwynlarowasé rozkdadu gestosci pradu w Z#obku
uwzgledniona w sposéb przyblizony przez wprowadzenie w sohoaaoia zaetep-
ozyn silnika dodatkawaj indukoyJnosoi "L~ , ktérej wartos¢ wynika z kry-
tarium réwnosci zastepasryob statyeh czasewyoh obllczonyoh na podstawia
znajomosci iapadanoji operatorowych - dokd#adnej (wynikajacej za wzoru (9))
oraz przybliZanaj obliczonej na podstawia soheaatta zastepowego preta (ry-
sunek 3).

V toboli 1 przedstawiono naloZnosoi pierwssyoh szesciu wspotczynnikow

a . -r— od wspotozynnlka zweZania Zlobkaib.

Tabela 1

Zalotno$é wartosci 1m*m* dla Z¥obka trapezowego od wspétozynnlka zweZenia

1 2 3 * 5 6
1,0 0,101321 0,025330 0,011258 0,006333 0,00%053 0,00281*
0,9 0,101236 0,025325 0,011257 0,006332  0,00*053 0,00281*
0,8 0,1009*0 0,025306 0,011253 0,006331  0,00*052 0,00281*
0,7 0,100359 0,025269 0,0112*6 0,006329 0,00*051 0,00281*
0,6 0,099386 0,02520* 0,011233 0,006325 0,00*050 0,002813
0,5 0,097865 0,025097 0,011211 0,006318  0,00*0*7 0,002812
0,* 0,095572 0,02*920 0,011175 0,006306 0,00*0*2 0,002810
0,3 0,092160 0,02*622 0,011110 0,006285  0,00*033 0,00280*
0,2 0,087089 0,02*080 0,010985 0,0062*2 0,00*015 0,002796 .

0,1 0,079*91 0,02297* 0,010686 0,006132 0,003966 0,002771
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Zaatepoaa stal* ozaaowa zdobka jVj przy uwzglednienia dwuwymiarowego
wypierania pradu:

37 2.(P) o1

1%

aoatata obliczona [¢] przy wykorzyotanie podanego przez V. Buoholtaa [s]
ctlkowtgo pried8tavi«Dia wynuMinlkA fnok«Ji riftiu ~ :

(22)
“Infc

D « R*(1 + |* - 2 aaa h<W

dzieki ozeau obliczania granio li« 2 (p) aran li« -n; Z (p) sprowadza
p~0 9 p— 00> 9

tle da obliczania granio fankoJi Baaaola rzedu oalkowitaga:

Tz LTao {1 +iTz} @

gdziet

»=i»* | < 1

B AID

T

V przypadku Jodnowyniarowego wypierania pradu oTz a O.

Na rya. k przedatawiono zaleiooid wzglednego przyroatu szatepozaj sta-
+ej ozaaowej ¢ Tz od proporoji wy«iaréw Zlebka.
Obliazona na padatawia znajonoiol wepdélozynnlkéw a”, %yii wartodoi para-
notréw obwodéw skupionyobt
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U. Zaleznos$¢ wzglednego przyrostu zaatepozej atalej czasowej ¢>TZ od
proporcji wywiaréw zdtobka
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gdzie:

RP1® L™ - rezystanoja oraz indukoyjnod6¢ preta w statyoznye staaie u-
stalonyn dla ztobka otwartego.

((j) = isjB? i 8

1)) .. r@ a(@@xi (250b)

modt.cc \i  TTAji

Warto6¢ wspoétozynnikow 1~ ;w zaleznoici od wspétczynnika zwe-
zenia zdtobka przedstawiono na rys. 5a,b.

Rys. 5a,b. Zaleznoz¢ paraaetrow T~ \ IM*" ed wspAtozynnika zwezenia ztobka

IndnkoyjneAA dodatkowa:
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V wyniku ipromdunla kompleksoréw przyblizonego ukdadu réwnan réznlcz-
kowyeh zwyczajnych (18) na wsp6lng plaazozyzne odniesienia wirujaca z pre-
dkoscig katowa B}ptrzymuje sie oetateoznie nklad réwnan silnikao sta-
lyoh wapétozynnikaoh:

AMF * AMF AMF + ~ AMF + df A MF 2T
gdsie:

s diag {(W* -co), (wx -w) (tox -wi (Wx + 5w), t>s - 2w)T
elementy naoieray zawierajg moduty zespolonych wspétczynnikéw induk-

oy jnodoi I-jjp.
Dla eeeny wptywu dwuwymiarowego wypierania pradu na parametry obwodow

wirnika dokonano poréwnania charakterystyk modulowo-fazowysh admltaaoji
ztobkai

Yo(p = jU) w 28

Ma rys. 6 przedstawiono charakterystyki Yp(p * Jw) obliczone dla roéz-
nyoh wartoéoi wspétczynnika otwarcia ztobka

AL
1 i*o/\'015
U =

RAimi¢ 4 4 03 CJO« WOIF

M6 ; £E-3g3;r =56<0°fc
v oqa W |
k obolindcivtior s bosi Seotaid b s 6 283 V1o |

Rys. 6. Charakterystyki modutowo—fazowe admitaaojl ztobka dla réznyoh
toboi wspoétczynnika otwarola %

Rys, 7 przedstawia poréwnania charakterystyk T”ie w Ju) obliozone na
podstawie saleznos«i doktadnyoh (9) sraz przyblizonych wyaikajgoyoh z u-
proezozonego aohcmatn zastepowego zdobka, przy uwzglednianiu trzech war-



Medal natewatyoany silnika klatkowego,. 33

toioi wlaaayoh m b 3. Kraywa osnaosona literag A Jeet charakterystyk*
przy jednowyaiarowya wypieraaitd pradu.

- o— A

=,

f -46, 7t WJ ; 0-0375; £ -H,67; A-05

Rya. 7. Charakterystyki aodolowo-fasewe adaltaaojl Z¥obka

A . pray powinieciu wypierania w kieranka poprseosnya, B — eharakterysty-
ka doktadno, C - charakterystyka przyblizona dla a w 3

Na rys. 8 praedatawiono rodzine obaraktarystyk adnitaneji Z#obka otwar-
tego, obliczonych dla réZoyoh iloc¢oi uwzglednionych wartoAci wlasayob (ska-
la ocoaeatotliwocoi na rys. 7,8 jest taka san jak Da rys. 6).

Hya. 8. Charakterystyki aodulowo-fazowe Zlobka otwartego przy owzglednie-
Din rAZnej liczby wertoioi wlasayob m
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Przedstawione wykresy wapoétozynnikéw r~(p), In((fc), Tz = f(/L,j&.e)
pozwalaja z wystarczajaca doktadnodoiag okresli¢ parametry obwodéw skupio-
nych przyblizonego modelu matematycznego silnika. Dwuwymiarowo6¢ rozkdadu
gestosci pradu w Zdobku zostaka uwzgledniona w spos6b przyblizony przez
powiekszenie indukoyjnosci rozproszenia wirnika o wartosc Tﬁ,Lpr,oo moZ.
na interpretowa¢ jako fikcyjne pomniejszenie gruboboi ezozerbiny Z4obko-
wej -
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MATEMATH4ECKAH MOAEJIb JUJHrATEJW C EEJIH4LEH KJIETKOd
C yMETOM ABYPA3MEPHOrO BHIECHEHHH TOKA

P e3»me

HenoJdibaya ypaBHCHHe Ai’\Wy3mb c KpaesuM ycjioBueM nekaa.Ha, oiipeAejia»BHe
ABypa3Mepre BHiecueHHe TOKa b nadax poTopa, cipopuyaHpoBaHo za;eMaiB<iecKyi>
MOAeAb ABwraTeAH c OesHvBett kabtkoR b Buse OHOieMH Al-l<W>epejniHMbHo—HHTer—
paAtHicc ypaBHeHBtt, c yietow Bucmmc rapuoBHK pacnpeAejieana uarHBiaok mmy*-
UHH B BO3AyOtHOM SaSOpe.

MeiOAOM uoAaBtHuz cocTaBajuczinc c<popuyAHpoBaHO anpoKCKHupysayKi  cacteuy
0OMKHOBEHHUx AJt$<$epeHuajibtkX ypaBueHBt a taicke rpa$HHeckae 3aBHCHMOCTB ajts
onpeAeaeHHB hx napaneipoB.
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TEE MATHEMATICAL MODEL OF THE INDUCTION MOTOR
INCLUDING TVODIMENSIONAL CURRENT DISTRIBUTION
TW WIDOE SCHAPED

Sunwary

The mathematical model of the Induotion machine was derived, using the
partial differential equation with the Neiaaaun’s boundary oondition die-
orlblng the twodimentional ourrent distribution in the rotor bars. It
leads to differential integral equations under oonaideration of higher
field harmonios. The method of modal components gives an approximate
aquations system. The diagrams of relations between eleotremagnetlo para-
meters and dimensions of the trapeaoldal oroaa seotien rotor bar are pre-
sented.



