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Streszozenie. W artykule przedstawiono model matematyozny opisu- 
jąoy drgania skrętne układu przenoszenia momentu obrotowego w sil­
nikach indukoyjnyoh duZej mooy. Rozpatrzono drgania wymuszone tego 
układu dla róZnych wersji modelu matematyoznego. Obliozenia przepro­
wadzono dla silnika indukcyjnego o mooy UOO kW.

1. Wprowadzanie

W elementach konstrukoyjnyoh maszyn indukoyjnyoh (wal, rdzenie stojana 
i wirnika, obudowa itp.) w czasie eksploataoji występują drgania meohani- 
czne. Przyczyną ich mogą być stany nieustalone zaohodząoe w maszynie in- 
dukoyjnej podczas rozruohu, powtórnego załąozenia, zwarć awaryjnych oraz 
stany nieustalone zaohodząoe w maszynie roboozej powodujące ohwilowe zmia­
ny momentu oboląZenia. Powodem drgań meohanioznyoh mogą być równieZ ele­
menty nieliniowe (sprzęgła) występująoe w zewnętrznym w stosunku do ma­
szyny indukcyjnej układzie meohanioznym oraz wady montażowe układu. Drga­
nia meohaniozne wywołują w elementach konstrukoyjnyoh maszyny zmienne w 
ozasie naprężenia meohaniozne mogąoe doprowadzić do zmęozeniowego znisz­
czenia tyoh elementów. W konsekwenoji do ooeny wytrzymałości zmęczeniowej 
konstrukcji konieczna jest analiza drgań meohanioznyoh układu w różnorod­
nych stanaoh pracy, umoZliwiająoa określenie amplitudy, ozęstotliwości i 
ozasu trwania drgań. Analiza taka uoZe być przeprowadzona w oparciu o mo­
del matematyozny układu meohanioznego maszyny indukcyjnej. Sformułowanie 
ogólnego modelu matematyoznego Jest rzeczą trudną. Wynika to ze złoZonej 
postaoi drgań meohanioznyoh (występują zazwyozaj równooześnie drgania 
skrętne, giętne i wzdłuZne), z róZnorodnośoi elementów wohodząoyoh w skład 
układu oraz trudności określenia na drodze pomiarowej lub obliozenioweJ 
jego parametrów.

Z powyższych powodów do rozwaZań przyjmuje się zwykle uproszozone mo­
dele matematyozne układu meohanioznego maszyny, opisujące drgania proste 
wybranyoh fragmentów maszyny, przy uproszczonym potraktowaniu wpływu na te 
drgania pozostałyoh elementów.
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V artykule rozpatrzono model matematyczny oplaujący drgania skrętne u- 
kładu meobanioznego maszyny uczestniczącego w przenoszeniu momentu obroto- 
wego do maszyny roboozej.

2. Opis analizowanego układu

V skład układu raechanloznego maszyny uczestniczącego w przekazywaniu 
momentu obrotowego z wirnika maszyny do maszyny roboozej wchodzą: rdzerf 
ferromagnetyczny wirnika wraz z uzwojeniem, wał maszyny, element pośredni- 
oząoy między rdzeniem wirnika a walem oraz sprzęgło łączące maszynę induk­
cyjną z maszyną roboczą,.

Rys. 1a,b. Podstawowe rozwiązania konstrukcyjne elementu pośrednioząoego
między wałem a wirnikiem

a - wał z tarczami, b - wal z Zebrami
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Wal maszyny wykonywany jest zwykle jako element o stopniowanych średni- 
oaoh. W maszynach lndukoyjnyoh o dużych mocach znamionowyoh, ze względu 
na mniejszą średnioę walu od średnio? wewnętrznej rdzenia, między walem a 
rdzeniem wirnika istnieje element pośredniczący. Spotykane są dwa podsta­
wowe rozwiązania tego elementu. Dla maszyn o średnioaoh zewnętrznych wir­
nika mniejszyoh od 1 metra elementem pośrednioząoym są żebra umieszczone 
wzdłuż osi walu i przyspawane do walu lub piasty nasadzonej na wal (rys. 
la). Przy większych średnicach elementem pośredniczącym są taroze umiesz­
czone prostopadle do osi wału wzmoonione podłużnymi żebrami (rya. Ib).Wał 
maszyny połączony jest z zewnętrznym zazwyozaj różnorodnym układem meoha- 
nioznym sa pośrednictwem sprzęgieł meohanioznyoh (sztywnyob,podatnyoh, od­
środkowy oh).

3. Zastosowanie metody sztywnych elementów skońozonyoh do budowy modela
matematycznego układu mechanicznego

Przy formułowaniu modelu matematycznego układu meohanioznego maszyny 
zastosowano metodę sztywnyob elsmsntów skońozonyob [3] . Wsdlug tej metody 
w rozpatrywanym układzie meohanioznym wyodrębnia się, o ile to możliwe, 
elementy o zwartej sztywnej konstrukcji, w których można peminąć odksztal- 
oenia oraz elementy o malej sztywności podlegająoe odks^taloenion. Pier­
wsze z niob nazywa się sztywnymi elementami skońozonymi, drugie elementa­
mi sprężysto-tlumiąoymi. W przypadku gdy taki naturalny podział konstruk- 
oji jest niemożliwy me względu na występowanie elementów odkształoalnyoh 
o ciągłym rozkładzie masy, podziału dokonuje się w sposób myślowy. W wy­
niku podziału otrzymuje się elementarns fragmenty konstrukoji, któryoh . 
własności odksztaloalne zastępuje się elementami sprężysto-tlumiąoymi, a 
ioh masy zastępuje się sztywnymi elementami skończonymi umieszozonymi po 
obu stronaoh elementów sprężyato-tłumiącyoh (rys. 2).

/'-i =0 KtrH
Rys. 2. Zastąpienie układu o ciągłym rozkładzie masy elementem sprężysto- 

tlumiąoym i elementami sztywnymi

V konsekwenoJi otrzymuje aię dyskretny układ raeobaniozny składający się 
z poląozonyoh ze sobą sztywnyob elementów skońozonyob i elementów sprężg- 
sto-tlumiąoyoh. Sztywne elementy skońozone scharakteryzowane są przez ma­
sę i masowe momenty bezwładności, zaś elementy sprężysto—tłumiąoe przez
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współozynnikl sztywnośoi i tłumienia. Rozpatrując drgania skrętne układu 
meobanioznego przedstawionego w punkcie 2 (z Zebrami jako elementami po- 
średnioząoymi) przyjęto, Ze:
- rdzeń ferromagnetyczny wirnika wraz z uzwojeniem jest ciałem doskonale 

sztywnym,
- Zebra łąoząoe wał z wirnikiem stanowią elementy spręZyste (pominięto ma­
sę Żeber oraz ich własności tłumiące),

- wał wirnika jest olałem odkształoalnym o ciągłym rozkładzie masy.
Wal wirnika podzielono na elementarne odoinki, ozęść końoową wału (od 

strony sprzęgła) podzielono na 1 odcinków, ozęść środkową wału pod Ze­
brami podzielono na k—1 odoinków, pozostałą część wału zastąpiono szty­
wnym elementem skońozonym. KaZdemu elementarnemu odoinkowl wału przyporząd­
kowano element spręZysty (własności tlumiąoe pominięto) oraz leZąoe obok 
niego elementy sztywne.

Zewnętrzny układ meohaniozny zastąpiono sztywnym elementem skońozonym 
(własności spręZysto-tłumiąoe tego układu moZna w sposób uproszozony 
uwzględnić w charakterystyce sprzęgła). W wyniku otrzymano dyskretny mo­
del meohaniozny przedstawiony na rys. 3.

, ł,cs

rditń mimika
\ intU)/ /V / /■

rdzeń Mimika /

Rys. 3. Model dyskretny układu mechanicznego przenoszącego moment obroto­
wy z silnika indukoyjnego do maszyny roboozej
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h. Równania ruchu układu meohapioinego

Równania ruchu układu mechanicznego wyprowadzono s równań Lagraoge’a U  
rodzaju ( 1 ):

- (JT.) _ + £ 1  + -Ł2 = m. i = 0,1 ... k+l,m
dt W  i Sfi Sfi 8Vi 1

(1 )

gdzie:
T - energia kinetyczna układu,
V - energia potencjalna układu,
D - funkoja dysypacji,
ih - zewnętrzny moment skręcający działający na i-ty aztywny element

skończony,
j - kąt obrotu i-tego sztywnego elementu skończonego,

- pochodna kąta obrotu ^  względem czasu.
Dla układu mechanicznego przedstawionego na rys. 3 otrzymuje się:

V =

k+1
2  Ji ^i2) + Jm?a 

L_i=0

k+1

, D = i h . - & )S’ 2 s * k+1 'm'

2  co i ^ 0 - V 2 ♦ 2  ci-i,i^i-i - V '
Li=l i=1

+ ca(*k+l - f j

(2) 

2 .

Wstawiając wyrażenia (2) do układu równań (i) otrzymuje się równania 
ruchu układu mechanicznego stanowiące model matematyczny układu:

Jo ?o = - Co1(V>o - ?,) + ... - Cok(*c - fk)

J1 *1 = Co1(<Fo “ V  “ C12(*, - V

Jk * k - cok(Vo - vk) + - V  - - ę k+1)

J k+ i i i  -  Ck + 1 - I , k + I ^ k + 1 - 1  - W  -  C. (\ + 1  -  V . )  -  h . ( * w  -  ia ) 

J.'f. = - M- + Ce^k+ł - V.) ♦ h8^ k+1

gdzie:
Moia - moment elektromagnetyczny maszyny indukcyjnej, 
Mffl - moment mechaniczny (obciążenia) układu,
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Coi«Ci-1, ̂ — wapółozynniki sztywnośoi skrętnej elementarnej ozęśoi 
układu pcśrednioząoego i walu,

C , h„ - współczynnik sztywności skrętnej i tłumienia sprzęgła,
ię - druga pochodna kąta obrotu względem czasu,
J0,Ja ,J^ - masowe momenty bezwładności rdzenia wirnika, maszyny ro-

boozej, elementarnego odoinka wału.

5. Obliozenle współozynników sztywności skrętnej układu mechanicznego

Wspóiozynnik sztywności skrętnej odoinka wału maszyny przedstawionego 
aa rys, k oblicza się według zaleZnośoi;

1 , G J 9Cd 4
ST = 2  C^' CJ " s i f '  JoJ ■ — 32~ (4)

współczynnik sztywności skrętnej odoinka wału o długośoi A.L, 
współczynnik sztywności skrętnej odoinka wału o długośoi A L j, 
moduł spręZystośol postaciowej,
biegunowy geometryczny moment bazwładnośoi przekroju wału o dłu­
gośoi
średnioa odcinka wału d długośoi AL^.

Rys. U. Elementarny odeinek wału o zmiennej średnioy

Przy obliozaniu współczynnika sztywnośoi skrętnej układu pośrednioząoe- 
go rozpatrzono praoę pojedynozego Zebra. Żebro to stanowi płytę prosto­
kątną przytwierdzoną w sposób sztywny do wału oraz w sposób sztywno-prze- 
suwny do rdzenia wirnika. Podozas przemieszczania się rdzenia wirnika 
względem wału Zebro jest zginana. Dokładne rozpatrzenie drgań giętnyoh Ze­
bra jest trudne do przeprowadzenia ze względu na konieozność stosowania 
do lob opisu równań róZniozkowyob oząstkowyoh. Uprościć zagadnienie moZna 
poprzez przyjęoie tzw. zginania waloowego płyty ¡2] i pominięoie masy pły­

gdzie:
Cw
C
G
J

J
G
oj

dJ
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ty. Pozwala to zastąpić płytę elementem sprężystym równomiernie rozłożo­
nym wzdłuż środkowej części wału. V colu obliczania współczynnika sztyw­
ności giętnej płyty rozpatrzono układ przedstawiony aa rys. 5.

Równanie łinii ugiętej jednostkowego paska płyty ma postać (j):

d2y(x) Mg(x) 
— ~ 2 ~  = D-'/ d x

E h
12(1  -

(5)

gdzie:
Mg(x) T moment gnący,
D - sztywność giętna płyty,
E - moduł Youoga,
<? - stała Poissona,
h - grubość płyty.

Warunki brzegowe dla rozpatrywanego układu są następujące:

y(x a o) = 0 I

£  = ° i
xsO

utwierdzenie sztywne (6)

dy
dx utwierdzenie praseauwa®.

Rozwiązując równanie (5) wras z warunkami brzegowymi (6) otrzymaj« siy 
uartośó ugięcia jednostkowego paska płyty w punkcie » a  i na tej podJta- 
rie oblicza się jednostkowy współczynnik sztywności giętnej płyty Cp:
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P
ił oelu obliczenia współczynni­

ka sztywności skrętnej układu po­
średnio ząo ego rozpatrzono układ 
przedstawiony na rys. 6.

fi

Zakładająo jednakowe kąty ugię- 
oia Żeber oraz przyjmując, Ze dla 
si a łych kątów skręcenia wirnika 
względem wału zachodzi:

D
y (x=a) = + a)*?.

Współczynnik sztywności skrętnej 
układu pośrednioząoego na Jednost­
kę długośoi wynosi:

Rys. 6. Schemat układu przenoszące­
go moment obrotowy z wiraika na wał 

maszyny
gdzie:

C. - współczynnik smtywnoóoi skrętnej układu pośredniczącego na Jed- 
noatkę długeśoi,

Dw - średnica środowej ozęśoi wału, 
a - wysokość Żeber,
n. - ilość Żeber uozestnioząoyoh w przenoszeniu momentu obrotowego

Z
(przyjęto. Ze tylko Zebra połąozone klinami z rdzeniem wirnika 
przenoszą moment obrotowy),

Ma - mement skręoająoy działający na układ,
- kąt skręoenia wirnika względem wału.

6. Badania wymuszonyoh układu meohanloznego. charakterystyki ampli-
tudowo-o zęstotliwośoiowe

da podstawie wyprewadzenego modelu matematycznego wkładu meohanloznego 
maszyny przeprowadzono badania drgać skrętnych układu dla silnika induk­
cyjnego SZJr-138-01 r o mooy kOO k¥.

Badania przeprowadzono dla kilku modeli wkładu mechanicznego oznaozo- 
nyoh oyfrani 1,2,3,5 (rys. 7). Parametry modeli podano w tablicy 1. W mo­
dela 1,2 uwzględniono własnośoi odksztaloalne końcowej ozęśoi wału,zastę- 
pująo końcowy odoinek wału Jednym lub dwoma elementami sprężystymi, trak- 
tująo pozostałą ozęść układu jako olało sztywne. W modelu 3,3 uwzględnio­
no własnośoi odksztaloalne Żeber oraz ozęśei wału pod Zebrami. V modelu 3 
ozęść wału pod Zebrami potraktowano jako olało sztywne, zaś w modelu j 
ozęść walu pod Zebrami zastąpiono trzema elementami sprężystymi.
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Tablica 1

Parametry rozpatrywanych modeli metematycznyoh układu mechanicznego
Model 1 Model 2 Model 3 Modal 5 Model 5

Współozynniki sztywności skrętnej o z 107 jjE_ j i tłumienia h ¡Nmś] 
elementów sprężysto-tłumiącyoh

C,m = ° '72 Cła .  2, 1.0 O o II o C0i = 2’5 c0i = 2.5
C2m = 1 * 032 C12 = 2<ił i = 1 1 11 -STII•H

C2m = 1,032 Ck,k+1 = 3-66 Ck,k+1 = 3' 66
k = 1 ą 3 k = 1 ą 3

C1.m = °»72 Cj,5 = 0,72
ee = o, i i

hs = 93
Momenty bezwładności sztywnyob elementów akońozonyoh J [kg/n2]

J, = 77 
* 77

72
5

Jm = 77

60

J, = 12
5

77

O
J. = J

60

1* 6,5
J2 = J3 = 2 

= 77

J0 * 60
J, = Ją = 

J2 = J3 ■
Jj = 20
J = 291

6,5
2

sprzęgło sztywne sprzęgło
podatne

Dla powyZszyob modeli przeprowadzono badania ustalonyoh drgań wymusmo- 
nyoh, przyjmując jako wymuszenie sinusoidalnie zmienny w czasie moment e- 
lektromagnetyozny. Wyniki badań w formie charakterystyk amplitudowo-ozęs- 
totliwośoiowyob przedstawiono na rys, 8,9, Charakterystyki te przedstawia­
ją wartości względne (w stosunku do amplitudy wymuszenia) amplitud momen­
tów akręoająoyoh w funkoji częstośoi wymuszenia, występująoyoh w najbar­
dziej narażonyoh fragmentach układu - końcowym odoinku wału i końcowej ozę- 
śol okładu pośredniczącego, lioząo od wolnej końcówki wału. Przedstawio­
no je w zakresie częstotliwości 0-100 Hz, ponieważ w takim zakresie ozę- 
ststliwośoi zawierają się pobudzenia układu. Obliozenia oharakterystyk ds- 
konano dla układu ze sprzęgłem sztywnym.
Dla wyZe j wymlenionyoh modeli przeprowadzono równieZ obliozenia drgań skrę­
tnych występująoyoh podczas rozruchu silnika.
Przykładowe wyniki obliozeń dla modelu 5 przedstawiono aa rys. 10. Obli­
ozenia wykonano dla układu - ze sprzęgłem podatnym skrętnie.
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Rys. 8. Charakterystyki amplitudowo-ozęstotliwoóciowe momentu skręcające­
go dsiałająoego na końcowy odoinek wału dla różnyoh modeli (końoowy odci­
nek wału określony jest przez najbliższy końca wału element sprężysty)

Rys. 9. Charakterystyki amplitudowo-osęstotliwoćciowe momentu skręoająoe- 
gc dsiałająoego na końoowy odcinek układu żeber dla różnych modeli (.koń- 
oowy odoinek układu żeber wyznaozony Jest przez najbliższy końca żeber

element sprężysty)
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Rys. 10. Przebiegi ozaaowe momentu elektromagnetycznego silnika i momen­
tów skręoająoyoh dzialająoych na koAoowy odcinek walu oraz wzdluZ układu 

£eber wirnika podozas rozruchu bez oboiątenia (Modn = 6698,72 Nm)
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7. Wnioski końcowe

Z przedstawionyoh charakterystyk wynika, Ze dla rozpatrywanego układu 
przy badaniu drgań skrętnyoh końcowej ozęśoi wału woZne zastąpić ją jednym 
elementem sprężystym oraz nie uwzględniać poza obszarem rezonansu wpływu 
spręZystośoi Żeber i pozostałej części wału na drgania.

Natomiast przy obliozaniu momentów skręcających występujących w ukła­
dzie pośrednioząoym konieozne jest uwzględnienie właśoiwośoi odkształcał- 
□yoh środkowej ozęśoi wału, nieuwzględnienie tego prowadzi do błędów.

Równocześnie ze względu na małe wartośoi momentu bezwładności wału w 
stosunku do momentu bezwładnośoi rdzenia wirnika wraz z uzwojeniem istnie­
je moZliwość pominięcia masy wału i zastąpienia połąozonyoh ze sobą ele­
mentów spręZystyoh walu i Żeber jednym zaatępozym elementem sprężystym. 
Przedstawione modele wykazały przydatność do prowadzenia analizy drgań 
skrętnyoh układu, umożliwiając obliozenie momentów skręcających występują- 
oyoh w układzie mechanicznym w róZnyoh stanaoh pracy maszyny.Pozwala to w 
konsekwencji na obliozenie naprężeń meohanioznyoh i ocenę wytrzymałośoi 
zmęczeniowej układu.
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J. Kudła, Z.T. ftyoiko

THE TORSIONAL VIBRATIONS IN THE TORQUE TRANSMISSION SYSTEM 
OF THE BIG POWER INDUCTION MOTOR

S u m m a r y
The mathematical model of the torsional vibrations in a big power in­

duction motor is presented.
The stationary vibrations of tbs system for various states of simplifi­

cations of the mathematical aodal is analysed. The computations have been 
performed for 400 kV induction motor.


