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MODEL MATEMATYCZNY TURBOGEMERATOHA UWZGLEDNIAJACY STALE ROZLOZONE
OBWODOW PRADOW WIROWYCH W WIRNIKU

Streazozenie. Wyprowadzono model rantematyczny turbogeneratora dla
etanéw nieustalonyc uwzgledniajacy stale rozloftone obwodéw pradéw
wirowych w wirnika. W oparciu o analize pola elektromagnetycznego
wymuszonego prsss prad Zwornika 1 prad wzbudzenia wyznaczono induk-
cyjnoioi operatorowe, nastepnie skonstruowano sohenaty zastepcze ma-
szyny. Wyprowadzony model maszyny synchronicznej jest udéoiileaiem
modelu matematycznego dotyohozas przyjmowanego do obliozen.

1. STI£E

V praoach j213,*,5»6,7) opisano modal matematyezny turbogeneratora
uwzgledniajacy stals roztodone obwodéw pradéw wirowych w bloku litym wir-
nika. Do zbudowania tego modelu wykorzystano réwnania maszyny zapisane w
tkladzle wspodrzednych Parka i »transformowana wedtug Laplaos’a przy »ero—
wyoh warunkach poczatkowych. Obowigzuja przy tym zaloZenia linlowo6oi ob-
wodu magaetyoznego i sinusoidalnego rozk#adu ok#adu pradowego twornika
wadia* obwodu maszyny. Oddziatywania pradéw wirowych w bloku litym repre-
isntujg w tym modelu operatorowe indukoyjno6oi oddziatywania (w osi dig)
w postaci:

G-1)

Induksyjnoé6ci opar*torowe oddziatywania wyprowadzona zostaly na podsta-
wie analizy pola elektroma&notyozKwugo w wirniku wytworzonego przez prad
twornika. Przy saboifcenlu, *e indufceyJwoAoie* operatorowym (1*1) odpowia-
daja strumienie magnetyczne sprzegajace zastepcza uzwojenie twornika z ob-
wodami w wirniku o statych skupionych: z saetgpoays uzwojenie« wzbudza-
cie (w osi d) i z zastepowym obwedem klatki tdumigcej, otrzymano sohematy
tastepeaa maszyny w osi d i g przedatawlona na rys. 1.
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Rys. 1, Schematy zastepowe maszyny eyaehronioznsj w osi diqgq uwzglednia-
jace blok lity o statych roztoZonysh (Wg[2,3,<¥] )

Przeprowadzono dodatkowo analize remkdadu pola alsktromagnetyoznsgo wy-
wotansgs przez prad w zastepowym uzwojeniu wzbudzenia przy przerwanyoh po-
zostatych uzwojeniach maszyny. Na podstawie wynikéw taj analizy i wynikéw
analizy pola elektromagnetycznego wywotanego przez prad w zastepczym uzwo-
jeniu twornika przy przerwanyoh obwodaob uzwojern w wirniku wyprowadzobo
wymienia dla wazystkioh indukoyjnosoi operatorowych (wkasnych i wzajem-
nych), a na ich podstawie skonstruowano sohematy zastepcza maszyny. Takie
podejscie pozwala na rezygnaoje z intuicyjnego zatoZenia, iZ indukoyjno$o
operatorowa (1.1) Jest operatorowg IndukoyJnoscig wzajemng miedzy zastep-
ozyml uzwojeniami twornika i zasteposymi uzwojeniami w wirniku 1 umozli-
wia uscislenie modelu matematycznego maszyny oraz zmiane interpretacji
niektéryob parametréw. RéZnioe pojawiajgce sie miedzy poprawionym modelem
maszyny i modelem z prao [2,3,<5,6,7] nie prowadza do istotnych réznlo
ilosciowych w praktycznyoh obllozenlaofa.

2. Rozkd#ad pola elektromagnetycznego w maszynie

Przyjety do analizy model uk#adu elektromagnetycznego prs
rys. 2.
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Rdzenie stojana i wirnika sg wspolsrodkowymi oylindrami o réwnomiernej
szozelinie, rozoiagajaoymi sie do nieskonczonosci. Hli analizie rozpatru-
je sie odoinek uktadu oylindryoznego o ddugosci 1, (dtugos¢ obliczeniowa
stojana 1 wirnika). Rdzen stojana jest idealnie pakietowany = 0),nad-
przewodzacy magnetycznie (A ino), bez kanakéw wentylacyjnych i bez Zkob-
kéw (gtadki). Rdzen wirnika jest wykonany w postaci odkuwki z litej stali
jednorodnej i1 izotropowej o statej przenikalnosci magnetycznej @Fe =
s oonst) i statej konduktywnosoi ($fFe = oonst), bez centralnego otworu.

Pole elektromagnetyczne wzbudzano jest przez prady plynace w zastep-
ozyob uzwojeniach twornika i wzbudzenia, ktérych sens fizykalny wynika z
dwuosiowej transformaoJdi wspétrzednych Parka. U podstaw przeksztakcenia
Parka leZa zatoZenia liniowo$oi obwodu elektromagnetycznego,symetrii tréj-
fazowego uzwojenia twornika, dwuosiowej symetrii aagnetyoznej wirnika i
pomljalnosci wyZszyoh harmonioZnyoh przestrzannyoh przepdywu twornika i
wzbudzenia. Zastepcze uzwojenia twornika 1 wzbudzenia roztoZcne sinusoi-
dalnie wzdduZ obwodu maszyny zastepuje sie nieskoriczenie cienkimi warstwa-
mi pradéw powierzchniowych o gestosci liniowej A1Q(r = R.|,¥,t) (oklad pra-
dowy twornika w oai d) oraz A”N(r = R2,ip,t) (okkad pradowy wzbudzenia):

Ald(y.p) Aln(p) sin pb<f

@.D
Af (V,p) = AFm() sin p~

przy czym miedzy amplitudami okdadéw pradowych i pradami plyagoymi w tych
uzwojeniaoh zachodzag zwigzki [0) :

o> -0 y? » Vv ->
@-2)
AfF>P)=£ f -Tel If(
gdzie:
*1" zwojow i wspétozynnlk uzwojenia tréjfazowego twornika.

Kropka oznaczono wlelkosoi wirnika sprowadzone na strone stojana, np.:

xfF() = xF j7> h = ff i

~Af “ liozba zwojow i wspétozynnlk uzwojenia wzbudzenia.

Klelkosci zalotne od ozasu stranformowano wg Laplace’a przy zerowych wa-

runkach poczatkowych.
Z pominiecia efektéw skrajnych w wirniku i z zatoZenia, te w kaZdym

przekroju poprzeoznym maszyny zjawiska elektromagnetyczne sg takie same,
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wynika, Ze pola elektromagnetyczne jeet polem dwuwymiarowym, a prady wi-
rowe w bloku litym maja tylko skkadowe osiowe. Rozwigzania og6lne, réwnac
Marwella sapisanyob dla obszaru ezozeliny powietrznej i bloku litego wir-
nika podano w praeaoh B,2,6],, Skkadowe pola magnatyoznego maja nastepu-
Jaoe postacie:

- w ssozelinie powietrznej

3ro = TT PRPo@)I.,Pb + Bo(p)r 008 pb?
@-3
\Y - RPo(p)rPb - Bo(p)r Po] Ola pbV
w bloku litym wirnika
Br2 = TT A2(p)Ipbir32) 008 pb<
@.19

V. =T A2@)Ipb(r22) "ia Pb"

gdzie:
Pb

lioaba par biegunéw,

Ip (r™) - zmodyfikowana funkoja Beasela pierwszego rodzaju, rzedu p»,
0 argumencie 2,

Ipb~A' 2N = d@rd>2) IpD(r*v*" ™2 * i PP FaFe*

State oatkowaaia Ao(p), Bo(p), A2(p) obliosa sie z uktadu réwnan alge-
braioaayob wynikajacych z warunkéw brzegowych na granioaoh peszozeg6lnyoh
obszaréw. Posta¢ warunkéw brzegowyoh zaleZy od tego, ktdére uzwojenie jest
zasilane, a ktére jest rozwartej

przy 1d ~ 0, *0 przy ~ o0, Id =0

H?0(R1S**p) * " Al1ldiV’p) "(Rrf.p) =0

Hto(R2 7+ ’p) s e@fcl(*2***p) H,,0(R2,r,p) * HM(R2,F,p) + *",(»,p)
Hro(V * « P> = AoHro<R2**"p) * Hr _Hr2(E2 ™ P}

dlar -0 H(r—*0,e,p) j owe
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warunek okresowosci pola:
H(r,«P,p) = SCr,«? + 9]

Wyraienia na etale catkowania podano w tablicy 1.

Tablioa 1

Stale catkowania w rozwigzaniach ogdlnych réwnan rozkdadu pola

State W ymuszenie oktadu pradowego Wymuszenie oktadu pradowego
oatko - twornika wzbudzenia

wania

. Hs i K Pije l* k
Im p* p. p -1 G(p)+1 4 -<p> gTpT+T

2kR,

A (p) (k" 1)R i<b G (p)-k

50 (p) I'm pb 2k G (p) +1 Atn p 2 lk+1° c¢Topl+l

ald(p)

«» > m Pl w

T D (Cs ., ja Cii)

3. Wyznaozenie indukoyjno6oi operatorowyoh

V rozpatrywanym modelu maszyny synchronicznej zastepcze uzwojenia osta-
4yoh skupionych (unwojenie twornika i klatki tdhumigcej w oaiaoh d iq oraz
uzwojenie wzbudzenia) roztoZone sa na wewnetrznej powierzohni stojana i
zewnetrznej powierzchni wirnika. Strumienie magnetyozne przenikajgoe przez
te powierzohnie i skojarzone tym samym z zastepczymi uzwojeniami maszyny
zwigzane sa z pradami pd#ynagoymi w tych uzwojeniaob za pomoca operatorowyoh
indukoyJnoioi wkasnyoh i wzajemnyoh zgodnie z rolaoja:
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v'dtp)” 0 LAF® i egeps  © 1d(p)
24 0 e ® 0 Y w p a®

VFG> = LFd@) 0 Lfo(@  Lf-td@) ° XN GD
Ytd (p) Lid-d@) © Ltd-F Ltdo@) © Xt dn

RACT ) 0 Ltg-g~ 0 0 Ltg>>_  Xiq@)_

Ze wzgledu na zatozenie o poraijalnie male,} grubosci zastepczych uzwo-
jen (nieskonczenie oienkie warstwy pradowe) indukoyjnosoi whkasne tych
uzwojen powinny by¢ powiekszone o indukoyJnosoi rozproszen odpowiadajace
strumieniom rozproszenia zamykajacym sie w obszarze zajetym przez te uzwo.
jenia. Do indukcyjnosoi tych (zwanych zewnetrznymi indukcyjno$oiami roz-
proszenia) mozna wikaczy¢ ponadto indukoyjnosci odpowiadajgce strumieniom
wyzszych harmonioznyoh przestrzennych.

Ldo(p) L"dz

Lgo(®) LSqgz L<u<p>

Lfo(p) -~ Ltz G-2
L "tdo(p) AStdz L;*do(p>

Sao (p! _"etqz_ w;o<p~”

Obwody klatki tdumiacej (lub réwnowazne jej obwody pradow wirowych w
przewodzgoyoh klinach ztobkowych i zebaoh wirnika) zajmujg tosamo miej-
sce w rozpatrywanym modelu oo zastepcze uzwojenie wzbudzenia. Ponadto ze
wzgledu na maty wpdyw szerokioh zebdéw i maly wphyw interakoji miedzy osia-
mi d1lq mozna przyja¢ nastepujace zatozenia:

Ld-td(p) = Lid-d(p) = Ldf(®)” Lg-tq(p) = Lig-q(p) = Laq(p) =Ldf(p)~”
Lf-td(p) = Lid-f(p) = LFO(F)< LidO(F) = Ltqo(p) = LFfo(p)™

LqOo(p) = LdO(p) G-3
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Z romali (3.1) i (3.2) wynikaja definioje indukoyjnosci operatorowych:

LFo~ = Lsfz + 11p) G-4)

Strumienie sprzezone z zastepczym uzwojeniem twornika i wzbudzenia o-
kreilone sg przez sktadowe normalne indukcji magnetycznej na powierzcbhni
zajetej przez te uzwojenia w obrebie Jednej podzialki biegunowej

sr

G.5)
+SF

Po podstawieniu i soatkowaniu wyrazen dla skladowyoh promieniowych in-
dukcji magnetycznej oraz po zastgpieniu amplitud okkadéw pradowyoh zastep-
czego uzwojenia twornika i wzbudzenia przez prady pdyngoe w tych uzwoje-
niach wg wzordow (2.2) wyznaczono indukoyJno6ol operatorowe zdefiniowane
przez relacje (3.4):

L~ro(ie2- 1)

Ldo™p” ~ idt + Lgo + OTP)+l (3.6a)

(3.6b)

(3.60)
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gdzie:
L £dz - zewnetrzna indukoyjnos¢ rozproszenia twornika,

L “ zewnetrzna indukcyJnos¢ rozproszenia wzbudzenia sprowadzona m
strone etojana,

160 =sr( i i
Ph
1AL 2 2u R2
Lade= g~ f2 Zz1M~  ~p~ 1li (Atl)) (p-) - indukoyjnod¢ oddziatywania twor-
nika w osi d (Indukoyjnosc¢
szczeliny).

Wyznaczajac granioe przy p—*0 indukcyjnodoi operatorowej L&j(p) o
trsytuuje sie indukoyjno6¢ synobroniozng w osi d:
Ld = tio Ld°(p) = + G+ ~Ho whkg<u»* k2 V
1*¥T .k
Granioa przy p— 00 indukoyjnosci operatorowej LdQ(p) okresla induk-

oyjnos¢ wstepna, ktéra odpowiada Indukcyjnosoi podprzejéoiowed w klasycz-
ny« modelu maszyny z dwoma zastepozyml obwodami w wirniku w osi d:

} = p”.,Ldo(p) = Ltfd* + L*>*

Sohematy zastepoze maszyny synohronioznej

Roéwnania maszyny synohronioznej w ukdadzie wspoétrzednych Parka w dzie-
dzinie operatorowej maja nastepujgoa postac¢ [9] :

[u(pii = P fi*P)) +W [kl )] + [r] [KpJ (<t
gdzie:
£E]1 = Md@E). 0q(), U*(p),o,o]T
= [2d{p)*"afp). 4¢f(p).S"id(p),Y;+ @]
O] = [d®), iqP), if(p). i;d(P), i;q(PIT

[F1 = diag {H-R.Rf,R;d, ~q]-
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0 -1
=1 o

~ ©@ = (o)
5X5

Po uwzglednieniu réwnan (3.1), (3.2) i (3.3) wektor strumieni sprzezo-
nyoh zwigzany Jest z pradami w nastepujacy sposob:

vd(® Tiod 0 LdF(p) LdF (P> 0 Ty o
Ya () 0 Lyo® Y 0 Laq@) 1)

PO = Lfd@)  ° Lfo(p) Lfo(p)~NFz N NG

<pid(p) Ldf® 0 | fo(p)-Ldz Liop)- W rtdz ©

Woop) °  Lag( 0 0 Ligo(p) _nq(p’

Po podstawieniu powyzszyoh zaletfcnodoi do réwnan (4.1) otrzymuje sie row-
nania, ktérym odpowiadaja sohematy zastepcze maszyny synohronioznej w osi
di g przedstawione na rys. 3.

-223 V77\-
1 pfr-tjofpl-i-wfijsjj ptL IO (p)~ +-aif ()]

p\(p) S P 31

Rys. 3. 0golny schemat zastepczy maszyny synchronicznej w osi d i g
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Indukoy Jno$oi operatorowe [Ldb(p)-Ljf(p)Joraz jLNipJ-L~C p)J odpowia-
daja strumieniom rozproszenia twornika (w osi d i q) zamykajacym sie w
szczelinie. Podobnie, operatorowe indukoyjnosoi G(pJ-Ljf (p)-L~.J ora*
h qo (p>-Lag(P)] sa operatorowymi indukoyjnosoiami rozproszenia wirnika
wzgledem twornika:

Wyznaczajac granioe przy p-*-0 otrzymuje sie indukoyjnoscl rozproszen
stanu ustalonego:

- Indukoyjnos$¢ rozproszenia twornika

(ce) W,(lc2-1)-L - R?b
L* = LSd(p) ™ 4 * ? u XLgz + Liok—-p-——p-.
p-° 1+X£ K R. + R~
9Fe

indukoy jno$¢ rozproszenia wirnika (odpowiadaldgoa indukoyjnosoi rozpro-

szenia w klasycznym modelu maszyny z dwoma skupionymi obwodami w
osi d [6])
L~ k2-L , - R™"b - H™b
Le»d = A*0 L*»d(p) = ~NE *FLAK
1 +£K W * 0 R, * &2

Wyznaozajao granice przy p-— O operatorowej Indukoyjnosoi oddziaty-
wania Lajd(p) otrzymuje sie indukoyjnos¢ szczeliny:

Lad = Lad(p> = Kd{ - * Lad*=1L1d “ L*
p~° 1 ¢ k
rFe

Podobienstwo postaci operatorowyoh wszystkioh indukcyjnosoi operatoro-
wych umozliwia uproszozenie struktury schematéw zastepczyoh maszyny.Przez
wymnoZenie réwnan napieciowyoh wirnika przez stalg, dowolng liczbe £,ann-
logioznle Jak to sie czyni przy sprowadzaniu wielkosci wirnika na strone
stojana, uzyskuje sie réwnowazne schematy, z ktoryoh jeden dla osi d
przedstawiono na rys. U.
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9O 2276 HzZ3
PLd(p)- 1 La@)]
QFfrd(p)
PVp)
P?Lad(p)
e i)
1

Rys. I Schemat zastepozy w osi d z wprowadzonym wspédczynnikiem

Przez wybor wspédczynnika ”~ o wartosci:

v Lek-1)* R

_______ i+

>= — I!idE = (J—)2 @ - i)

uzyskano uniezaleznienie wzdtuznych indukcyJnosci operatorowyoh schematu
zastepczego od operatora roézniczkowego p:

Ldol " £Lad(p) = Lém)

"ad@®) - o
Lfo(p) - Ltffa

Staty wspétczynnik ~ zalezy tylko od wymiaréw maszyny i 4iozby par bie-
gunéw i mozna go wkgozy¢ do wspétczynnika sprowadzajgcego wielkosci wir-
nika na strone stojana

2r "W * f S777 (ie)b -t>-

Schematy zastepcze maszyny przyjma teraz postac¢ przedstawiong no rys.5.
Wielkoéci sprowadzone za pomoca wspéfozynnika *  oznaozono dwiema krop-
kami .

W tablicy 2 podano wartosci wspotozynnika £ obliczone dla dwubieguno-
wyoh turbogeneratoréw o mocach z zakresu 6-500 MW,

Z tablioy 2 wynika, Ze wspotczynnik T jest w przyblizeniu réwny jedno-
Soi i maleje wraz ze wzrostem mocy turbogeneratora.
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Oi q @
JL UM
XH @i
pV p) pL'aa(p) = Ple.z
4+7Pe) r

It. 5. Sohematy zastepcze maszyny synohronlozned w osiach d i q

Tablioa 2

Wartosci wspédczynnika © dla dwubiegunowych turbogeneratoréw

T2-6-2 T2-50-2  TW2-100-2 TWW-200-2  TGW-500
Turbogenerator g 50 MW 100 MW 200 MW 500 MW
0,9986 0,9966 0,9959 0,9905 0,9867

y

5. PrzyblllodBp.model matematyczny maszyny synchronicznel

Praktyozne wykorzystanie otrzymanych schematéw zastfpczyoh maszyny do
analizy nieustalonych stanéw zaleZy od mozliwosci analitycznego lub nume-
rycznego odwracania wyrazen operatorowyoh powstajgacych w trakcie rozwig-
zywania stanéw nieustalonych. Wyrazenia te zawierajg zmodyfikowane funk-
cje Bessela pierwszego rodzaju o argumencie zaleznym od operatora réznicz-
kowego p. Przez zastapienie funkcji Bessela wzorami asymptotycznymi mozna
wyrazi¢ indukoyJnosoi operatorowe przez funkoje elementarne. Wzory asymp-
totyczne dla funkoji Bessela okreslaja je z wystarozalgaoa doktadnoscigdla
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duzych wartosci argumentéw. Warunek ten Jest w zasadzie spedniony ze wzgle-
du na duze wartos$oi przenikatnosci magnetycznej i konduktywnosoi stall wir-
nika

Po zastosowaniu wzoréw asymptotyoznyob

R2¢2
(Ryt, LI (H-*2)
Pb ~ 2 y/a «rh 272 “b 2
uzyskuje sie przyblizenia:
Ip (R™)
8d 1le

Na rys. 6 przedstawiono oharakterystyki modutowo-fazowe operatorowej
indukoy Jnosoi oddziatywania Id (Jw) uproszczonej i nleuproszosone j.obli-
ozone dla turbogeneratora TW-200-2 (200 MV).

Rys. 6. Charakterystyki modutowo-fazowe indukoyJnoscl operatorowej oddzia-
tywania L”d(gB

Rozbieznosol miedzy charakterystykami pojawiaja sie w zakresie natyoh
czestotliwosci, przy ktoryoh funkoje Bessela nie moga by¢ zastepowane
przez wzory asymptotyozne. Jak wykazano w praocaoh £ ,3,5!, przyblizamy mo-
del matematyozny maszyny mozna rozwigzac¢ analityoznie. Wygodniejszg pos-
ta¢ réwnan, przydatng do obliczen stanéw elektrodynaraioznyoh nieustalonych
na maszynie oyfrowej, mozna otrzymaC przez zastgpienie indukcyjnosoi ope-
ratorowyoh przez dwdjniki pasywne o stabych skupionych RL [5,6,7] -
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6. Wnioski konoowe

Na podstawie analizy pola elektromagnetycznego w maszynie od strony
stoJana (zasilane uzwojenie twornika, przerwane uzwojenia w wirniku) i od
strony wirnika (zasilane uzwojenie wzbudzenia przy przerwanych uzwojsiiach
pozostatyoh) uzyskano doktadne wyrazenia dla wszystkich indukoyjnosci ope-
ratorowych opisujacych stan nieustalony maszyny. Wykazano, ze indukcyjno-
Soi rozproszen (twornika, winnika) nie sg statymi wspodczynnikami,lecz sg
wyrazeniami operatorowymi. Uzyskany model matematyczny maszyny, w poréwna-
niu z modelem maszyny z prac [ji,3,k,5,6,7] otrzymanym na podstawie anali-
zy pola tylko od strony stojana wnidst nastepujgoe uscislenia, wynikajace
z poréwnania schematéw zastepczych z rys. 1 i 5:

- zamiast indukoyjnosci rozproszenia L~ w gatezi twornika pojawita sie
indukoyjnos¢ wstepna LN (0000,

- zmniejszeniu ulegt wspoétczynnik sprowadzenia wielkosci w irnika na stro-
ne stojana

Zmiany te nie maja zasadniozego wpdywu na wyniki obllozenh praktyoznych.
Wiekszy wpdyw wprowadzonyob uscislen moze sie pojawi¢ w przypadku obli-
czen wielkosci wirnika, zwkaszcza dla turbogeneratoréw najwiekszych mocy.
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JATEMATHHIOKAM MOARUb TyPHOTEHKPATOPA yMMIWAJOIlAil PACIPEAEJEEHHE
BULPEBHX TOKOa B UACCHBUOM POTOPE

Ped3»me

B padoie nojtyMeHa uaTeMaiHMeCKaa MOAejib rypOorenepaiopa aXa HCcaeAOHa-
HH« nepexoAHbDi npoueccoB, y~HTMBangaa pacnpeAejieHne aHxpeBux tokob b uac-
CBBHou poTope, OnHpaach aa peayxbTarTax pacnéia saeKipoMarHutHoro aoxa bh-
HysmeHHoro tokom «Kopa u tokom BosOyanexHa, onpe.nexeHH onepaiopxue kha7k-
thbhocth, saTea nocipoeaii cxeMti 3aveaaHHK reHepaTopa. PaspaCoiaHuaa moasab
CBHXpOBBOtt UaaHHhi XBXXeTCX yTOMHeHHeM MaieMaTHBCCKOlt MOASJtil UpUMMASMO# B

pacgéiax ao eux nop-

MATHEMATICAL MODEL OF TURBO-GENERATOR
TAKING INTO ACCOUNT EDDY-CURRENT EFFECTS IN ROTOR

Summary

Tbe mathematical model of a turbo-generator is presented, taking into
aooount distributed oonstants in the solid rotor. Using operational induo-
tanoes of turbo-generator, derived from Maxwells field equations, equiva-
lent-oircults are oonstruoted. The presented mathematical model of turbo-
generator is more acourate than model existing up to tbe present.



