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OCENA DOKŁADNOŚCI TYCZENIA METODĄ PRZECIĘĆ KIERUNKÓW 
W PRZYPADKU REALIZACOI OBIEKTU Z CZTERECH BOKÓW OSNOWY

Streszczenie W pracy przedstawiono analizę dokładności tyczenia 
elementów proj ektu budowli dla metody przecięć kierunków, których pun
kty kierunkowe położone sę na czterech bokach osnowy. Wyprowadzone 
wzory określaj? w sposób ścisły wpływ niedokładności osnowy oraz 
wpływ niedokładności metody tyczenia na wyznaczany w terenie odci
nek.

1. WSTĘP

W pomiarach realizacyjnych szerokie zastosowanie znajduje metoda prze
cięć kierunków. Najczęściej jest ona stosowana przy pracach zwięzanych z 
realizację w terenie obiektów o konstrukcji szkieletowej. Tyczenie ele
mentów projektu, opierajęce się na tej metodzie, można prowadzić w dwoja
ki sposób:

- położenie punktu określone jest na podstawie miar odłożonych z dwóch 
lub trzech boków osnowy (rys. l),
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Rys. 2

- położenie punktu wyznaczają miary odkładane z czterech boków osnowy
(rys. 2 ).

Przedmiotem pracy jest ocena dokładności wyznaczenia typowych elemen-

wiono analizę dokładności tyczenia z dwóch boków osnowy). Za typowy ele
ment geometryczny przyjęto długość i kierunek realizowanego odcinka, czy
li, wielkości, których średnie błędy s? niezależne od orientacji sieci pun
któw osnowy.

Dla jednoznacznych konstrukcji tyczeniowych (czyli w przypadku breKu 
obserwacji nadliczbowych) średni błąd wyznaczenia typowego elementu jest 
określony zależności?

mg - średni błęd wyznaczenia typowego elementu e,
meQ - średni błęd elementu e z tytułu niedokładności czynności po

miarowych ,
mej - średni błąd elementu e z tytułu niedokładności położenia punk

tów osnowy.

W rozważaniach oddzielnie analizowano wpływ niedokładności tyczenia o- 
p z  wpływ niedokładności osnowy, W obu przypadkach związkami wyjściowymi 
do dalszych obliczeń są wzory na współrzędne x, y tyczonego punktu, o- 
trzymane z rozwiązania układu równań prostych AB i CD (rys. 2):

tów geometrycznych dla sposobu podanego w punkcie 2 (w pracy £l]przedsta-

(1.1)

gdzie:
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y  -  y 4  - £ 4 4 * ( *  -  * 4 ) .  < i - 2 )A x, - x(. ' A3 A

y - yp. ■ r - . ,r ix - xc } ■ (l-3)

skad

yB ' yA x _ yD - yC x . y 
a v _ v * Ar Ya

■ X3 " XAX ----------
y B -  v a  y D -  y c

(1.4)

f('x A  ‘  x c } ”  v a

V " XB - XA ' yB - yA yD " yC + Y A ’
(1.5)

g d z i e : v
x^, - współrzęane punktów kierunkowych A, 9, C, D,
x, y - współrzędne punktu wyznaczonego.

Różniczki zupełne powyż .zych wzorów - zgodnie z [l] - maję postać: 

dx = pA tg<SA B dxA - pA dyA ♦ p3 tg^ABdx B - p Bd y B - .pc tg<$CDdxc +

+ PCdyC - pOt3<5CDdXD + PDdyD ' (l-6)

dy  = qA tg 5 A B dxA  - qA dy A + q 3 tg<SA B d x B - q 3d y B - q c tg<SC D d x c +

+ qCdyC - V A » dXD + qDdyD' (1‘7)

gdzie :
¿A B , ¿rD - azymuty kierunków wyznaczajęcych punkt P.

M = tgóAQ * tg«SC D , (1-8 )

o , 1 , (1.9)M xB - xA

(1 .10)
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0 - M xQ - xc ' (i.1 1)

i x c - x 
'D ' M xc - V

( 1 . 12 )

1, V - yc . X3 ~ XC ..i , 
qA * M x., - xA + xQ - x" tq°CD''3 A B A

(1.13)

i , y  ”  y c  “  x r  n

%  - FT(x3 - xA  ł xA - xB *«<CD> (l.14)

qc - (1.15)

1,V * yA XC - XA . jf
qD ' M X - x + X - x q ABD C C D

(l.16)

2. WPŁYW BŁĘDÓW CZYNNOŚCI TYCZENIA

Błęd ¡wyznaczenia długości odcinka z tytułu niedokładności tyczenia wy
raża się wzorem:

3x_ 9y

° x ay
i3oi'~ %ajZ

3x 2v 
H i

2

COS1?

sin«f
2

!l‘oę (2 . 1 )

natomiast bięd wyznaczenia kierunku odcinka z uwagi na wpływ błędów ty
czenia - wzorom:
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2 r

| -COS'?!

9x ty 

8x 8y
m z  m ;

x 2' 
SĆT -  n

{
sin-fl m ^  

cos«[ d^ę
(2 .2 )

gdzie:
•e - azymut tyczonego odcinka PK, 
d - długość odcinka PK,
ryfi ,0f2 . . . -  wielkości podlegające pomiarowi podczas tyczenia odcinka 

PK. ,

W przypadku metody przecięć, wielkościami podlegającymi pomiarowi w 
procesie tyczenis są wartości liniowe a2 , , a4 oraz kierunki
¿2 j, ¿i 2 ‘ 64 3 . Wielkości te sę związane ze współrzędnymi punktów kie
runkowych A, B, C, D znanymi równaniami:

xi - xk d )  * •¿c°sĄ,_i' (2.3)

= yk d )  + 6jsin6k-i' (2.4)

przy czym:
x^, y^ - współrzędne punktów kierunkowych, 

xk(l)' vk^l) “ punktów osnowy,
- długości odcinków a^, a „ , a_, ą4 ,

^ - odkładano kierunki na boku osnowy K-1 .

Różniczkując związki (2 3). (2 4' względem odkładanych wielkości, otrzy
mano różniczkowe zmiany współrzędnych stanowisk A, B, C, D ze względu na 

małe zmiany tyczonych eiementćw 8 j ■ j. 1 ! ‘

dxA = c c s i ^ d a ,  a ^ i n & ^ d c S ^ , (2.5)

dyA = sinój^daj + -s1coei1_4d<51_4 , (2.6)

dx0 = cosó-_ jda? - a2 si ' (2.7)

dy8 = sini2_3da,, + ar>ccs:$,,_3d<$2_3 , (2 ,8)

dxc = coscS.^^daj - s3sin<5,_2d<5:i_2 . (2.9)
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dyc = ain«S1_2da3 + a3cost$1_2d<S1_2 ,

dxD = cos<$4_3da4 - a4sin<$4_3d<$4_3 ,,

dyD = sin($4_3da4 + a4cos<$4_3d<S4_3.

(2.10)

(2 . 11)

(2.12)

Podstawiając zależności (2.5) - (2.12) do wzorów (l.6), (1.7), a na
stępnie grupując wyrazy względem poszczególnych zmiennych, ustalono róż
niczki występujące we wzorach (2.1 ), (2.2).

Po wprowadzeniu form

f =

cos^ii4 sin^1 

1 ^ A B

•5.

f  =

9' =

2-3

1-2

s m (

‘A b

COS&

2-3

1-2

CD

sin<$4_3 cosó4. 3

'CD

rozpatrywane pochodne przyjmą postać:

dx ,
31T ' Pa l'

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

dx
3 ^  = Pb ^I- ( 2 . i e )

(2.19)

dx ,
dTĄ = PDS1' (2.20)
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dx
337" , u  •

dx
35— 7  B -?3 2 -'

dx . . .  i.
d<$„_0 ” p /'3 ?•

dx
" paB492*

(2.24}

°y_ . f 
' 1'

(2.25)

(2.26)

qC f32 ( Z . 2 7 N

3^7 = qD9i- 4

-rjr*1-  = -q, a, f„ . (2.29)
1-4

# 7 7  = ' W ? '  U ’30)

  = o.a.f ’ , (2. 51

» o n - S i. (2.32!d<54_3 B

Podstawiając pocnodne cząstkowe [ Z  '~7 ' - (2,32) do wzorów (2. 3 ( 2 . 2 )  , 

ustalono średni błąd długości
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oraz średni błęd kierunku tyczonego odcinka

sin"?

-cos<p

T
-xp — yp simf 2

• ^ (2. 34
-cos"f ✓

z tytułu niedokładności tyczenia, przy czym £ x i oznaczają macierze
zestawione odpowiednio dla punktów P i K. Macierze te maję postać:

= [PAfl P09l PCfi PD9i -PAalfl -P3a292 PCa3fi pDa4Pi]T’ (2’35)

-y = CqA fl qs9l qC fl qDgi _qAaif2 "qBa2q2 qCa3 f2 qDa432j ’ (2.35)

Proponowany algorytm wyznaczenia wpływu błędów czynności pomiarowych 
jest równoważny dokładnościowo metodzie opierającej się na równaniach ob
serwacyjnych dla mierzonych wielkości. Celowe wydaje się jednak stosowa
nie do analiz tego algorytmu, ze względu na mniejszą pracochłonność obli
czeń.

3. WPŁYW NIEDOKŁADNOŚCI OSNOWY

średni błęd długości odcinka z tytułu niedokładności położenia punktów 
osnowy wyraża się wzorem:

mdf “ mo • Bd'

gdzie:
mQ - średni błęd jednostkowy pomiaru osnowy,

- błędność długości odcinka.

Błędność Bd jest określona wzorem:

■ £<5 • a  • £<,.

gdzie:
Q - macierz wariancyjno-kowariancyjna dla punktów osnowy, 
£ d - macierz funkcyjna.

Macierz wyraża się zależnością:

£d

cosf T

A
T
’

7T " -xp

sin<f
--yk "  - y p -

(3.1)

(3.2)

(3.3)



Ocena dokładności tyczenia. 35

przy czym "f oznacza azymut tyczonego odcinka PK, natomiast F^, F^ ozna
czaj? jednokolumnowe macierze pochodnych częstkowych współrzędnych punktu 
tyczonego względem współrzędnych punktów osnowy.

Czyli

[ dx dx dx dx dx dx dx dx F
-X = 3y^ 3x^ 3yJ Hx^ ćfy^ 3y^J '

_ fdy dy dy dy d^_ d^_ d^_ dy_|T
-y ~ [_3x^ Hy^ 3yJ 3x^ 3yJ 35^ 3y^J *

(3.4)

(3.5)

Określenie średniego błędu kierunku odcinka przebiega w podobny sposób_ 
jak dla błędu długości i opiera się na wzorach:

m<f = moB>f,

B̂ , = Fy . £  . Fy.

F*  = 3
1

sin<f T
-xp

1

i

3
cos1? r-yp + —yk.

(3.6)

(3.7)

(3.8)

gdzie :
d - Jest długości? odcinka PK, a znaczenie wielkości mQ , Q,

F , F - objaśniono przy wzorach (3.1) - (3.3).x y
Z powyższych zwięzków wynika, że do określenia wpływu niedokładności 

punktów osnowy na realizowany odcinek konieczna jest znajomość macierzy
(3.4) i (3.5). Wy9tępuj?ce w nich pochodne częstkowe ustalono na podsta
wie wzorów na różniczki zupełne współrzędnych tyczonego punktu. W tym ce
lu do zależności (i.6) , (i.7) podstawiono wzory przedstawiajęce różnicz
kowe zmiany d x ^ , dyŁ współrzędnych stanowisk A, B, C, D ze względu na 
małe zmiany współrzędnych punktów osnowy. Określono Je, różniczkujęc zwięz- 

ki postaci:

y l - y k ,
xi = xk + aj cos arc t9 x1 -, x~k - (3*9)

y l ~ yk /
y i = yk + aj sin arc tg xy -x~ ■ \3.10)

w których:

V  yi
V yk' xl* y l
a .

- współrzędne punktów kierunkowych A, 3, C, D,
- współrzędne punktów osnowy,
- odkładane na bokach osnowy odcinki a ^ t , a ^ , aĄ .
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Wprowadzając

oraz formy

oznaczenia :

pA • *1 -
- t r - ? '

pc • *3 ,
T   " t ■1-2

(3.11)

(3.12)

PB • a2 _ f 
L2-3 *

4-3

(3.13)

(3.14)

qA • al
— ------  -°f-

1-4

qB • *2 V-

(3.15)

(3.16)

qC • a3 -
—r  “ 5 -

1-2

q0 • *4

- T Z T " *

(3.17)

(3.18)

ein2 51_4 y  sin 2 | t _4

t85AB 1

8ln25i_2 ^  sin 2<51-2

k’

sin2<52_3 ^  sin 2<52_-3

tgJAB i

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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1 *

sin2<54 _3 ^  sin 2<54 _ 3

tg<5CD
(3.22)

po uwzględnieniu, że cos2<$^_^ = 1 - siD2^ . !  pochodne cząstkowe wzglę

dem'poszczególnych zmiennych przyjmę postać:

dx
3^7 = PA t9<5AB - ? k 2  - PC t9(5CD + 6 k 2'

%  = "Pa + PC + 2 (1 - kł> - kj)

f e  = PBt9<SAB - |Ł2 " &k2 '

3^7 = "PB + ^ (l - V  + 6(1 - ki)

%  = ? 12 - ^ «

%  - F - d  - - i,)

3 7 7  = ? k2 - PD t9^CD + F 1^

3y7 = PD - ? d  - kŁ) '-¿i( 1 - 1')

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

1x7 = 9At9(SAB -°'k2 “ 9Ct9^CD + Sk 2'

= qc ~ qA + °fd - k1) - s(i - k'),

%  = qBt9<5AB - i ł2 - S 4 >

a^r = -q3 + tfd - ij) + ®(i - kp

%  = i X2 - ( ^ 2 -

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)
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3^7 -/»<* - Xi) - ^ ( 1  - l i ) .  ' (3.36)
r3

jg- .0fk2 - qDtg5CD ♦ ̂ l ź . (3.37)

^ -  = qD -of(l - kj) - /&(l - 1*). (3.38)

Podstawiając zależności (3.23) - (3.38) do wzorów (3.4) i (3.5), wyzna
czono macierze F , F .-x' -y-

Po wprowadzeniu oznaczeń:

' A = i?k2 (3.39)

B = 8 kg (3.40)

C = £ (l - k1) (3.41)

D = 6 (l - k') (3.42)

E = | l 2 (3.43)

F = £(l - 1Ł) (3.44)

G =¿11^ (3.45)

H =¿1(1 - l p  (3.'46)

A' =ofk2 (3.47)

8 ' = 6 kg (3.48)

C' = Of(l - k^) (3.49)

D' = S (l - k') (3.50)

E' =)T12 (3.51)

F* = iT (1 ~ V  (3.52)

G' = |51.£ (3.53)

H' = ¡5(1 - I') (3.54)



Ocena dokładności tyczenia. 39

ot rzymano:

F = — x

Pa^ A B  - P c ^ D  - A + B
pc - pA ♦ 0 - D

Pb^ ab - E - B

-PB + F + O

E - G 

H - F

-Pn^GD + A + G
C - H

(3.55)

tgiAB - qrtg6rn - A' + B’co

Pc - Pa  + c ' - D '

Pb ^ ^ b - E ' " B '

-qB + F' + D' (3.56)

E' - G'
H' - F'

- P d ^ ^ c d  + A '+ G ' 

qn - G* - H '

W oparciu o te macierze oraz związki (3.1) - (3.3) i (3.6) - (3.8) moż
na ustalić średnie błędy długości i kierunku tyczonego odcinka, wynikają
ce z niedokładności punktów osnowy.

Omówione w punktach 2, 3 wzory dotyczę przypadku tyczenia z czterech 
boków osnowy o dowolnej orientacji. Oednak w praktyce najczęściej wyko
rzystuje się tzw. metodę przecięć krzyżowych, czyli tyczenie z boków os
nowy regularnej (siatka kwadratów i prostokątów). Uwzględnienie, że s^ = 
= a2> = a4 oraz, że punkty 1, 2, 3, 4 (rys. 2) tworzą prostokąt ,
znacznie upraszcza postać powyższych wzorów.
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4. UWAGI KOŃCOWE ,

Z przeprowadzonych rozważań wynika, że proponowany algorytm oceny do
kładności metody przecięć kierunków ma ścisły charakter. W pracy £4] wy
kazano, że rozbieżności między ścisłym sposobem postępowania, a metodami 
przybliżonymi mogę przekraczać 100% wartości średnich błędów rozpatrywa
nych elementów geometrycznych. Oznacza to, że ustalona na drodze obliczeń 
przybliżonych dokładność pomiarów realizacyjnych może doprowadzić do prze
kroczenia tolerancji budowlano-montażowej, z jakę należy wytyczyć dany o- 
biekt. Może też występie przypadek odwrotny, tzn. ustalona dokładność prac 
realizacyjnych jest zbyt wysoka w stosunku do potrzeb, co niekorzystnie 
rzutuje na stronę ekonomicznę pomiarów.

Coraz szersze zastosowanie maszyn cyfrowych do obliczeń geodezyjnych 
oraz wzrastajęce wymagania dokładnościowe prac realizacyjnych przemawiaję 
na korzyść ścisłego sposobu prowadzenia analiz dokładności.

Przedstawione wzory dostarczaję informacji, jaki jest wpływ niedokład
ności osnowy, a jaki - niedokładności tyczenia na wyznaczony element geo
metryczny, co w powięzaniu z tolerancjami usytuowania obiektu stanowi pod
stawę optymalizacji osnów i pomiarów realizacyjnych.

•
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OUEHKA TOHHOCTH BEffiEHHH MEIOflOM IIEPECEHEHHfi HAHPABJIEHHfl 
B CJiyHAE PEAJIH3AUHH OBBEKTA C HEIHPEX CTOPOH OCHOBH

P e 3 lo m e

B p a d o ie  npeflCTaajieH aHa&H3 tohhocth BemeHHa ajteueHiOB npoejcTacoopyaceHHH 
fljia u e io ^ a  n e p e c e ’iaHHft HanpaBJiennfi, HanpaBJieHHHft tohkh kotophx pacnojioxeHH 
s a  q e x u p e x  c io p o H ax  ochobu,  BiiBe^eHHbie $opMyjiu tohho onpe^ejiaioT BjiMHHHe He- 
TOifflOCTH OCHOBH a  TaKSCe BJIHHHHe H6T0HH0CTH MSTOfla BeneHHH Ha paCCHHTaHHHii 
Ha MeCTHOirtH 0Tpe30K .

ESTIMATION OF ACCURACY OF SETTING OUT BY INTERSECTION 
METHOD REALIZING THE OBJECT FROM FOUR NETWORK SIDES

S u m m a r y

In the work there has been presented an analysis of occuracy of sett
ing out elements of a building project for the intersection method of di
rections, whose directional points are positioned on four network sides. 
The derived formulae strictly define the influence of inaccuracy of both 
network and the method of setting out on the section being determined.

I


