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PROPOZYCJA DOBORU PARAMETRÓW ANIZOTROPOWEJ 
PÓŁPRZESTRZENI SPRĘŻYSTEJ DLA PODŁOŻA UWARSTWIONEGO

Streszczenie. W pracy podano propozycję ustalania zastępczych pa
rametrów anizotropowej półprzestrzeni sprężystej dla podłoża dwu
warstwowego, znajdującego się w płaskim stanie odkształcenia.

1. WSTĘP

H. Koning (1957) [5] oraz L. Barden (1963) podali wyrażenia na skła
dowe stanu naprężenia i przemieszczenia w jednorodnej anizotropowej pół

przestrzeni sprężystej, obciążonej pionową siłą skupioną P. Rozwiązania 
swoje oparli na uogólnionym prawie Hooke'a, podanym dla ośrodka o anizo

tropii heksagonalnej przez Hearmona Q4] oraz o funkcje naprężeń dla tego 
ośrodka podane przez Michella £7 ].

Rozwiązania te (ściślej rozwiązanie Bardena) zostały rozszerzone na 
inne przypadki obciążenia pionowego. Uzyskane rozwiązania mają postać zam

kniętą a warunkiem ich zastosowania jest właściwy dobór pięciu parametrów 
Eq v , n, 9̂ , 9 2 - 9^. charakteryzujących analizowany ośrodek gruntowy. Pa

rametry Eo v > n oznaczają uogólniony moduł odkształcalności w kierunku 
pionowym oraz tzw. stopień anizotropii. Pozostałe parametry 9 ^, ^ 2 ' ^3
wprowadzone przez Bardena zwane są współczynnikami Poissona, przy czym: 

- uwzględnia wpływ odkształceń poziomych w jednym kierunku na odkształ
cenia poziome w drugim kierunku, \> 2 - uwzględnia wpływ odkształceń po
ziomych na odkształcenia pionowe, - uwzględnia wpływ odkształceń pio

nowych na odkształcenia poziome.
Stosowanie wspomnianego modelu oraz otrzymanych rozwiązań szczegółowych 

można przenieść na podłoże uwarstwione. Problemem otwartym pozostaje je

dynie dobór parametrów materiałowych ośrodka zastępczego.

Artykuł niniejszy stanowi propozycję w tym zakresie, ograniczając się 
jednakże do podłoża dwuwarstwowego znajdującego się w płaskim stanie od

kształcenia.
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PRZEDSTAWIENIE PROBLEMU

Wykorzystanie modelu anizotropowej półprzestrzeni sprężystej w anali

zie stanu naprężenia i przemieszczenia podłoże uwarstwionego zasugerował 
L. Barden [2 J, proponując jednocześnie sposób określania zastępczych mo

dułów odkształcalności pionowej i poziomej z zależności (rys. i):
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Przyjętej metody wyznaczania tychże 
modułów Jako średniej harmonicznej i wa

żonej z parametrów Eo i ■ Barden nie

uzasadnia. W cytowanej pracy, jak również 
w pracach Rossińskiego £8] i Kisiela [ej 
brak informacji odnośnie do metody doboru 
pozostałych parametrów poza warunkami, 
jakie muszę one spełniać w myśl przyję
tych założeń brzegowych. Analiza otrzyma

nych wartości stopnia anizotropii n dla 
wielu szczegółowych przykładów liczbowych 
obejmujących podłoże dwuwarstwowe poziomo 
uwarstwione budzi zastrzeżenia odnośnie 

proponowanego sposobu wyznaczania tego parametru. Rozważania te przykła
dowo zilustrowano na rys. 2 .

Obliczone wg (l) wartości stopnia anizotropii n dla przykładów nr I 
są identyczne i >  1. Oznaczałoby to wobec zależności składowych stanu 
naprężenia głównie od parametru n, że dla obydwu przedstawionych

przykładów odpowiadające naprężenia w tych samych punktach półprze-
strzeni są co do wartości równe.

Analiza przykładów nr II dowodzi, że dla wartości j& z przedziału (o,l 
■flO) przy różnych wartościach h2 wartość parametru n waha się w

przedziale (17-2 ,8). Przyjęcie parametru n z tego przedziału nieznacznie 
modyfikuje wartości składowe w stosunku do rozwiązań uzyskanych dla

Rys. 1. Schemat podłoża grun
towego poziomo uwarstwionego
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Rys. 2 . Przykładowa ilustracja analizowanego sposobu wyznaczania oarame- 
tru n dla podłoża dwuwarstwowego (wg L. Bardena)

półprzestrzeni izotropowej (n = 1,0). Porównujęc wyniki rozwięzań uzy

skanych dla odpowiedniej wartości n z wynikami uzyskanymi dla ośrodka 

uwarstwionego (metodę elementów skończonych) można stwierdzić, iż rozbież

ności w nich szczególnie dla 1 i sę różne i niejednakowe.

Zatem wobec uznanego wpływu uwarstwienia podłoża na wartości składowe 

stanu naprężenia i przemieszczenia proponowany przez Bardena sposób wy

znaczania parametru n należy uznać za niewłaściwy. Jeśliby przyjęć kon

cepcję stosowania anizotropowej półprzestrzeni sprężystej jako modelu pod
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łoża uwarstwionego, należałoby zweryfikować sposób określania zastępczych 

parametrów materiałowych przynajmniej w zakresie analizowanym w niniej

szej pracy.

Za proponowanym przez Bardena sposobem przemawia prostota oraz zgod

ność wyników rozwięzań porównywanych w pewnym przedziale rozważań, co je

dnakże wymagałoby szczegółowiszej analizy i uogólnień.

Proponowany w pracy ^9] sposób określania parametru n, bazujęcy na 

równaniach Tokaria, wykorzystuje rozkłady naprężeń (>z , G x dla podłoża 

izotropowego. Jego ewentualne wykorzystanie wymaga jednakże analizy ade

kwatności.

W  przedstawionej pracy podano sposób ustalania parametrów zastępczych 

dla podłoża dwuwarstwowego, znajdujęcego się w płaskim stanie odkształce

nia. Rozwięzanie podano dla przypadku, gdy • ? *  = 0,3.

3. D03ÓR PARAMETRÓW ANIZOTROPOWEJ PÓŁPRZESTRZENI SPRĘŻYSTEJ DLA PODŁOŻA

UWARSTWIONEGO

W  pracy podano sposób ustalania wartości parametrów zastępczych anizo

tropowej półprzestrzeni sprężystej jako modelu podłoża dwuwarstwowego, 

znajdujęcego się w płaskim stanie odkształcenia. Scharakteryzowano przy- 

jętę metodę postępowania w poszukiwaniu właściwych wartości tych parame

trów oraz podano sposób wykorzystania uzyskanych rozwięzań. Podstawę pro

wadzonych poszukiwań były rozwięzania szczegółowe, uzyskane dla szeregu 

odpowiednio dobranych przykładów liczbowych, przeprowadzone metodę ele

mentów skończonyclj. Schemat analizowanego podłoża gruntowego, zakres wstę

pnie przeprowadzonych obliczeń szczegółowych oraz sposób obliczeń przed

stawiono w punkcie 3. 2, dokładniej w pracach [lO], [li].

3.1. Omówienie przyjętej metody wyznaczania parametrów zastępczych dla 

podłoża uwarstwionego

Wykorzystujęc udostępniony program obliczeniowy w metodzie elementów 

skończonych [3], tzw. FINESA, określono dla poszczególnych przykładów licz

bowych wartości składowe stanu naprężenia i przemieszczenia w zadanych 

punktach modelu dyskretnego ośrodka gruntowego. Otrzymane rozwięzania by

ły przedmiotem analizy wpływu uwarstwienia podłoża gruntowego na wartości 

naprężeń i przemieszczeń w ośrodku w odniesieniu do rozwięzań klasycznych 

[10], [li], Wpływ ten - czego dowodzę również i inne prace - jest funkcję 

odkształcalności, mięższości oraz współczynnika Poissona poszczególnych 

warstw podłoża • $ *  przy ustalonym schemacie obciężenia. Bazujęc na uzy

skanych rozwięzaniach przyjęto następujęcę metodę postępowania przy usta

laniu wartości parametrów ośrodka zastępczego.

Założono, że warunkiem prawidłowego ich doboru jest zgodność wybranej 

wartości nap'ężenia lub przemieszczenia w rozwięzaniach porównywanych. Po
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równywanymi były: rozwiązanie wyjściowe uzyskane dla podłoża uwarstwione

go metodą elementów skończonych oraz rozwiązanie dla anizotropowej pół- 

przestrzeni sprężystej przy a priori ustalonych parametrach zastępczych 

Eov' 11' ^ 1 ' ^ 2 * "̂ 3 * Wartości9 ' którą analizowano w próbie zgodności, było 
naprężenie pionowe 6 ^  w osi pod środkiem geometrycznym obciążenia. 3a- 

ko kryterium poprawnego przyjęcia parametrów zastępczych przyjęto warunek

X ( G ,  - 3, ) = MIN. (2)
i MES A

Wartość naprężenia pionowego skrótowo wyraża się wzorem
A

Sj = q Q, (3)
A

Z .gdzie Q jest funkcją parametrów: n, •9^ , •9^ ' ^ 3  orez głębokości 
Wartości jako mające mniejszy wpływ na rozwiązanie końcowe, przyjęto

dobierać z zależności:

= 0 , 31
Y A

■¿o
gdy n >  1 >?2 = W — - ^ 3 = (4)

i i

gdy n <  1 ^  ‘ ^ 2 = ^ 3 "
i

: '

spełniając warunki brzegowe modelu.

Przez oznaczono współczynnik Poissona warstwy i. Warunek (2) ba

dano w ośmiu punktach osi pionowej z do głębokości 3B (8  - szerokość

obciążenia). Przy warunku zgodności przemieszczeń w rozwiązaniach porów

nywanych należy -określić sposób ustalania wartości Eq v  . Realizacja po-
z  «

szukiwań wartości parametrów zastępczych możliwa była przy wykorzystaniu 

ETO i odpowiednio zbudowanych programów obliczeniowych. Schemat blokowy 

takiego programu przedstawiono na rys. 3.
Po wczytaniu znanych wartości naprężeń 5 ^  w określonych punktach pod

łoża (rozwiązanie wyjściowe) ustalane są wartości parametrów E (E0v =

= const , "s?^ = 0,3). Następnie przyjmowana jest wartość parametru n (do

wolnie) oraz zgodnie z (4) wartości parametrów ^ • ^ 3 » Operacje następne

dotyczą określenia wartości naprężeń S , . w odpowiednich punktach oraz
A

wartości wyrażonej wzorem (2). Obliczenia powtarzają się po przyjęciu in

nej wartości parametru n oraz odpowiednio 2 • "^ 3 “ aż ^o chwili, gdy 

wyrażenie (2) uzyska wartość minimalną. Wartości ostateczne są wyprowa-
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dzane na monitor lub drukarkę. W  analizowanych przykładach odchylenie roz- 
więzań wyrażone poprzez

Z  (6 - )2
i MES A

dla i = 8 nie przekraczało 0,01 wyjętkowo 0,02 dla 1. Przy okre

ślaniu przemieszczeń wartość zastępczej odkształcalności Eq v  można okre

ślić wg Tokaria z warunku równoważności przemieszczeń.



Propozycja doboru parametrów anizotropowej. 83

Ry
s.

 
4.
 

No
mo

gr
am

 
po

zw
al

aj
ąc

y 
do

br
ać

 
wa

rt
oś

ć 
pa

ra
me

tr
u 

za
st

ęp
cz

eg
o 

n 
dl
a 

po
dł

oż
a 

d
w
u
w
a
r
s
t
w
o
w
e
g
o
,
 

z
n
a
j
d
u


ją
ce

go
 

si
ę 

w 
pł

as
ki

m 
st

an
ie

 
o
d
k
s
z
t
a
ł
c
e
n
i
a



84 3. Sękowski

to

t.0

*.0

z
B

f
* I k G/yn* i g ,

Iftm

4.0/79

*01 » P i

_ “ _ ~ fsro?r - _ -

7 Z ' / ’ q* 

V7, * )t * ę j

£ * ¿55 Ł«u * * * & » •

B o * *  ¿ 5 , 9 M h

0  ■ 1 .0 m

.
-----------U---

/ \ \ / /

// V
¡ ¡ i  

/  i i

\
/I

//<IIII II
L te tH O A  :

r z z i m c a z c z e N / r  p u u k t u  pop  
ś z o o K /c r r  s e o n  o » c i \ i e u i A

rozw iązan ie : 
ug. Bardena

ł te r O O A  X O Z N /Ą Z A H H

f i  ETO DA
O D K S Z T A Ł C E Ń  ( n * 1 J i ,  3 5

n c r o o A  iŁ c r te N r Ó H  
SK O Ń C ZO N YC H 4 . 5  9

A H /ZO m O P O N A  P O tPJR  
S T  ż y S T A

(»*g S a r  c / s  n o  )
3 . 0 3

AN/ZOTZOPONĄ P Ó tT K t  
SP M C Ż YSTA

(  p r o p o s  y c j a )
4 4 3

--------------------------u g .  i t e i n b r e n n e r a  ( m  i )

p r o p o n o w a n e  

u g .  n t s

Rys. 5. P.rzykład. liczbowy. Wartości przemieszczeń pionowych wQ powierz

chni obciężonej oraz naprężeń pionowych 5 ^  pod środkiem geometrycznym 

obciężenia uzyskane z analizowanych rozwięzań
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3.5. Rezultaty poszukiwań wartości parametrów zastępczych wg przyjętej 

metody postępowania 1 ich analiza

jak wspomniano rozważania dotyczyły szczególnego przypadku podłoża grun

towego. VI pracy dodatkowo skoncentrowano się na podłożu o jednakowych war

tościach wsoółczynnika Poissona dla obydwu warstw i równych 0,3. Rezulta

ty poszukiwań parametrów zastępczych dla analizowanego podłoża przedsta

wiono na rys. 4. •

Wartość współczynnika n przyjmujemy w zależności od (5 oraz h^. Pa

rametr >7^ orzyjmujemy jako 0,3, natomiast parametry zgodnie z

(4). Zastępczy moduł odkształcalności proponuje się przyjmować wg Toka- 

ria.

Na rys. 5 przedstawiono wyniki rozwiązań dla wybranego przykładu licz

bowego, uzyskane w oparciu o różne analizowane w niniejszej pracy metody. 

Przedstawione rozwiązania dotyczą wartości naprężenia pionowego 6 ^  w osi 

pod środkiem geometrycznym obciążenia oraz przemieszczenia pionowego po

wierzchni obciążonej w q wspomnianego punktu.

Rozwinięcie zagadnienia ustalania parametrów zastępczych dla podłoża 

wielowarstwowego z uwzględnieniem przestrzennego stanu odkształceń wydaje 

się możliwe i pożądane.
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SUGGESTION OF ANISOTROPIC, PARAMETER SELECTION 

OF ELASTIC HALF-SPACE FOR STRATIFIED SUBSOIL

S u m m a r y

In the paper has been presented a proposal of establishing substitute 

parameters of anisotropic elastic half-space as a model for stratified 

subsoil, existing in a flat-state restrain.


