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SYMULACYJNY MODEL CZASOPRZESTRZENNEGO PRZEBIEGU OPADU

Streszczenie. Przedstawiono czasoprzestrzenny model opadu przesu
wającego się z zadaną prędkością nad zadanym obszarem. Kodel zacho
wuje czasową strukturę opadu rzeczywistego w.każdym punkcie obsza
ru. Własności przestrzenne uwzględniono przez założenie eksponen- 
cjalnej funkcji korelacyjnej pomiędzy całkowitymi wysokościami opa
dów punktowych. Model umożliwia generowanie z zadanym krokiem cza
sowym albo przyrostów wysokości opadu w zadanych punktach, albo 
przyrostów uśrednionych na prostokątnych podobszarach dyskretyzacji 
zadanego obszaru.

1. Wstęp

Coraz intensywniejszy rozwój matematycznych modeli procesów hydrolo
gicznych 1 systemów wodno-gospodarczych wymaga danych o coraz wyższej ja
kości. Jest bowiem rzeczą zrozumiałą, że użycie, modelu o wysokiej jakości 
z danymi jakościowo gorszymi prowadzić może do mylących konkluzji L>] , co 
nie zawsze jest w wystarczającym stopniu brane pod uwagę. Dotyczy to 
szczególnie modeli o parametrach rozłożonych, które żądają na wejściu 
wartości opadu w.zadanych punktach. Istniejąca sieć pomiarowa opadów 
z reguły nie spełnia tych wymagań- czy to ze względu na. jakość dostarcza
nych danych, ich rozdzielczość eząsowo-przestrzenną, czy też z powodu 
zbyt krótkich i niesynchronicznych ciągów pomiarowych. Z tego powodu ist
nieje wciąż pilna i niezaspoko jona potrzeba tworzenia modeli opadu, które' 
zachowując pewne rzeczywiste charakterystyki opadu, byłyby zdolne spełnić 
.wymagania stawiane przez główny model, do którego wejściem jest opad.

Przedstawiona poniżej propozycja modelu czasoprzestrzennego przebiegu 
opadu nad zadanym obszarem jest pracą wykonaną w ramach programu CPB?
Nr 03.C9. "Metody analizy -1 użytkowania zasobów wodnych*. Kodel zachowuje 
czasową korelację wewnątrzopadową ve wszystkich żądanych punktach poła c- 
padu. Przestrzenny związek wysokości opadu jest uwzględniony poprzez 
pr2C3trzemą ciągłą funkcję korelacyjną całkowitych wysokości opadu 
w punktach pola;

2. Teoria
Pomimo pewnego determinlzau w procesach generujących opad deszczu [2], 

jest os (jako efekt tych procesów) zjawiskiem silnie losowym, toteż Jego
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analiza, poza najczęściej spotykanym podejściem "punktowym", jest rozpa
trywana albo w kategoriach.wielozmiennych modeli opadu (multivariate 
rainfall models, QjJ ), które rozważają opad jednocześnie w wielu punk
tach, albo wielowymiarowych modeli opadów (multidimensional rainfall 
models, £ 3"] ), czyli pól losowych j~ój , które opisują zjawisko we wszyst
kich punktach zadanego obszaru. W pracy przyjęto to drugie podejście.

2.T. Korelacja 1 widmo pola losowego
Załóżmy, że przestrzenne własności opadu dadzą się opisaó przez izo

tropowe stacjonarne w szerszym sensie pole losowe [4,ć] . Oznacza to, że 
funkcja korelacji tego pola zależy tylko od odległości pomiędzy dwoma us
talonymi, ale poza tym dowolnymi punktami obszaru. Postaó tej funkcji mu
si być założona i najpowszechniejsza [j,3,4,¿2 Jej forma wyraża się wzo
rem:

r(d) = exp(-ad) , (1)

gdzie d Jest odległością pomiędzy dwoma punktami pola, a współczynnik 
a> O - stałą empiryczną zależną w ogólności od typu rozpatrywanego zagad
nienia.

W teorii pól losowych oprócz funkcji korelacyjnej bardzo ważną rolę 
odgrywa pojęcie widma (spektrum) procesu, gdyż obie te wielkości sa ze 
sobą związane transformatą Fouriera (twierdzenie Chinczyna) {^4,5.6 j .
W ogólnym przypadku dla dwuwymiarowego izotropowego pola losowego można 
związek ten opisaó równaniem:

r(Au) ■ E | ^ c o s ( (2)

gdzie A g  ■ (Ax, Ay) 'Jest wektorem łączącym dwa dowolne punkty pola, zad 
E Jest operatorem uśredniania w przestrzeni dwuwymiarowej zmiennej loso
wej V. Wyrażenie A  u-W oznacza zwykły iloczyn skalarny wektorów. Zmienna 
W może być opisana dystrybuantą spektralną F(w) lub spektralną funkcją 
gęstości i(jr). W przypadku Izotropowym wektor W jest także izotropowy 
i może być przedstawiony jako iloczyn dwu niezależnych zmiennych losowych:

W “ (i)

$  Jest tutaj jednostkowym wektorem (wersorem) losowym, a W «. |W|. Ponie
waż izotropoweść pociąga za sobą również relację

r(Ajł).a r(d) , d » |Afi| (<)

to równanie (2) przyjalo teraz postać:

r(d) • S |oos( Afl*Ctf}j (5)
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Eystrybuanta spektralna zmiennej W, F(w), noBi nazwę radialnej dystrybu- 
anty spektralnej 1 dla założonej postaci (1) funkcji korelacyjnej ma pos
tać [łj s

™ -':-Trrmi• ”>0 <6>
- /\Własności losowe izotropowego wersora W są bardzo proste - jest on równo-:

miernie rozłożony na okręgu Jednostkowym. W związku z tym można go spa-
rametryzować następująco:

W - (cob0, sin)?), (7)

gdzie 0 Jest losowym kątem o rozkładzie równomiernym na przedziale
(0, 2TT ).

2.2. Generator pola losowego
Podstawą utworzenia generatora pola losowego o zadanej strukturze, ko

relacyjnej jest proces

' £(t) = yiTcosCwt + ©)> (8)

gdzie t Jest parametrem, W - zmienną losową o dystrybuancie (spektralnej) 
P(w), a © - zmienną losową o rozkładzie równomiernym na przedziale 
(0, 2TT ). Zmienne W i © są niezależne. Wartość średnia tego procesu Jest 
zerem, wariancja - jedynką, a funkcja korelacji Jest analogiczna do (5) 
i równa E ̂ cosWAt^ [4»Ś] . Proces ten nie Jest Jednak ergodyczny, dla
tego w pracy £*3 zmodyfikowano (8) do postaci:

6(t) = c0B(W^t + ©¿) (9)
1°1

Zmienne i ©.̂  podlegają tym samym rozkładom Jak W i © w (8). Proces 
Jest teraz asymptotycznie ergodyczny i, dodatkowo, asymptotycznie gaus
sowski;

Własności powyższe są zachowane również w przypadku pola losowego

€(a) * u| ^  cos(ii • «jO» (1°)
1 i-1

gazie u • (r,y), Jest wersorem równorozłotonym na Jednostkowym okręgu, 
'¿, aa radialną dystrybusntę spektralną P(w) odpowiadającą izotropowej 
funkcji korelacji r(d), a Jest zmienną losową o rozkładzie równomier
nym na (0, 2TT). Bardzo istotną rzeesą tutaj Jest fakt, te wszystkie po
wyższe zmienna, tj. , W, i ©, sł wzajemnie ni «zależne.



74 S„ Węgl orczyk

■2,3.. generator'obszarami uśrednionego -pola losowego .
V przypadku, kiedy rozważany obozar jest dyskretyzowany dla potrzeb 

modelu o parametrach rozłożonych,-np. modelu opad-odpływ, wtedy zamiast 
punktowych wartości opadu, żądane są'wartości opadu uśrednione na podob- 
ozarach dyskretyzacji. Uwzględniono ten fakt w pracy [jT] , zakładając, 
że końce wektora łączącego punkty należące do różnych podohszarów mają 
rozkłady niezależne i równomierne na swoich podpbszarach. Jak dalej wyka
zano, prowadzi to do zmiany wariancji procesu i zwiększenia korelacji po
między uśrednionymi opadami. Wzór (10) przyjmuje teraz postać:

€ 0 ł >  -  j l  X ]  X A ( v i 5 i )  £ ° B (U  •  w1 )w i  *  e j  (11)

gdzie współczynnik \(s)» £ “ (elf6y) zależy od kształtu i wielkości poć 
obszarów i dla prostokąta o wymiarach lx z ma postać: -

^ (s> " 7777~ 8ln( sin( s W  021x r y x y

3. Model ■
Proponowany model czasoprzestrzennego przebiegu opadu oparty jest 

w swojej czasowej części na pracy [V] , w której opisano 6-parametrowy 
model pozwalający generować zdyskretyzowane krzywe sumowe opadu punkto
wego, BJ. ■ 0 < t k<  1, 0<h*(tk)<1, .k - gdzie m jest
ilością przedziałów dyskretyzujących bezwymiarowy czas t*, 04**^1. 
Sziałahie tego subsadelu można opisać następującym algorytmem:

* 1  *  “ 1 +  € l e 1 . ( 1 3 a )

V  ^ k - r  >-1> ;€kBk f 1 “ rk,K-l’ (13b)

(k » 2,3,.

z^ • . ' . , .k m 1,2,,..,m-1 , (Zjn ■>' l) (14)1 ♦ «zpl-yk) -

• 1 - i ^  (t - zA) , k»1,2,...,m (15)

Ąymbcl £ A, i a 1,2,.. ,,m-1 oznacza liczby losowe ze ctandaryzowsaego
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rozkładu normalnego Hrm(0,l), a średnie mk, odchylenia standardowe ŝ , 
k = 1,2, .V. ,m-1 oraz współczynniki korelacji rfe k_y,' k »  2,3,... ,m-1 są", 
liczone wzorami:

mk = + bm <16a>

sk aek + b s (16D)

rk,k- 1  ' ark2+ br <16c>

Uruchomienie generatora wymaga tylko znajomości parametrów ai( b^, i ■» m,
E,r we wzorach'(16), a następnie zastosowania wzorów (13) - (15), aby 
w wyniku otrzymać ciąg bezwymiarowych wartości krzywej sumowej hk, k « 1, 
2,...,m.
■ Własności przestrzenne pola opadu są uwzględnione przez założenie ko

relacji o postaci (1) pomiędzy całkowitymi wysokościami opadu. Pozwala to 
wykorzystać równość (10) lub (11) i wygenerować'pole całkowitych wysokoś
ci opadu H(u):

H(u) = mH + £(u) sH , (17)

gdzie mjj 1 Sjj są założonymi wartościami odpowiednio średniej całkowitej 
wysokości opadu na danym obszarze 1 jej odchylenia standardowego.

Algorytm generowania czasoprzestrzennego pola opadu obejmuje następu
jące kroki. Dla każdego żądanego punktu u
1) wygenerować wzorami (13) - (15) czasowy bezwymiarowy rozkład h*, 

k®1,2,...,mj
2)j dla ustalonej liczby N>50 [j] wygenerować liczbę losową £(u) (wzór

(10) lub (11)), czyli dla każdego i, i = 1,2,..;,N:
a) wylosować z przedziału (0,2TT ) liczby 0^ i ©it
b) z przedziału (0,1) wylosować liczbę losową F̂  ̂i znaleźć za pomocą 

wzoru (18) liczbę losową wi spełniającą równanie (6):

(1 - i^) .- 1 (18)

c) dla znalezionych liczb losowych ©it ŵ  ̂oraz «= (cos0i# sin̂ ĵ ) po
liczyć wartość wyrażenia stojącego za znakiem sumy w (10) lub (11); 

1*5 obliczyć wzorem (17) całkowitą wysokość opadu H(y) w punkcie n; 
ś) mając zadany c=a3 trwania opadu T w punkcie u, wartość H(u) oraz roz

kład h]f, obliczyć krzywą cumową opadu w danym punkcie

hjt*) » ^(tg-**) - B(£) ‘¿*(1*) (k 3 1,2,....a) (19)

krzywą tę można przedstawić w postaci ciągłej, np. poprzos interpolację 
lialcrą Łcasnoj Łu(tjj) pcaiędty punktami t... Wtedy dla ,
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k • 0,1,2,...,0-1 * O) 1

EŁb t4o h^(t) a O, natomiast Jedli to hu(t) ■ H(ji).
wygenerowany w ten sposób opad przechodzi sad zadanym obcsarea ze 

drednią prędkością 2  • (Tx*vy^ t o 6* 1)* J«áü  °Pad rozpoczyna alę v no-

Rya• 1, Scheaatyzacja obszaru oraz położenia czoła opadu w dwu 
chwilach czasowych

asuelo nasuwania się sad obszar zlewni, to związek pomiędzy (19) a opa
das hA<£,t) w danym punkcie u w chwili t będzie miał postać:

kąte»'*) * “ *u>> (21*

gdzie tu wyraka się wzorem:
u • v , ,

tu - - j T  (»).

1 Jeat czasem pokonania przez czoło opadu odległości a • JiA z prędkością 
v a |v|. Równania (20), (21) i (22) pozwalają w łatwy sposób dyskretysc- 
wad czasowo pole (21) a aadaąys krokiem At, dając sa wyjdoiu pole przy* 
rostów opada AhA(u,t)

A h A(s,t> • bA(fi,t) - hA(j,t- At) (25)
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4. Przykład

Aby zilustrować działanie modelu, przeprowadzono symulację numeryczną 
na obszarze o wymiarach Lx o 16 km, Ly « 20 km, zdyskretyzowanego prosto
kątami 1^ x ly a 1*25 x 1,25 km. Zadany czas trwania opadu był Identyczny

Rys. 2. Przykładowa symulacja czasoprzestrzennego przebiegu opadu 
(m£ o 20 mm, s£ * 7.5 mm, T = 3 h, At = 0.5 h)l

w każdym punkcie i wynoalł.T 3 h. Prędkość przeBuwania*aię opadu była 
otała i wynosiła v ■ (15,10) km, a parametry m£ 1 Sg równania (17) były 
rćwne odpowiednio 30 tam i 7.5 mm. Założona ilość N harmonik w równaniu
(11) wynosiła. 100, a wartość parametru m (równania (12) - (15)) była rów- 
na 10 Jjb3 • Potrzebne dla wzorów (13).- (15) parametry aproksyaat (16) 
siały następujące wartośclJ Sjj =• 1*6495«. bB * -3.31*3« B.g B -0*1005» bg * 
1.5427, ar • -0.00567, br * 0.7184. Wartość współczynnika a określającego 
szybkość rozpadu korelacji (1) była przyjęta za jjlj i wynosiła 0*094 
1/tau
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Wyniki oymulcc ji z podanymi wyżej wartościami parametrów, podane w. war- 
toćclach przyrostów opadu (25) próbkowanych co A t  »• 0.5 h, są pokazane 
na rys. 2. Przy założonym wektorze prędko¿ci i punktowym ceasio trwania 
opadu T czas przebywania opadu w zadanym obszarze wynosi 4.37 h.

5. Podsumowanie i wnioski

Zaproponowano czasoprzestrzenny model opadu. Założenia leżące u Jego 
podstaw są realistyczne, a uzyskene przykładowe wyniki (rys. 2) sugerują 
jego poprawność. Jest on dodatkowo łatwy w komputerowym użyciu i jasny 
w swoich sformułowaniach. Jednocześnie szersze Jego zastosowanie wymaga 
badać empirycznych, szczególnie Jeśli chodzi o funkcją korelacyjną i jej 
zależność od typu opadu i czasu próbkowania. Przy założonej postaci roz
kładów prawdopodobieństwa czasu pomiądzy opadami i czasu trwania opadu, 
aodal b o ż o  być utyty do generowania opadów w dłuższych okresach.
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CIW JIHDJlOHHAfl M O JEM *, nPOCTPAHHOTBEHHO- BFEMEHHOPO flPOTEKAHHH OCAJtKOB 

P  e  3 k  m e

B  CTarae npeflCTaajieHH npocTpaHBTBeHHO- BpeMemiafl Mojem oceupcob, npo- 
xoAHiiiKx nas 3aflaHHoa TeppHTopneił g 3aiiaHHoil cKopocTBm. MoRe-ra coxpaHHei' 
EpeMeHHjro CTpyKTypy ocaflKOB b Kasmoił TOHKe TeppHTopiiH.IIpocTpaHCTBeKHue 
CBoKcTBa óhjih npKHHTHBO BHHMame-qepe3 npeanojioseHHe aKcnoHeHmiajiBHDii $yH- 
kuhh wesyty cjiohmh Towemnoc ocamcoB. Mormb newer bo3mohhhm rene-
papoBaTŁ c 3aaaHHHM BpeMeHHHM maroM rusz npHpaqeiniH cnoeB ocaaKOB b 3a^aH- 
hhx TOHKax lum-se npijpameHJW ycpejtaeHBHe Ha npHMoyiiorBHHX hhcthux TeppHTO- 
PHHX 5HCKpeTH3aiIBH 3aflaHH0ft TeppHTDpra.-

A SIMULATION MODEL OF SPATIAL—TEMPORAL RAINFALL COURSE 

Summary

A spatial-temporal model of a rainfall moring over a given area vith 
a.given velocity is presented. The model preserves the temporal structure 
of the rainfall at each point of the area. Spatial characteristics are 
taken into acoount by assuming an exponential correlation function of 
total depths of point rainfall. The model makes possible generating with 
a given time step either rainfall depth increments at given points or 
the increments averaged over rectangular subareas of disoretization of 
the area.
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