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SYMULACYJNY MODEL CZASOPRZESTRZENNEGO PRZEBIEGU OPADU

Streszczenie. Przedstawiono czasoprzestrzenny model opadu przesu-
wajgcego sie z zadang predkoscia nad_zadanym obszarem. Kodel zacho-
wuje czasowa strukture opadu rzeczywistego w.kazdym punkcie obsza-
ru. Wkasnosci przestrzenne uwzgledniono przez zatozenie eksponen-
cjalnej funkcji korelacyjnej pomiedzy catkowitymi wysokoSciami opa-
dow punktowych. Model umozliwia generowanie z zadanym krokiem cza-
sowym albo przyrostéw wysokosci opadu w zadanych punktach, albo
przyrostéw usrednionych na prostokgtnych podobszarach dyskretyzacji
zadanego obszaru.

1. Wstep

Coraz intensywniejszy rozwéj matematycznych modeli proceséw hydrolo-
gicznych 1 systeméw wodno-gospodarczych wymaga danych o coraz wyzszej ja-
kosci. Jest bowiem rzecza zrozumiakla, ze uzycie, modelu o wysokiej jakosci
z danymi jakosSciowo gorszymi prowadzi¢ moze do mylgcych konkluzji L>], co
nie zawsze jest w wystarczajacym stopniu brane pod uwage. Dotyczy to
szczeg6lnie modeli o parametrach roztozonych, ktére zadajg na wejsciu
wartosci opadu w.zadanych punktach. Istniejgca sie¢ pomiarowa opadéw
z reguty nie speknia tych wymagan- czy to ze wzgledu na. jako$¢ dostarcza-
nych danych, ich rozdzielczo$¢ ezgsowo-przestrzennag, czy tez z powodu
zbyt krétkich i niesynchronicznych ciagéw pomiarowych. Z tego powodu ist-
nieje wciaz pilna i niezaspoko jona potrzeba tworzenia modeli opadu, ktore*
zachowujac pewne rzeczywiste charakterystyki opadu, bydyby zdolne speknic
-wymagania stawiane przez giéwny model, do ktdérego wejsSciem jest opad.

Przedstawiona ponizej propozycja modelu czasoprzestrzennego przebiegu
opadu nad zadanym obszarem jest praca wykonang w ramach programu CPB?

Nr 03.C9. "Metody analizy-1 uzytkowania zasobéw wodnych*. Kodel zachowuje
czasowg korelacje wewngtrzopadowg ve wszystkich zadanych punktach pota c-
padu. Przestrzenny zwigzek wysokosci opadu jest uwzgledniony poprzez
pr2C3trzema ciagla funkcje korelacyjng catkowitych wysokosci opadu

w punktach pola;

2. Teoria

Pomimo pewnego determinlzau w procesach generujgcych opad deszczu [2],
jest os (Jako efekt tych proceséw) zjawiskiem silnie losowym, totez Jego
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analiza, poza najczesciej spotykanym podejsciem "punktowym', jest rozpa-
trywana albo w kategoriach wielozmiennych modeli opadu (multivariate
rainfall models, QjJ ), ktére rozwazaja opad jednoczes$nie w wielu punk-
tach, albo wielowymiarowych modeli opadéw (multidimensional rainfall
models, £3"] ), czyli pol losowych j~6j , ktoére opisuja zjawisko we wszyst-
kich punktach zadanego obszaru. W pracy przyjeto to drugie podejscie.

2_.T. Korelacja 1 widmo pola losowego

Zakb6zmy, ze przestrzenne wkasnosci opadu dadzg sie opisald przez izo-
tropowe stacjonarne w szerszym sensie pole losowe [4,6] . Oznacza to, ze
funkcja korelacji tego pola zalezy tylko od odlegtosci pomiedzy dwoma us-
talonymi, ale poza tym dowolnymi punktami obszaru. Postadé tej funkcji mu-
si by¢ zatozona i najpowszechniejsza [},3,4,:2 Jej forma wyraza sie wzo-
rem:

r(d) = exp(-ad) , ()]

gdzie d Jest odlegtoscig pomiedzy dwoma punktami pola, a wspédczynnik
a> 0 - stalg empiryczng zalezng w ogélnosci od typu rozpatrywanego zagad-
nienia.

W teorii poél losowych oprécz funkcji korelacyjnej bardzo wazna role
odgrywa pojecie widma (spektrum) procesu, gdyz obie te wielkosci sa ze
sobg zwigzane transformata Fouriera (twierdzenie Chinczyna) {™4,5.6j
W og6lnym przypadku dla dwuwymiarowego izotropowego pola losowego mozna
zwigzek ten opisad réwnaniem:

r(Au) m E | n c o) S C ()]
gdzie Ag m (Ax, Ay) "Jest wektorem dgaczacym dwa dowolne punkty pola, zad
E Jest operatorem usredniania w przestrzeni dwuwymiarowej zmiennej loso-
wej V. Wyrazenie A u-W oznacza zwykdy iloczyn skalarny wektoréw. Zmienna
W moze by¢ opisana dystrybuanta spektralng F(w) lub spektralng funkcja

gestosci I(gr). W przypadku lzotropowym wektor W jest takze izotropowy
i moze by¢ przedstawiony jako iloczyn dwu niezaleznych zmiennych losowych:

W ®

$ Jest tutaj jednostkowym wektorem (wersorem) losowym, a W « |W]. Ponie-
waz izotropowes¢ pociaga za sobg réwniez relacje

r(Ajb.a r(d) ., d» |Afi] (&)
to réwnanie (2) przyjalo teraz postac:

r(d@ < S Joos(Af*CtrY ®
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Eystrybuanta spektralna zmiennej W, F(w), noBi nazwe radialnej dystrybu-
anty spektralnej 1 dla zatozonej postaci (1) funkcji korelacyjnej ma pos-

taé [H s
™M h0 ®

— A
Whasnosci losowe izotropowego wersora W sg bardzo proste - jest on réwno-:
miernie roztozony na okregu Jednostkowym. W zwigzku z tym mozna go spa-
rametryzowaC nastepujaco:

W - (cob0o, sin?), @)

gdzie 0 Jest losowym katem o rozktadzie réwnomiernym na przedziale
©, 21T ).

2.2. Generator pola losowego

Podstawg utworzenia generatora pola losowego o zadanej strukturze, ko-
relacyjnej jest proces

"£(t) = yiTcosCwt + ©)> ®

gdzie t Jest parametrem, W - zmienng losowg o dystrybuancie (spektralnej)
P(W), a © - zmienna losowg o rozktadzie réwnomiernym na przedziale

@©, 2IT ). Zmienne W i © sg niezalezne. Warto$¢ $rednia tego procesu Jest
zerem, wariancja - jedynka, a funkcja korelacji Jest analogiczna do (5)

i réwna E “cosWAt”™ [4»S5] . Proces ten nie Jest Jednak ergodyczny, dla-
tego w pracy £*3 zmodyfikowano (8) do postaci:

6(t) = cOB(WAE + ©¢) (©))
1°1
Zmienne i O~ podlegaja tym samym rozkdadom Jak W i © w (8). Proces
Jest teraz asymptotycznie ergodyczny i, dodatkowo, asymptotycznie gaus-
sowski ;
Whasnosci powyzsze sa zachowane réwniez w przypadku pola losowego

€@ * ul ~ cos(ii = «jO» (€9
1 i-1

gazie u = (r,y), Jest wersorem réwnorozdotonym na Jednostkowym okregu,
% aa radialna dystrybusnte spektralng P(w) odpowiadajaca izotropowej
funkcji korelacji r(d), a Jest zmienng losowg o rozkdadzie réwnomier-
nym na (0, 2TT). Bardzo istotng rzeesg tutaj Jest fakt, te wszystkie po-
wyzsze zmienna, tj. , W, 10, st wzajemnie ni«zalezne.
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m2,3.. generator-obszarami usrednionego -pola losowego -

V przypadku, kiedy rozwazany obozar jest dyskretyzowany dla potrzeb
modelu o parametrach roztozonych,-np. modelu opad-odptyw, wtedy zamiast
punktowych wartosci opadu, zadane sg“wartosci opadu usrednione na podob-
ozarach dyskretyzacji. Uwvzgledniono ten fakt w pracy [JT] , zak¥adajac,
ze konce wektora daczgcego punkty nalezgace do réznych podohszaréw majag
rozkdady niezalezne i réwnomierne na swoich podpbszarach. Jak dalej wyka-
zano, prowadzi to do zmiany wariancji procesu i zwiekszenia korelacji po-
miedzy usrednionymi opadami. Wzér (10) przyjmuje teraz postac:

€04> - jI X ] XA(vi5i) £°B (U« wl)wi * e ] 11)

gdzie wspotczynnik \(s)» £ “ (elf6y) zalezy od ksztattu i wielkosci poc
obszaréw i dla prostokata o wymiarach Ix z ma postac: -

Mot (LA sin(sW 2

3. Model [ ]

Proponowany model czasoprzestrzenpego przebiegu opadu oparty jest
w swojej czasowej czesci na pracy M , W ktérej opisano 6-parametrowy
model pozwalajacy generowa¢ zdyskretyzowane krzywe sumowe opadu punkto-
wego, Bl. m O<tk< 1, O<h*(tk)<1l, .k - gdzie m jest
iloscig przedziatow dyskretyzujacych bezwymiarowy czas t*, 04**/~1.
Sziakahie tego subsadelu mozna opisa¢ nastepujacym algorytmem:

1 o* 1+ €lel . (13a)
Y Nk-r >-1> ;€kBk F1 “ rk,K-17 30

k » 2,3,.
N - - , km1,2,,..,m-1 , @nwl) (€7))

1 e «zpl-yk) -
e 1l-in (-2zA) , k»l,2,..., m (¢5))

Aymbcl £A, i1 a 1,2,..,,m-1 oznacza liczby losowe Z€ ctandaryzowsaego
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rozk#adu normalnego Hrm(0,1), a $rednie mk, odchylenia standardowe s®,
k = 1,2, .V. ,m-1 oraz wspétczynniki korelacji re ky,”" k» 2,3,...,m1 s3a",
liczone wzorami:

mk = + bm <16a>
sk aek +bs (16D)
rk,k-1 " ark2+ br <16c¢c>

Uruchomienie generatora wymaga tylko znajomosci parametrow ai( b®, 1 mm,

E,r we wzorach"(16), a nastepnie zastosowania wzoréw (13) - (15), aby
w wyniku otrzyma¢ ciag bezwymiarowych wartosci krzywej sumowej hk, k « 1,
2,...,m

m\Whasnosci przestrzenne pola opadu sa uwzglednione przez zatozenie ko-
relacji o postaci (1) pomiedzy catkowitymi wysokosciami opadu. Pozwala to
wykorzystaé¢ réwnos¢ (10) lub (11) i wygenerowac¢®pole catkowitych wysokos-
ci opadu H(u):

HWw) =mH + £Qu) sH, an

gdzie mjj 1 Sjj sa zatozonymi wartosciami odpowiednio Sredniej catkowitej

wysokosci opadu na danym obszarze 1 jej odchylenia standardowego.
Algorytm generowania czasoprzestrzennego pola opadu obejmuje nastepu-

jJace kroki. Dla kazdego zadanego punktu u

1) wygenerowa¢ wzorami (13) - (15) czasowy bezwymiarowy rozkkad h*,

2)j dla ustalonej liczby N>50 [j] wygenerowaé¢ liczbe losowa £(u) (wzér
(10) lub (11)), czyli dla kazdego i, i = 1,2,..;,N:
a) wylosowa¢ z przedziatu (0,2TT ) liczby O™ i Oit
b) z przedziatu (0,1) wylosowa¢ liczbe losowg P* i znalezé za pomoca
wzoru (18) liczbe losowa wi spedniajacg rownanie (6):

a-in -1 @18)

) dla znalezionych liczb losowych ©it w* oraz & (cosOi# simyd
liczy¢ wartos¢ wyrazenia stojacego za znakiem sumy w (10) lub (11);
5 obliczy¢ wzorem (17) catkowitg wysokos¢ opadu H(y) w punkcie n;
$) majac zadany c=a3 trwania opadu T w punkcie u, warto$¢ H(u) oraz roz-
k#ad h}f, obliczy¢ krzywa cumowg opadu w danym punkcie

hjt*) » ~(tg=*) - B(E) “¢*(1™) k3 1,2,.... a) a9

krzywa te mozna przedstawi¢ w postaci cigglej, np. poprzos interpolacje
lialcra tcasnoj tu(tjj) pcaiedty punktami t.. Wtedy dla ,

po-
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Etb t40 h™N(t) a 0, natomiast Jedli to hu(®) = H(i).
wygenerowany w ten sposob opad przechodzi sad zadanym obcsarea ze
drednig predkoscig 2 « (Ix*vy» to6* 1)* J«ai ©°Pad rozpoczyna ale v no-

Ryae 1, Scheaatyzacja obszaru oraz potozenia czota opadu w dwu
chwilach czasowych

asuelo nasuwania sie sad obszar zlewni, to zwigzek pomiedzy (19) a opa-
das hA<£,t) w danym punkcie u w chwili t bedzie miat postac:

kate»**) * “Fu> @

gdzie tu wyraka sie wzorem:
uev s >
tu--jJT »)-

1 Jeat czasem pokonania przez czoto opadu odlegtosci a «JiA z predkoscig
v a |v]- Réwnania (20), (1) i (22) pozwalaja w +atwy sposéb dyskretysc-
wad czasowo pole (21) a aadagys krokiem At, dajac sa wyjdoiu pole przy*
rostéw opada AhA(u,t)

AhA(s,t> = bA(Fi,©) - hA(J.t- At) 25)
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4. Przyktad

Aby zilustrowa¢ dziatanie modelu, przeprowadzono symulacje numeryczng
na obszarze o wymiarach Lx o 16 km, Ly « 20 km, zdyskretyzowanego prosto-
katami 1™ x ly a 1*25 x 1,25 km. Zadany czas trwania opadu byt ldentyczny

Rys. 2. Przykdtadowa symulacja czasoprzestrzennego przebiegu opadu
(ME o 20mm, s£E* 7.5 mm, T =3h, At = 0.5 h)l

w kazdym punkcie i wynoald4.T 3 h. Predko$¢ przeBuwania*aie opadu byka
otata i wynosita v m (15,10) km, a parametry m£ 1 Sg réwnania (17) byty
réwne odpowiednio 30 tan i 7.5 mm. Zatozona ilo$¢ N harmonik w réwnaniu
(11) wynosida. 100, a wartos¢ parametru m (réwnania (12) - (15)) byta roéw-
na 10 Jjb3 e Potrzebne dla wzoréw (13).- (15) parametry aproksyaat (16)
siaty nastepujace wartoscld Sjj = 1*6495«. bB * -3.31*3« Bg B -0*1005» bg *
1.5427, ar = -0.00567, br * 0.7184. Wartos¢ wspédczynnika a okreslajacego
szybkos¢ rozpadu korelacji (1) byta przyjeta za jjlj i wynosida 0*094
1/tau
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Wyniki oymulccji z podanymi wyzej wartosciami parametréw, podane w.war-
toéclach przyrostéw opadu (25) prébkowanych co At » 0.5 h, sa pokazane
na rys. 2. Przy zatozonym wektorze predkosci i punktowym ceasio trwania
opadu T czas przebywania opadu w zadanym obszarze wynosi 4.37 h.

5. Podsumowanie i wnioski

Zaproponowano czasoprzestrzenny model opadu. Zatozenia lezgce u Jego
podstaw sg realistyczne, a uzyskene przykdtadowe wyniki (rys. 2) sugeruja
jego poprawnos¢. Jest on dodatkowo datwy w komputerowym uzyciu i jasny
w swoich sformutowaniach. Jednoczesnie szersze Jego zastosowanie wymaga
bada¢ empirycznych, szczegélnie Jesli chodzi o funkcjg korelacyjna i jej
zaleznos¢ od typu opadu i czasu probkowania. Przy zatozonej postaci roz-
k#adoéw prawdopodobienstwa czasu pomigdzy opadami i czasu trwania opadu,
aodal bozo by¢ utyty do generowania opadéw w dduzszych okresach.
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CIWIJIHDIJIOHHAfl MOJEM* nPOCTPAHHOTBEHHO- BFEMEHHOPO fIPOTEKAHHH OCAIJtKOB

Pe 3k me

B CTarae npeflCTaajieHH npocTpaHBTBeHHO- BpeMemiafl Mojem oceupcob, npo-
XOAHITIKX nas 3aflaHHoa TeppHTopneid g 3aiiaHHoil cKopocTBm. MoRe-ra coxpaHHei*®
EpeMeHHjro CTpyKTypy ocaflKOB b Kasmoi4 TOHKe TeppHTopiiH. 1lpocTpaHCTBeKHue
CBoKcTBa ¢hjih npKHHTHBO BHHMame-gepe3 npeanojioseHHe aKcnoHeHmiajiBHDii $yH-
kuhh wesyty cjiohmh Towemnoc ocamcoB. Mormb newer bo3mohhhm rene-
papoBaTt ¢ 3aaaHHHM BpeMeHHHM maroM rusz npHpageiniH cnoeB ocaakKOB b 3a’aH-
hhx TOHKax lum-se npijpameHIW ycpejtaeHBHe Ha npHMoyiiorBHHX hhcthux TeppHTO-
PHHX 5HCKpeTH3ai IBH 3aflaHHOft TeppHTDpra.-

A SIMULATION MODEL OF SPATIAL-TEMPORAL RAINFALL COURSE

Summary

A spatial-temporal model of a rainfall moring over a given area vith
a.given velocity is presented. The model preserves the temporal structure
of the rainfall at each point of the area. Spatial characteristics are
taken iInto acoount by assuming an exponential correlation function of
total depths of point rainfall. The model makes possible generating with
a given time step either rainfall depth increments at given points or
the increments averaged over rectangular subareas of disoretization of
the area.
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