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Streszczenie. Przedstawiono metodę rozwiązywania wlelokryterlal- rrycn zadań programowania matematycznego opracowaną dla przypadku 
gdy parametry problemu traktowane Bą jako zmienne loaowe o znanych 
funkcjach gęstości'« Wskazano i uzasadniono konieczność takiego po­
dejścia w problemach wyboru Btrategii rozwoju systemów zaopatrzenia w wodę i ochrony wód* Powyższą metodę zilustrowano na wybranym przy-4iL £ UU Zlca

1 . MEtęp
Wybór Btrategii rozwoju systemu zaopatrzenia w wodę i ochrony wód 

traktowany jeat jeko podstawowy element prawidłowego procesu tworzenia 
systemu £3] . Określa się w nim głównie sałoianie projektowe dla całe­
go systemu.
Zakres koniecznych prac badawczych określony został między innymi w ra­
porcie American Sater ńorks Asaooiation £3} • Główne kierunki badań zda­
niem autorów raportu winny koncentrować się wokół nsatępująoyeh zagad­
nień.
1. Zastosowanie modeli rozwoju w praktyce,
2. Modelowanie istotności opłat,
3. Projektowania zunifikowanych systemów.
<*. łykoriystania modeli aiaciowych,
5 . Modelowania problemów rozwoju w warunkach niepewności, 
i pracy prezentuje się wyniki badań dotyczących formułowania 1 rozwiązy­
wania problemów rozwoju syateców zaopatrzenia w wodę i ochrony wód w przy­
padku ¿dy parametry problemu opisywane są jako zmienne losowe o znanych 
cyccratnych funkcjach gęstości. Arece prowadzone były w ranach programu 
bajaieisgo ?R- 7  i częściowe rezultaty przedstawiono w pracy [9 j . 
¿rxod6tawlooc tac cieiokrytarialne podejście do rozwiązania problemu, 
w któryn peraaetry niepewne 1 niedokładne problemu nodoloweno za poeoeą 
zbiorów rozmytych £7 j . Łfcrsulomene pierwotna zadania wielnkryterialne- 
i c proptanowania liaicwege z rczmytyai wzpółciynnikasi (fcWL) t renerar- 
zuja ai< do zaceni* wiaiokryterialnmga proiramcwamia iloraz«*»*« i * apar- 
*iu a mat ad t Chsraeaa-Cooptr«*
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Lla poszczególnych kryteriów decydent podaje rozmyte poziomy aspiracji. 
Poszukiwanie rozwiązania zadania ARPL polega, ogólnie mówiąc, na wyzna­
czeniu wektora zmiennych decyzyjnych zapewniającego "najlepszą zgodność" 
między poziomami aspiracji a funkcjami celu i spełniającego ograniczenia 
z zsdaną "aokiadnością" [9] «

A zakresie opisu niepewnośoi i niedokładności za pomocą, rachunku 
prawdopodobieństwa przedstawiono w pracy [93 metodę transformacji za­
dania stochastycznego programowania liniowego z jedną funkcją kryterial- 
ną (SPL) do zadania dwukryterialnego programowania liniowego (BLP) [12] . 
Transformację tę przeprowadzono przy założeniu opisu parametrów losowycb 
za pomocą dyskretnych funkcji gęstości. Rozwiązanie zadania BLP przed­
stawiono w formie rodziny krzywych w przestrzeni kryteriów, z których 
jedno jest przekształconym kryterium problemu pierwotnego, a drugie wy­
nika z przyjętej metodologii transformacji problemu .

Praca niniejsza stanowi rozszerzenie podejścia dwukryterialnego na 
przypadek wielu kryteriów z uwzględnieniem niepewnych parametrów pro­
blemu traktowanych jako zmienne losowe o znanych dyskretnych funkcjach 
gęstości.

n rozdziale 2 przedstawiono opis metody rozwiązania wieiokryterial- 
nego stochastycznego problemu programowania liniowego (wSPL) transfor­
mując go do skończonej liczby problemów deterministycznych ii.PL.o więk­
szej liczbie kryteriów.
Rozdział 3 zawiera założenia modelu problemu rozwoju systemu zaopatrze­
nia w wodę i ochrony wód.
'A rozdziale ń sformułowano i rozwiązano przykład obliczeniowy. Rozdział 
5 zawiera wnioski i uwagi końcowe.

2. Metoda rozwiązania WSPL ■
Rozpatrzymy problem wielokryterialnego stochastycznego programowa­

nia liniowego (WSPL), który sformułujemy następująco:
(1)

(2 )
(3)

gdzie b oraz współczynnikifunkcji kryterialnych są zmiennymi loso­
wymi.

Równonle (2) nbpiszemy w postaci

i i + ^  - 4  = W
gdzie n>1,2,...,R jest numerem realizacji wektora losowego b.
Zmienne £~, są odpowiednio ujemnym i dodatnim odchyleniem dla r-tej 
realizacji wektora b. Zmienne te są konieczne dla zachowania niesprzecz- 
noscl równań (ń) £ 11 ,1 2 ] . wprowadzimy również nową funkcję reprezen­
tującą karą za niespełnienie ograniczeń w sposób ścisły, postaci:

llin: ? n ( » ^ 2 ’ • • * = 9̂1— * 92—’ • • • ’9h— ̂
przy ograniczeniach 
Ą x n b 
£ > 2
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R
E =51! Pr lr (j£ * 2$ (5)

r=1
gdzie 2.r jest prawdopodobieństwem r-tej realizacji wektora losowego, a 
d" jest współczynnikiem kary.
losowe wektory współczynników funkcji kryteria lny ch ĉ  , C g . ,Oj) mają 
najczęściej charakter pewnych wskaźników .kosztowy ch. Przyjmiemy dla nich 
pewną skończoną liczbę realizacji zwanych scenariuszami kosztów. Przyjmu­
je się zwykle scenariusz na poziomie wartości oczekiwanych oraz dwa sce­
nariusze skrajne:'pesymistyczny i optymistyczny ['liJ .
Z ekonomicznego punktu widzenia scenariusze te winny być spójne, to zna­
czy, że wszystkie wskaźniki kosztów w danym scenariuszu wynikają z kom— 
ple'ksov/ego współzależnego systemu cen. Uwzględniając powyższe uwagi, 
możemy zbiór funkcji kryterialnych zapisać w postaci:

^  = (F^, p f i £ )  = (o^x, ę£,...,o£x) (6)
gdzie h=1,2,...,H

Pierwotne zadanie WSPL możemy zatem zapisać w postaci wielokryterialne- 
go deterministycznego zadania PL w sposób następujący:

Min: G = X) (?)
przy ograniczeniach
x>eD(x’) ={x,S^,xr“|Ax + x~ - 3̂  = br , x,xr7Xr-)0 } C8?

Sformułowany powyżej problem zawiera (k x H)+ 1 kryteriów oraz R razy 
większą liczbę ograniczeń.
W procy [ 9 ] przedstawiono algorytm rozwiązania problemu (7)(8) dla przy­
padku gdy zbiór kryteriów został przedstawiony w postaci par kryteriów 
Gh = (F*1, X).
Przykład rozwoju systemu zaopatrzenia w wodę i ochrony wód dla tego przy-, 
padku podano w praoy [12] .

W celu rozwiązania problemu (?)(8)- opracowano algorytm wykorzystu­
jący podejście dialogowe reprezentowane w metodzie SfkŁ! [1 ] oraz zasady- 
sformułowane dla metody SWT [4] . Pierwszy etap algorytmu stanowi two­
rzenie tak zwanej macierzy ?/ypłat. klenentani tej macierzy cą wartości 
funkcji kryterialnyoh uzyskane dla przypadku zadania z jednym kryterium 
przy pominięciu pozostałych. Uzyskane w ten sposób, "rozwiązania idealno" ■ 
są najczęściej niedopuszczalne, lecz stanowią podstawę do oceny rozwią­
zań sprawnych. Oznaczmy óptycalńe rozwiązania dla kryterium (1, h),
(1=1,2, ...,k; h=1,2,... ,H) przez • craz przyjmijmy następującą no- 
tację:

sqlh = £l Ą' q=1,2,...,kXH + 1 

*lb = E*-n zqlh ■4
a-, ;.. - ŁŁłZ Z- ■

(9)

(10) 

fil)'
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Zależności te są słuszne dla wszystkioh kryteriów ̂ 1, h), gdzie 1=1,2,.,, 
,,,k +1, ,h,
Tablice Ujjj i thh pozwalają na wyznaczenie następującyoh wskaźników [1] ,

oilh
i r ^  = 'K-ri Ü1,1 i—  .

1=1 b=1
gdzie

3-1 •" •
Pierwsze rozwiązanie kompromisowo noże być uzyskane Jako wynik rozwiąza­
nie następującego problemu programowania liniowego

Hlns X
przy ogreniozeniacb 

slJb " ¿lb 2 ’ ■ 0
H a

g  Ph (£ik S  “ ‘n’m  <  V  (15)

5 * € D ( x ') (16)

W Tezie decyzyjnej algorytmu '-szukamy .odpowiedzi na pytanie czy uzyskane 
rozwiązanie Jest dla decydenta zadowalające. Jeśli odpowiedź Jest twier­
dząca, wówczas prooedura kończy się., ■
W przypadku przeciwnym formułujemy dodatkowe wymagania dotyczące rozwią­
zania wprowadzając Je do ograniozeń i przechodzimy do fazy obliczeniowej, 
każde uzyskane rozwiązanie należy poddać ocenie. Do tego celu wykorzystu­
je się następujące wielkości £11] s 
1° Wartości poszczególnych, funkcji celu

Zqjjj ■ ¿ih 2q» 1*1 »2,.,.,kj h=1,2,...,H (1?)

2° Wartości: funkcji kary 

*qk*1
3° średnią wartość l«-tego celu

*ql ph *qlh

4° Poziom ufności rozwiązania kompromisowego x!!
(1 -3Tł; . pffiu, <  zjij- ‘2 2  *h

be*.

(18)

(1 9)

s**i* 2f « { J» | .



Formułowanie nowych problemów dla fazy obliczeniowej wymaga uwzględnie­
nia specyfiki opisywanego problemu. Na przykład kryterium ochrony środo-1 
wiska ( jeśli występuje w modelu) może być uwzględnione w formie utrzyma­
nia środowiska w stanie nienaruszonym.

2. Łiodel matematyczny problemu 
3.1 Założenia
Rozpatrzymy system zaopatrzenia w wodę i ochrony wód składający 

się z następujących obiektów: ujęcia wody, oczyszczalni ścieków, sieci 
przesyłowej oraz odbiorcy wody. Przyjmiemy 20-letni horyzont rozwoju, 
podzielony na T równych okresów nie dłuższych od 5 lat.i nie krótszych 
od 1 roku. Zakłedamy, że. zmiany wartości parametrów charakteryzujących 
obiekty systemu mają miejsce -przy przejściu z jednego etapu do drugiego.

Uodele obiektów systemu oraz dokładne sformułowanie zależności kry- 
terialnych podano w pracy £13 ] • Podstawowe wskaźniki i parametry obiek­
tów systemu zawarto w tablicy 1.
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gąblical. Charakterystyki techniczno-ekonomiczne obiektów systemu

Parametry i wskaźniki Jjęcis wody Oczyszczalnie
ścieków

Sieć
przesyłowa Odbiorcy

Liczba obiektów P(t) <4(t) P(t)3Qi(t) k!(t)
Podstawowa charaktery­
styka techniczna Dit -maksy­

malna wy­
dajność

ij_t-maksymal- 
na wydajność

Xki-maksy- 
□aSny prze­
pływ

Bjt-zapo- 1 
trzecowanie 
na wodę

ttskażaik awaryjności ait ait aijt
Charakterystyka dodat­
kowo

s^^-macierz
połączeń
sieciowych

^•t-wskaźnis
zużycia t.o- 
dy

Wskaźniki kosztów
-inwestycyjnych °it clt °ijt -
-eksploatacyjnych kit klt kijt -

-strat • - - - - . Ct

Foniżej przedstawiono w skróconej formie matematyczny zapis kryteriów 
i ograniczeń.

3.2 .KCLt&Eia
V. modelu rozpatrujemy pięć kryteriów oceny, systemu £9,13}. 

¡kryterium kosztów inwestycyjnych 1 eksploatacyjnych ujęć wody

(citxitqt-i*itiłitŁ Hjt^ljt^it)* .tcl jsp i 2* i
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gdzie q^t są czynnikami dyskontującymi dla kosztów inwestycyjnych 
i eksploatacyjnych, a Ł jest długością etapu w dobach.
Kryterium kosztów inwestycyjnych i eksploatacyjnych oczyszczalni

f b  ^clt^lt^t-1 + ît' L ^ltglt^ 2̂15

(22)

Kryterium strat spowodowanych niedostarczeniem wody do odbiorów 
T Mit) m )  .

 ̂ ®jt“ S  8iJtaitaijtxijt ̂ jt1̂ ;

Kryterium zanieczyszczenia środowiska

Ą - p t U '  ^  » j , . , g .  (23)

'gdzie K( £ ) oznacza jednostkowy średni stopień zanieczyszczenia środo­
wiska wynika Jąoy - ze zrzucenia 1 m^ ścieków nieoczyszozonych (oczyszczo­
nych) w oiągu doby do wody płynącej lub stojącej o danej objętości czyn­
nej.

3.3 Ograniozenla
Ograniczenie wydajności źródeł 
M(t)

•ijt^ijt ^®it* **%••• *2(t) , tn1,.,.,T. (24)

Spełnienie wymagań użytkowników

^jh *ijtaitaijtxijt^ “̂ J t *  3-1 f..M(t), t*1 ,...-,T, (25)
Ograniczenie przepustowości odcinków sieci

^  \ *ijt ̂  t• • • »^(^)* tal,.. .,T. (26)
- U . J ) * ^
Ograniczenie wydajności oczyszczalni spływowych

y ^  ^  ^¿BX* tal,...,!. (27)

4. Prr»kł8d
Rozpatrzmy problem wyboru strategii rozwoju systemu podany w pracy 
i rozwiązany tan dla przypadku wielu kryteriów przy danyoh rozmy­

tych.
Se rys.l pokazano możliwy rozwój struktury systemu w czterech pięciolet­
nich etapach 20-letniogo horyzontu rozwoju. Początkowy stan systemu jest 
następujący 1 Jeanc źródło L, zaaile odbiorcę Oj z intensywnością x11c«
• 7*10  ̂m^/dcbę. w pierwszym etapie (t«1 ) i drugim (t=2) istnieją je- . 
dynie sośliwoać zwiększenia wydajności źródła Lj. » etapie trzecim 
<t*3 ) nośna wprowadzić drugie źródło 12  i zasilać nie nowego odbiorcę <7 ,
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Nad rzeką można usytuować oczyszczalnię ścieków DJ-j. V etapie czwar­
tym (t=4) rośnie znów zapotrzebowanie na wodę u odbiorców. W tym etapie 
można rozważyć możliwość wprowadzenia oczyszczalni recyrkulacyjnej, któ­
ra z jeanej strony pozwoli na pełniejsze wykorzystanie zasobów wody, a

z drugiej umożliwi oczyszczanie wo­
dy zużytej przed zrzutem jej ao śro­
dowiska.

Parametry obiektów, systemu poda­
no w tablicach 2 do 9» Pozostałe 
wartości przyjęto następująco*
- średni czas wykorzystania obiektu 
w ciągu roku L = 1500h,

- stopa dyskontowa p = 0.16,
- maksymalna wydajność oczyszczalni 

yraax _ 25.105 m3/dobę 
oraz 5 =1, 1?= 0.009 VnVdobą,

4d= 0.0001.1 /m5/dobę. 
Zaproponowaną metodę zaimplemen­

towano dla minikomputera ŁERA-400.
W tablicy 10 zestawiono rozwiązania 
idealne, które wykorzystywane są 
do konstrukcji macierzy wypłat.. 
Rozwiązania kompromisowe są genero­
wane przy założeniu, że kryterium 

^  0 (czyli przy. zachowaniu dotychczasowego stanu środowiska), ta­
blicy, 1 1  zebrano'rozwiązania kompromisowe dla różnych scenariuszy cen. 
Przechodzenie od jednego'rozwiązania kompromisowego do drugiego jest 
oparte na dynamicznym definiowaniu przez decydenta preferenoji w postaci 
formalnej aprobaty lub niezadowolenia z .uzyskanego rozwiązania.

Rys.1 Przykładowy system zaopa­trzenia w wodę i ochrony wód:
C - odbiorcy, I - źródła,HE - oczyszczalnie recyrkula­
cyjne, DT - oczyszczalnie 
spływowe

4. Wnioski i uwagi końcowe
Przedstawione w pracy podejście do.rozwiązania niedetermlniatyoznyoh 

problemów wielokryterialnyoh scharakteryzować można następująco*
1° Proponowana metoda umożliwia rozwiązywanie zadań programowania 

liniowego z losowymi współczynnikami funkoji kryterialnych oraz 
prawych stron ograniozeń.

2° Opis parametrów losowych przyjęty został.w formie dyskretnych 
funkoji gęstości (histogramów}.

3° Dla opisu losowych współczynników funkcji kryterialnych przyjęto 
kilka scenariuszy kosztów, uwzględniających przypadki charakterys­
tyczna (np. scenariusz optymistyczny, pesymistyczny i średni).

4° '¿ szczególny, odmienny sposób traktuje cię w podejściu kryterlus 
ochrony środowiska.

5° Proponowana podejśoie pozwala na przekształcenie zadania pierwot­
nego do ekwiwalentnego zbioru deterministycznych zadań z większą.
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Tablica 2. Maksymalne wydajnosoi źródeł 
x£t*io3

Tablica 3. Jednostkowe koszty 
inwestycyjne ô K̂r

Etap Poziom I, RT1
t r ®1t *1t 4 t *2t *
1 . ' 'i. 9 0.4

2 11 0.6
2 . 1 

2
11
14

0.6
0.4

3 1 16 0.5 8 0.5
2 20 0.5 10 0.5

4 1 16 0.5 8 0.4 8 0.5
2 20 0.5 10 0.6 10 0.5

h *1 h RT1
1 0.3 12 14 18
2 0.5 13.6 16.5 20
3 0.2 14 18 22

Tablica 4. Jednostkowe koszty eksploatacyjne ki\it
Etap'
t

h h RT1
1 2 3 1 2 3 1 2 •3

1 1.0 1.2 1.4
2 1.0 1.2 1.4
3 1.2 1.4 1.6 0.9 1.1 1.3
4 1.4 1.6 1.8 1.0 1.2 1.4 1.5 1.7 1.9

Tablica 5. Wskaźniki niezawodności
obiektów ait

Etap h h « 1
1 0.05
2 0.08
3 0.1 0.05
4 0.1 0.08 0.06

Tablloa 7. Współczynniki kosztów 
oczyszczalni

Tablica 6. Wskaźniki niezawodności 
a ^  połączeń (i,j)

Etap (1,1) (2,2) (2,1) (3,1)
1
2
3

0.05
0.05
0.05
0.05

0.05
0.05 0.05 0.05

Tablica 8. Wymagania odbiorców
Bł**103

k °lt*to3 klt '
1 i 3 4

i 0.3 9.0 1.2 1.3 10.0
2 0.5 10.2 1.3 1.4 15.0
3 0.2 11.5 1.4 1.5 10.0

tablica 9. Współczynniki wyśagaź 
zasilania c£„.

Etap
c
51 a

C2
1 2 1 2

1 9 11.5
2 13 15 5 7
3 15 18 6 ‘ 8
4 17 20. 8 10r rjj, , .

p3t 0.6 0.4 0.6 0.4

Stap 1 2 3 4
C1 0.85 0.85 0.875 0.875

0.9 0.95
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Tablica 10. Rozwiązania idealne

F1 F2 F3 P4 X
Xj1 0.0 0.0 0.0 .0.0 1.5
x 2

y
y
y
y

y43y14

0.0 0.0 '0.0 0.0 4.2011
0.0 0.0 0.0 0.0 2.6983
0,0 0.0 0.0 0.0 0.0
o.o 0.0 0,0 0.0 5.2644
0.0 0.0 0.0 0.0 8.7356
0.0 0.0 0.0 8.5 1.8795
0.0 0.0 0.0 2.5 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

x111 7.0 7.0 7.0 7.0 8.5
X1 12 7.0 7.0 7.0 7.0 12.7011
x113 7.0 7.0 7.0 7.0 15.3994
x114 7.0 7.0 7.0 7.0 15.3994
^223 0.0 0.0 0.0 0.0 5.2644 •
^24 0.0 0.0 0.0 0.0 8.7356
^ 1 4 0.0 0.0 0,0 0.0 0.0
x314 0.0 0.0 0.0 8.5 1.8795
y13 0.0 0.0 0.0 2.5 0.0
y14 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
F 13.09 15.54 18.12 -7.95

Tablica 11. Przykłady rozwiązań 
sprawnych

1 2 3
0.0 0.0 0.0

. 0.0 0.0 0.0
8.4412 8.4412 8.4412 .
0.0 1.8655 1.8655
0.0 0.0 0.0
10.4066 8.7356 8.7356
0.1712 0.1712 0.1712
0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0
7.0 7.0 7.0
7.0 7.0 7.0
15.4412 15.4412 15.4412
15.4412 17.3067 17.3067
0.0 0.0 0.0
8.7356 8.7356 8.7356
1.0709 0.0 . 0.0
0.1729 0.1729 0.1729
0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0

F ■ 43.35 50.2135 55.3233

F4 0.0 0.0 0.0
X 42.05 42.05 42.05

liczbą kryteriów i rozszerzonym zbiorem ograniczeń.
Zastosowanie w algorytmie reguły metody STEIi i S’.VT gwarantują 
poszukiwanie rozwiązań ze zbioru rozwiązań sprawnych' (optymalnyoh 
w sensie Pareto). .
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JSlAJIOrOBHK AJIIUPWTM ffflOrOKPMTEPMUBHOK) BbLBOPA CTPATEI5M PA3BKTWH 
CZCTETvU B030CHAB3EHKH

P e 3 d  M e
B flOKxaae npe^cTaBJieH OTanoroBn5i MHorouejieBoS weion jmHeitHoro npor- 

paK.rapoBaHKH co cJiyHaibnami saHHHMH . Ajitophtm mbt0 4a dasapyeT Ha Mexosax 
CTEM h CBT . IIpHMyio jraHeibiyio saaavy co cyiywaftHHi.® aehhhj.!h mu xpaHciiop?.G- 
pyew k MHosecTBy jmHe;lHux aeTepxiHKCTKHecKEX 3auBH. M a n o v  Messy nponeay- 
poil a aeiumeHTOM hpdhcxdhht bo BpeMH BHdopa KOMnpoMHCHoro pemeHKH hs mho- 
secTBa napeTO— DHTHMajibHHX h Be^ex k dojiee jiynuniM pemeHMM. B kohuc aokjih- 
2 3 npe^cTaBJieH npimiep sjih CHCTeMH BosooHadxeHBR h dhhctkh CTOHHoa bosh.

INTERACTIVE ALGORITHM OF MULTICRITERIA CHOICE OF THE EXPANSION STRATEGY 
OF A  .WATER SUPPLY SYSTEM

Summary *
The method of solution of the multicriteria programming problem is 

presented for a oase when the parameters of the problem are treated as 
random variables with known probability density functions.
The proposed approach is implemented for the.water supply and naste-water 
treatment system. This method is1 illustrated by a simple example.

Recenzentj Dr ini. Janust FILIHOWSKI

Wpiyn^lo dotRedakcji 17.06.1987' r.


