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" .STOCHASTYCZNY MODEL BEZWYMIAROWEGO OPADU PUNKTOWEGO

Streszczenie. Zaproponowano prosty model oparty na 10-elementowej
reprezentacji bezwymiarowej krzywej eumowej opadu, utworzonej przez
podziat bezwymiarowego czasu trwania opadu na 10 réwnych czesoi. Na
tej podstawie utworzono przeskalowane przyrosty opadu Zf, Zj, ...,
Zg, tZte=l), z ktérych poprzez transformacje Y » In Z/(1-Z) utwo-
rzono ciag Y-j, Y2, e**» Yg bedacy z zatozenia niejednorodnym cig-
giem Markowa pierwszego rzedu. Bezwarunkowy rozkdad prawdopodobien-
stwa zmiennej losowej Yj, jak réwniez warunkowe rozkdady zmiennych
Y2, ...» Yg sa z zatozenia normalne. Tak utworzony 26-parametrowy
model dobrze odzwierciedla.rzeczywiste opady. Okazato sie, ze bez
duzej straty dok#adnosci modelu mozna zredukowaé¢ ilo$¢ jego parame-
trow do 6. Na przyktadzie 3 stacji pomiarowych stwierdzono stosun-
kowo maka zmiennos¢ przestrzenng parametréw.modelu.

1. Wstep

W czasie ostatniego dwudziestolecia wraz z rozwojem modeli hydrolo-,,
gicznych istotnego znaczenia nabrat problem rozktadu czasowego opadu.
Jest on bowiem wazny dla takich praktycznych zagadnien,Jak transformacja
opad-odptyw, wymiarowanie systeméw kanalizacyjnych, transport zanieczysz-.
czen, infiltracja i wiele innych. Wymagania konkretnego zagadnienia
i ztozonos¢ natury opadu powodujg, ze znalezienie odpowiedniego i jedno-
czesnie mozliwie ogélnego modelu opadu jest problemem dotychczas nie roz-
wigzanym w stopniu zadowalajgcym. Potwierdza to duza ilos¢ Istniejacych
modeli, np. Q t5,7,7,9,10,12,13] =

PodejsSciem dos¢ czesto Epotykanym (m.in. [j+,5,12J ) Jest przedstawienie
pojedynczego opadu w postaci bezwymiarowej przez standaryzacje do jednos-
ci jego wysokosci i czasu trwania, co daje .“czysty' ksztakt poszczegblne-
go opadu. Dalsza analiza, oparta na zbiorze opadéw bezwymiarowych* prowa-
dzida u tych autoréw do konstrukcji S$redniego bietegramu oraz tsw. 10 7
i.90 Bhietograméw, przy zatozeniu braku zaleznosci wewngtrz opadu. Zako-
zenie to, zwhkaszcza dla krotkich przedziatéw dyckrc.tyzacji 1 krotkich
czas6w trwania opadu, jest zbytnim uproszczeniem » to”e$ niektérzy
autorzy, jak np. iJ?,13J , modelujg zaleznos¢ wewngtrzopadowg na ogot
przez przyjecie csrkcwcsci zatozonej reprezentacji opadu.

V niniejszej .pracy, opierajac, sie na koncepcji przeskalowanych przy-
rostéw opadu , utwerzenp 5-wyr.iartr. rerreti-r.tzcje opadu, ktdérg
prsetraac formowano na nowy proces stochastyczny “r.edaty z 7: m -
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tym ciagiem Markowa o normalnych, rozk¥adach® prawdopodobienstwa. Ha przy-
k#adzie trzech ciagow danych z trzech stacji opadowych badane sa whkasnos-
ci tego procesu, weryfikowane jest _powyzsze zatozenie oraz jako$¢ powsta-
+ego generatora przebiegu opadu bezwymiarowego.

2. Model

Niech za Todorotice® i Yevjevichem; zdarzenie opadowe bedzie
zdefiniowane.jako ''‘ciggly opad pomiedzy dwoma niedeszczowymi przedziata-
mi, nawet jesli catkowita ilos¢ opadu i czas jego trwania beda bardzo

mate". Niech dalej liczha

zdarzen opadowych bedzie

réwna N a i-ty opad (i=1,2,

-..,N) bedzie miat nastepu-

jJjace charakterystyki:

1) wysokos¢ catkowity ih,
(mm),

2J czas trwania lh, (min),

3) krzywa sumowg h"it),
(mm), okreslong w prze-
dziale czasu <o,t’> ,
t<Ti;

Seraz dla ustalonego i

slimy bezwymiarowy czas t

t* £ <o,i> (€))

oraz bezwymiarowa wysokos¢

mRys. 1. llustracja koncepcji, przeskalowa- opadu M w chwili t*
nych przyrostéw opadu

hi(t* *
h*(t*) . @

t~COo

Aby zbada¢ proces h*(t*) bedziemy bada¢ jego reprezentacje h™N(t* ) u
tworzong pr2es prébkowanie procesu w a+l roéwnoodlegtych punktach
* k/m, k=0,1,2,...,c 1 zdefiniujemy przeskalowane przyrosty opadu

‘Moq - -T* m¥ i (D
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Sposéb tworzenia przeskalowanych przyrostéw Jest zilustrowany na rys. 1.
Ze wzoru (5) wynika, ze z~0) m O, z.~1) = 1 oraz O ~z~k/m) £1,

Bardzo #atwo mozna udowodnié, ze zwigzek odwrotny do (3), wyrazajacy
Ii* w zaleznosci od z ma postac:

k

(=% 1o 1-mn 7 k- 1,2,....m @)
J=1

V wyniku operacji przeskalowania powstat (m-1)-wymiarowy zbidér zmien-

nych losowych Z = 1, ktéry jest podstawg do utworzenia
pochodnego procesu stochastycznego przetranoformowanych przeskalowanych
przyrostéw opadu i = {1n,12,,..,im_i] » gdzie

*k <5>"

Zaktadamy, ze ciag ten jest niejednorodnym ciggiem Markowa pierwszego
rzedu {8 o normalnych rozkfadach prawdopodobienstwa

m-1
i(yl,y2 ... ym-1n = f1nyP Pk, k-17Myk lyk-177 n
k=2
gdzie
flGy-Dm Krmi~, Crp (7a)
fk,k-1"yk 1yk—1™ *“ NID(/",k-1" ?k, k=17
oraz (&]>:

yrkjk-1 /\ + <k2t  ‘yk-1 “

~k,k-1 D <~(l " (sb)

Symbol Nrm{jm+T) oznacza tutajfunkcje gestosci jednowymiarowego raskta-
du normalnego ze 6reonigyU i wariancja 0-2, a krm(yM, <r, j ) - funkcje
gestosci jednowymiarowego warunkowego rozkdadu normalnego o Sredniej wa-
runkowej yU , warunkowej wariancji cH i wspétczynniku korelacji J . Wzory
®), (M i (B pozwalajg w tatwy sposob generowa¢ realizacje propesu I
(np- [14]1), a poprzez transformacje odwrotng do (5) i wzér (4) - tworzycé
zbidr kolejnych wartosci bezwymiarowej krzywej sunowej opadu.
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3« Bane

Zdarzenia opadowe wziete do analizy pochodzity z zapiséow pluwiogra-
Fficznych zanotowanych w trzech stacjach meteorologicznych w Krakowie:
w Ogrodzie Botanicznym (lata 1961-1975), Balicach (1966-1975) oraz Woli
Justowskiej (1968-1975). Wszystkie dane pochodzity z okresu 1.V_-3P._IX.
i dotyczyty opaddéw o Srednim natezeniu wiekszym- od 0.1 mm/min. Kazdy opad
by* dyskretyzowany z rozdzielczoscia czasowa lepsza niz 5 minut i wyso-
kosciowg lepsza niz 0.1 mm wysokosci opadu. W sumie otrzymano 140 zdarzen
opadowych dla Ogrodu Botanicznego, 84 - dla Balic i 65 - dla Woli Justow-
skiej. Czasy trwania opadu zawieraty sie w przedziale <J,186”> minut,
wysokosci catkowite - w przedziale <J.3,66.2]> mm. Maksymalne Srednie

natezenie miato wartos¢ 1,01 mm/min.

4. Analiza 1 ocena modelu

Wszystkie opady z kazdej stacji standaryzowano i nastepnie dla zatozo-
nego m « 10 tworzono przeskalowane przyrosty z~k/10), k & 1,2,...,9;
i« 1,2,...,K, ktore za pomocag (5) transformowano na wartosci y~k/10).
Powstat w ten sposéb ciag zmiennych losowych i = {*m(, » diE
ktdérego policzono eetymaty parametréw rozkdadu (6), tj- =mk, <Kk « Gk
(km1,2,. ..,9 i Jpk k-1 * rk k-1 (km 2,3,...,9). Przyktadowe wartosci
tych eBtymat, jako funkcje k, wraz z 95 % przedziatami ufnosci, sa pokaza-
ne na lys. 2 (stacja Ogréd Botaniczny). Jakos¢ dopasowania modelu do war-
tosci rzeczywistych byta testowana dla jednowymiarowych rozktadéw brzego-
wych fk(yk), k « 1,2,...,9 testem %-2, ktéry na ogot na poziomie istotnos-
ci 5< (w niektdrych przypadkach - 190 nie dawat podstaw do odrzucenia hi-
potezy o normalnosci tych rozktadéw. Testowano réwniez istotnos¢ wspot-
czynnika korelacji "~k k-1, k m 2,3,...,9 [I5]j i dla wiekszosci przypad-
kéw na poziomie istotnosci 1% (@, dla pozostatych przypadkéw - 5%) mozna
byto przyja¢, ze Jest on rézny od zera.

Na rys. 2 wida¢ wyrazng regularno$¢ obliczonych estymat mk, sk i rk k-1
Jako funkcji k. Umozliwito to redukcje ilosci parametréw modelu z 26 dp 6

poprzez przyjecie nastepujacych funkcji aproksymujacych:

fik ” amln k * fn Sa)"
sk “ ask + V {9
2 ©

rk,k-1 “ ark + *r

Policzone metoda najmniejszych"kwadratéw wartosci wspodczynnikéw a i b sg
umieszczone w tabeli 1, a powstate w ten sposéb zaleznosci sa dla Cgrodu

Botanicznego wykreslone na rys. 2. Wida¢ bardzo dobra zgodnos$¢ réwnan (9)
z ettymowanymi wartosciami momentéw. Zastosowany podobnie Jak dla 26-para*
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Rys. 2. Estymowane parametry modelu
(gwiazdki) wraz z 95% przedziatami ufnos-

ci 1 dopasowanymi
3otaaicznego.

krzywymi

(9 dla Ogrodu

10

10

metrowego modelu test %.2
wykazat, ze uzycie réwnan
(9 (z parametrami z tabe-
li 1) dajacych troche zmie-
nione wartosci m®, sk
i r™~ f 1 nie powoduje du-
zego pogorszenia jakosci
modelu, z tym, ze w pew-
nych przypadkach poziom
istotnosci testu musiat
by¢ obnizony do 1%,
Innym sposobem weryfi-
kacji modelu byto poréwna-
nie empirycznych dystrybu-
ant z dystrybuantami wyge-
nerowanymi przez 6-parame-
trowy model. Rysunek 3
ilustruje takie poréwnanie
dla stacji Ogréd Botanicz-
ny. Liczebnosci ciggéw ea-

od-
sobie para-
réwnan () dla réz-
nych stacji (tab. 1) suge-
ruje ich stosunkowo matag
zmienno$¢ przestrzenng.
Jest to uzasadnione faktem
podobienstwa warunkéw ge-
nerujacych opad rzeczywis-
ty i1 moze by¢ stuszne dla
wiekszego, obszaru niz w a-
nalizowanym przypadku. Jed

nakze posiadany materiat
obserwacyjny nie jest wys-
tarczajacy do stwierdzenia
czy, a zwkaszcza w jakim
stopniu, parametry réwnan
(9) ca niezmienne w przes-
trzeni .

Ilezaleinie od powyzszego ograniczenia dokonano przestrzennego usrci-
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NS H bi ri
1 1.976 -3.796 .994
m 2 1.306 -2.791 983 m
X 1.667 -5.523 .983
1 -0.1185 1.673 -0.957
s 2 -0.0680 1.325 -0.874
3 -0.1151 1.630 -0.954
1 -0.00682 .729 -0.9B3
r 2 -0.00646 .746 -0.977
3 -0.00362 681 -0.844 -~
A
R
kA
N
e
g
N
c
Bys, Bspirycsne (linie pogrubione)
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Tabela 1. Bstymowane
wartosci parametrow <
réwnan (. Wspotczyn-
nik korelacji ri jest
tutaj wskaznikiera ja-
kosci dopasowania. KS
jest numerem stacji:

1 - Ogréd Botaniczny,
2 - Balice, 3 - Wola
Justowska.

i wygenerowane modelem

6-parametrowym dyetrybuanty brzegowe (Ogréd Botaniczny).



Stochastyczny model

nienia parametréw nm, i

nych (z 3 stacji) zbioréw odpowiadajacych sobie parametréw.

przez dopasowanie krzywych. (9) do 4acz-

Ilustruje to

rys. 4, gdzie dobrze wida¢ makta zmienno$¢ przestrzenng m™ (poza m\) oraz

J,- Rozrzut wartosci r™ ¥ 1 jest zdecydowanie wiekszy, jednakze,

g =<

o

o

o

o

K

10

Rys. 4. Przestrzenna zmiennos$¢ parametrow

3 - Wola Justowska).
czaja aproksymacje rownaniami

modelu (1 - Ogréd Botaniczny, 2 - Balice,
Linie ciagte ozna-
-

oproécz
k = 8, rowniez niewielki.
Uzasadnia to zastosowang a-
proksymacja (linie ciagte
na rys. 4).

Wizualna ocena mouelu
z parametrami usSrednionymi
przestrzennie, dokonana na
podstawie rys. 5 dla Ogrodu
Botanicznego i podobnych
wykresow dla pozostatych
stacji wskazuje na niewiel-

ka strata informacji. Po-
réwnujac rys. 3 i rys. 5
mozna stwierdzié¢, ze w nie-

ktorych przypadkach dystry-
buanty wygenerowane modelem
0 usrednionych przestrzen-
nie parametrach sg nawet
lepsze, niz odpowiednie. dy~
strybuanty wygenerowane mo-
delem o parametrach lokal-
nych. Jedyne wyraZzne ocs-
tpstwo ma miejsce dla Z0
1 to tylko dla Ogrodu Bota-
nicznego, Kcze byé to uza-
sadnione 4gcznym wpkywem
odchytek oszacowanych z pro-
bv momentéw mO  gg i ra7
od ich estymat obliczonych
wzorami Q) (rys, 4).
Ostatecznym efektem pra-
cy modelu jest wygenerowa-
nie zdyskretyzowanej bezwy-
miarowej krzywej sumowej o-
pacu, a wiec realizacji
procesu K* = { - -,H*]
(K10=1). Na rys. 6 poréwna-
no emDirvczne dvstrvbuanty
zmiennych nk, k = 1,1,...,9
z ich odpowiednikami wyge-
nerowanymi 6-parametrowym
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Hyc. 5. fiapiryczne (linie pogrubione) i wygenerowane dystrybuanty
brzegowe dla modelu 6-parametrowego (parametry przestrzen-
nie usrednione, Ogrdéd Botaniczny).

modelem o piranotrach usrednionych przestrzennie, Pomimo wyrauayen css*
ttpztw istnieje nadal dobra zgodno$¢. Nalezy tu zaznaczy¢, ze dla poza*?
tatyoh stacji analogiczne wykresy wykazujg duzo mniejsze odchydki .

5. godsuaowanle i wnioski

Zaproponowany model bezwymiarowego opadu punktowego jest dobrym, prsy*
bliieniecB rzeczywistosci. Dzieki owej prostej strukturze typu Markowa
X normalnosci wszystkich rozktadéw jest on tatwy w estymacji paranetri*
X swoi* dziataniu jako generator przebiegu bcswymiArowcgo opadu. BEityeo*
wane parametry modelu zg regularnymi funkcjami zdyskretyzowanego bes*y*
miarowego czasu, co pozwala na redukcje.ilosci parametréw modelu z 26 &
€ bez duzej straty dokfadnosci.
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Przyjecie struktury
procesu X jako prostego
ciggu Markowa jest roéw-
niez uzasadnione faktem,
iz zwiekszenie rzedu pro-
cesu Markowa nie musi
powodowaé istotnej po-

jakosci modelu,
czego przyktadem moze by¢
DG-
-Estymowane parametry
trzech réznych sta-
sie by¢ mato
przestrzennie.
Umozliwito to usSrednie-
nie przestrzenne parame-
tréow modelu bez duzej
straty dokdadnosci. Pro-
blem ten wymaga jednak

. 6. Hnpiryczne (linie pogrubione) i wy- dalszych badan.
generowane dystrybuanty zdyskretyzowanej -
krzywej sumowej HF dla Ogrodu Botanicznego Zagadnienie wplywu
(parametry usrednione przestrzennie). liczby m przedziatéw dy-

skretyzacjl bezwymiaro-

wego czasu na parametry modelu nie bydo tutaj badane.

6. Uwaga 1 podziekowanie *

Praca zostata wykonana w ramach programu CPBP Nr 03.09. "Metody anali-
zy 1 uzytkowania zasobéw wodnych'.
Uciazliwej pracy dyskretyzacji hietograméw dokonat mgr Wiestaw Gadek.
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CTOXACDKEC?AH LSIJEHD EESPASI.SPEHX. TCVEtrOl OCABXB =

Fes: j. e

B CT2TL; npeacTaBliesa npocTaa Moneja, , ocho35hhenh Ka 10- tii aaeaaE-
THOM JipSSCTaBlieHHK Ce3pa3MeDHO08 KyMyjIHTHBHOE KOHBOS OCémKOB , nOCTOCe-HHO)
nyrev. pa3nelieH3H 6e3pa‘'3MepHo3 JUiTejiBBOCTZ dchukob Ha 10 pasinac aacxeS.
Ha 3Toi- ocHose nooTpoeHK nporpaayKpDsaHHHe npHpaaeHKE dcehkob, ks kotokj
ceoptiipoBaHa HocjieaoBaTejiBHocTB npeo6pa303aHKHX jeoyapjHDDBaEHsr apajsr
oeraa ocaaKOB, gaagptaacog npoWHM nponeccow .apKosa. Tan aoerpbeihhss ge-
napaweTpoBas Moawa xopoao oTpaaaeT pealSHHe ocaskis. Gassaaccs , zfr
MOBHO yMEHSSBHTB KCXHHCCTBD UapaMiTpOB 30 25CTH. Ha 3021460.6 TOOX METSOMI
aonreeckEX craHnaS KOHcxaxaposaHe otkochtsjibho Maaas aodct pah0?3dkkga r.e
MeHHSMocn, napaueTDOB. uoaeaz
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A STOCHASTIC MODEL OF DIMENSIONLESS POINT RAINFALL

Summary

A simple model of dImensionlesB rainfall is proposed, based on
10-element representation of nondimentional accumulated rainfall curve
sampled equidistantly over duration standardized to unity. On the basis
of this representation the rescaled increments ZIf Z2,..,,Zg are madp
and by the transformation Y = InzZ/1-Z/ a new sequence Y~, Y2,.,.,Yg
is established which iIs assumed to be a nonhomogeneous Markov series of
first order with normal unconditional probability distribution funotion
/pdf/ of Y~ and normal conditional pdf®"s for eaoh random variable
Yg, Yg,,--,Yg- The modelwith its 26 parameters adequately reflects real
rainfalls. It turns out that without muoh.lo.os adequacy the number of
parameters can be reduced to six. With.the sample ,3 locations a relati-
vely small spatial variability of the model parameters found.
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