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PODSTAWY TEORETYCZNE OZNACZANIA STALYCH SPREZYSTOSCI
OSRODKA TRANSWERSALNIE 1ZOTROPOWEGO NA PROBKACH WALCOWYCH

Streszczenie. W pracy przedstawiono zasady wyznaczania _statych
sprezystosci osrodka transwersalnie izotropowego na prébkach walco-
wych. Wskazano, ze wszystkie (E1, ~ , E2, "2, G2) techniczne sta-

+e sprezystosci mozna wyznaczy¢ za pomocg préb Sciskania trzech proé-
bek walcowych odpowiednio zorientowanych do ptaszczyzn uwarstwienia.

Podano takze podstawy teoretyczne wyznaczania modudu sprezystos$-
ci poprzecznej G2 przy pomocy préby skrecania prébki walcowej o]

osi_podtuznej prostopadtej do uwarstwienia. 1,
W' zakonczeniu wskazano dodatkowo na mozliwos¢ zmniejszenia licz-

by probek walcowych potrzebnych do wyznaczenia statych sprezystosci
osrodka transwersalnie izotropowego Jaka stwarza przyblizony wzor

(25) Batugina i1 Nirenburg (1972) wyrazajacy modut Gg w funkcji
Eg 1 2"

1. Wprowadzenie

Dla geomechaniki goérniczej przedmiotem szczeg6lnego zainteresowania jest
- jako towarzyszacy ztozom najbardziej powszechnie eksploatowanych kopa-
lin uzytecznych - masyw skalny o budowie warstwowej. Same skaty budujace
gorotwér sg czesto rowniez (Borecki, Kwasniewski, Oleksy, Ko¢, 1975, Bo
recki, Kwasniewski Nguyen-viet-Hung, Oleksy, Czilchaagijn Tegszsajchan,
Pacha, 1978), osrodkami uwarstwionymi. Dla osrodkéw takich najczesciej
przyjmowanym modelem jest model osrodka transwersalnie izotropowego o réw-
nianiach stanu (z uogélnionego prawa Hooke a) - por. Lechnickij (1950,
1977), Arabarcumian (1974), Sarkisjan (1976):

Ax = all ~x + al2z My + al3 6z ™yz = a44 Jyz
¢y = ai2 6x + all Ny + al3 * ad4 Txz X

8Z - al3 (& +<5y) + a33 6z, fxy =2 (@n - a-p> "xy
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lub inaczej
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fiz 0z “T2 Oy, gy "*7 X
Xy
gdzies
Er e2” Vv ¥ G2 " niezaleznych stalych sprezystosci (technicz-
nych) os$rodka transwersalnie izotropowego,
przy czym:

E1 - wspétczynnik sprezystosci podiuznej przy obciaze-
niu dziatajacym w kierunku réwnolegtym do plasz-
czyzny izotropii (E1 - E )

E2 - wspétczynnik sprezystosci podiuznej przy obcia-
zeniu dziatajgcym w kierunku prostopadtym do pta-
szczyzny izotropii (B2 * EU)

'R - wspétczynnik Poissona charakteryzujacy odksztat-
cenia w plaszczyznie izotropii przy obcigzeniu
dziatajacym w kierunku réwnolegtym do tej plasz-
czyzny =dll. 1D

2 - wspotczynnik Poissona charakteryzujacy odksztat-
cenia w ptaszczyznie izotropii przy obcigzeniu
dziatajacym w kierunku prostopadtym do tej ptasz-
czyzny (»?2 »‘il,l)

G2 - wspétczynnik sprezystosci postaciowej przy Sci-
naniu w ptaszczyznie prostopadtej do ptaszczyzny
izotropii

®1
G1 1+ ~3 ' wspétczynnik sprezystosci postaciowej przy Scina-
niu w pkaszczyznie izotropii.
Wyznaczenie stalych sprezystosci osrodka transwersalnie izotropowego wy-
xgagje sie z regudy na probkach foremnych prostopadtosciennych lub walco-
Ponizej przedstawiona zostanie metodyka wyznaczania na probkach walcowych.
Zasady wyznaczania na proébkach prostopadtosciennych mozna znalezé w pra-

1970)“ "™ " ©aneVa (1963” 1970> °heneVerta 1 Gatli»a (1965), Pinto (1969,
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2. Wyznaczenie statych sprezystosci w proébie Sciskania

Jak wynika niemal bezposrednio z podanych wyzej definicji parametrow
sprezystosci osrodka transwersalnie izotropowego, w celu wyznaczenia war-
tosci tych parametréw przy Sciskaniu probek walcowych, nalezy przeprowa-
dzi¢ nastepujace eksperymenty:

A. Proébe Sciskania w kierunku prostopadtym do ptaszczyzn uwarstwienia(rys.

la); dokonujac pomiaréw odksztakcen podduznych £zi poprzecznych £r @)
wyznacza sie state:

Rys. 1. Prébki walcowe z materiatu transwersalnie izotropowego

) probka zorientowana prostopadle do ptaszczyzny izotropii, b) prébka zo-
rientowana réwnolegle do ptaszczyzny izotropii

S

O]
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B. Prébe sSciskania w kierunku réwnolegtym do piaszczyzn uwsrstwienia(rys.
1b); dokonujac pomiaréw odksztatcen podtuznych EX i poprzecznych 6J
wyznacza sie state:

En - 1: o)

CcX

& . -l

iii . ®
1 X

Wykonujac dodatkowo pomiar odksztakcen poprzecznych C mozna skontro-
lowa¢ na podstawie tej proby wyznaczong uprzednio z (3) 1 (4) wartosc¢

stosunku parametroéw do E2, =zachodzi bowiem n
« — igi (77)‘
@ ¢ X

C. Probe sciskania w kierunku tworzacym dowolny (rézny od 0° i od 90°)kat
0C z kierunkiemnormalnym do ptaszczyzn uwarstwienia; dokonujac pomia-
réw odksztatcenpodtuznych wyznacza sie stalg

% (8)
i na jej podstawie (oraz na podstawie parametréw wyznaczonych w dwu po-
przednich prébkach) oblicza sie warto$¢ piagtej stalej sprezystosci o$-
rodka transwersalnie izotropowego z formuty (Lechnickij, 1962):

G2 ————mm F———mmm— e ©
_______ 1 e —_0s20C 271
E”~ sin 0C cos 0f sin cf 1 E2 cos of

Przyk#adowo, przy Sciskaniu probki odwierconej pod katem jb =0C- 45° do
uwarstwienia

s2 0

3. Wyznaczenie stalej sprezystosci G2 w prdébie skrecania

Klasycznym sposobem oznaczania cech odksztaktcalnosci postaciowej mate-
riatéw jest proba skrecania; przy skrecaniu preta o przekroju kotowym wy-
stepuje w nim stan naprezenia zwany czystym Scinaniem.

Ponizej podane zostang podstawy teoretyczne oznaczania  wspédczynnika
sprezystosci postaciowej G2 (modutu sprezystosci poprzecznej) w plasz-
czyznie prostopadtej do plaszczyzny izotropii materiatu transwersalnie
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izotropowego z proéby skrecania prébki walcowej odwierconej prostopadle do
uwarstwienia. Zakkadamy, ze proébke taka obcigza sie tylko
niach czotowych momentami skrecajacymi H8, ktérych wektory pokrywaja sie
z osig z (08 préobki - rys. 2). W tym przypadku stan naprezenia w proébce
okreslony jest dwoma skdadowymi 7XZ i 7yz (Sarkisjan, 1976).
Sktadowe te spedniaja warunki roéwnowagi, ktore przy pominieciu
wych maja postac:

na powierzch-

sit maso-

vs 2 Probka materiatu transwersalnie izotropowego poddana dziataniu mo-
entu skrecajacego w celu wyznaczenia modudu sprezystosci” postaciowej przy
Scinaniu w ptaszczyznie prostopadtej do ptaszczyzny izotropii (2>

+ = 0 (11)

6wnania (11) beda speknione jezeli przyjmie sie, ze:

dzie:
4 - funkcja naprezen zalezna tylko od wspédrzednych x i y.
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Pod wptywem dziatajgcych naprezen %Xz i ry2 materiat probki
odksztatcen, ktdérych wielkos¢ okresla sie z uogélnionego prawa Hooke®a -
por. (2)s

doznaje

thz “ *Xz
1 a3
ffyz “ Tj; *yz

Sktadowe stanu odksztatcenia fixz i yyz spedniaja warunek nierozdzielnos-

ci wewnetrznej, ktéry w rozpatrywanym zagadnieniu mozna przedstawic:

BAxz . 2% (14)
>y
gdzie:
- jednostkowy kat skrecania.
Wprowadzajgac do réwnania (14) zaleznos$¢ (13) oraz uwzgledniajac warunki
(12) dla okreslenia funkcji naprezen - otrzymuje sie nastepujace réwnanie
rézniczkowe:
1 oO2® i ©2db
-*7 + Kk -2« "2
czyli
vof - - 20, @s)

Na obwodzie przekrojupoprzecznego skrecanejprobki funkcja naprezen "B mu-
si  spedniac warunek

fa "0 (<)

poniewaz powierzchnia boczna proébki Jest wolna od sit zewnetrznych.
Rozwigzanie réwnania roézniczkowego Poissona (15) przy uwzglednieniu warun-
ku brzegowego (16) ma posta¢ (Walczak, 1973):

fU.y) =- GV (x2 +y2 -r2) an

Nieznany jednostkowy kat skrecania znajduje sie z warunku réwnowagi w pta-
szczyznie przekroju poprzecznego skrecanej proébki:

2 JJ IDdx dy - Hx as8)
p
«8
TT 19

gdzie:
CO - sztywnos¢ skrecania.
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Wykorzystujac zaleznos¢ (18) i (19), sztywnos¢ skrecania zapiszemy w po-
staci <

Co e Ff f dx d* ©0)
F

Po wprowadzeniu do réwnania (20) funkcji (17) i jego rozwigzaniu otrzymu-
Jemy \Y;

C8 - 02 10 (@)}
/
gdzie:

I - biegunowy moment bezwkadnosci pola przekroju poprzecznego probki
wzgledem Srodka.

Przy uwzglednieniu zwigzku (21) w zaleznosci (19) otrzymujemy

T—'hé—pé 2>
Kat skrecenia proébki o ddugosci H wynosi m(p, tj.
- H
Vo TTfTo (3)

Z zaleznosci tej okreslimy G2, gdyz pozostate wielkosci mozliwe sa do
zmierzenia -

He H
J2  eft

W oparciu wiec o wyniki badan probki walcowej odwierconej prostopadle do
uwarstwienia i poddanej skrecaniu mozemy okresli¢ modut Scinania G2w PMa™
szczyznie prostopadtej do ptaszczyzny izotropii.

4. Zakonczenie

Z przedstawionych, rozwazan wynika, ze dla oznaczenia kompletu pieciu
statych sprezystosci osrodka transwersalnie izotropowego nalezy przygoto-
waé¢ trzy proébki walcowe:

- jedng wywiercong réwnolegle do ptaszczyzn uwarstwienia (z préby Sciska-
nia wyznacza sie E1 i1 *

- druga wywiercong prostopadle do ptaszczyzn uwarstwienia (z proéby Sciska-
nia wyznacza sie E2 i *2)

- trzecig wywiercong pod dowolnym katem [2« 90° -0C do pHaszczyzn uwar-
stwienia (z proby Sciskania wyznacza sie zas ze wzoru (9) oblicza
G2), lub wywierconag prostopadle do ptaszczyzn uwarstwienia(z proéby skre-
cania wyznacza sie G2).
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Warto tu zwréci¢ uwage na prace Batugina i Nirenburg (1972), ktérzy w dro-
dze analizy oznaczonych przez réznych badaczy wartosci parametréw sprezy-

stosci 47 réznych rodzajow skak transwersalnie izotropowych wykazali, ze

jakkolwiek stata G2 jest jednym z pieciu niezaleznych parametréw spre-

zystosci to w przypadku rozpatrywanych skat (aleurolity, fyllity, piaskow-
ce, Hupki, granity, granodioryty, i in.) zachodzi w 1istocie zwigzek opi-

sujacy wielkos¢ G2 w funkcji parametréw E1, E2 i m2:

E1l E?
G2 * Bl + (T + g'~2y £2 (25)

R6éznice pomiedzy wyznaczonymi na proébkach i obliczonymi ze wzoru (25) war-
tosciami modubu G2 az w 90 procentach analizowanych przypadkéw skat nie
przekraczaty 10%.

Wykorzystujac przyblizony wzér Batugina i Nirenburg do okreslania wielkos$-
ci G2, liczbe prébek walcowych potrzebnych do oznaczenia statych spre-
zystosci osrodka transwersalnie izotropowego mozna zredukowa¢ do dwu.
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TEOPETHHECKHB OCHOBU OnPE,HEJIEHHH nOCTOHHHHX ynpyrOCTEtt
TPAHBEPCHAJLbHO H30TOHHOrO EEHTPA HA HFtUHHAHMECKHX OEPA3IJAX

Peg3gioue

B ciaite paccuaTpHBaioTCH npHHuanu onpe,nejieHHa iioctohhhhx ynpyrocTea
TpaHCBepcaaabHO H30ionHoro pearpa Ha ipiaHHipaaecKax oOpa3nax. ,HoKa3HBaeTCH
hto Bce E1, ®¥j, Eg, "ig. Cg TexHHHecKO nocioaHHue ynpyrociH moiho onpeae-

JIHTb np« NOMOHH HCHHTaHHfi CiaTHH Tpex UHJtHHApHHeCKHX 00pa3HOB COOTBeTCTBeH-—
ho pacnoaoxeHHhix k nnocKOCTaM HamiacTBOBaHHa. RamTca ioxe TeopeiHHecKHe oc-
hobu onpe”~eaeHHa no,nyjia nonepeHHO& ynpyrocTH Cg np« nonom« HcnmaHHa cxpy-
HHBaHHa ipiaHHApHHecKoro 0OOpa3ua npo”~ojibHod och iiepneH aKyjiapHOi+ k HanaaciBo-—
BaHHHe® B 3akXK)HeHHH yKa3UBaeica xo06aBOHHO Ha BO3MO*HocTb yiienbineHHa KOXHaec-
TBa nHWHHAPHHecKHx o6pa3poB HyaHHx flaa onpefleaeHHH iioctohhhhx ynpyrocTea
TpaHCBepcajibHO iioctohhhhx ynpyrocied ueHipa Kaicyio co3Aaei npHRjiHxeHHaa $op-
Hyiia (5) EaTymHa h HHpeHOypr (1972) BupaKacmHa MO~yab Cg b (pyHKUHH E~, Bg

THEORETICAL PRINCIPLES POR DETERMINING ELASTICITY CONSTANTS OP
THE TRANSVERSE ISOTROPIC MEDIUM ON THE CYLINDRICAL SAMPLES

Summary

The paper contains the principles for determinng the elasticity con-
statnts of the transverse isotropic medium on the cylindrical samples._All
the constants of technical elasticity E, wmg.Fg, "2’ can NeNerrat
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ned by the compression tests of the three cylindrical samples adequately

oriented to stratification planes. Theoretical principles for determining

transverse elasticity module G2 were given. It is done by compressing a

cylidrical sample with a longitudinal perpendicular axis towards the stra-
tification. In the end the paper points to the possibility of reducing

the cylindrical samples number needed for determining the elasticity com-

ponents of the transverse isotropic medium. This possibility is given by

the approximate expression (25) of Batugin and Nirenburg (1972)that expre-
sses the module G2 as a function of E1, E2 and 1j-



