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PODSTAWY TEORETYCZNE OZNACZANIA STAŁYCH SPRĘŻYSTOŚCI 
OŚRODKA TRANSWERSALNIE IZOTROPOWEGO NA PRÓBKACH WALCOWYCH

Streszczenie. W pracy przedstawiono zasady wyznaczania _stałych 
sprężystości ośrodka transwersalnie izotropowego na próbkach walco
wych. Wskazano, że wszystkie (E1, ^  , E2, *C2, G2) techniczne sta
łe sprężystości można wyznaczyć za pomocą prób ściskania trzech pró
bek walcowych odpowiednio zorientowanych do płaszczyzn uwarstwienia.

Podano także podstawy teoretyczne wyznaczania modułu sprężystoś
ci poprzecznej G2 przy pomocy próby skręcania próbki walcowej o
osi podłużnej prostopadłej do uwarstwienia. 1,

W zakończeniu wskazano dodatkowo na możliwość zmniejszenia licz- 
by próbek walcowych potrzebnych do wyznaczenia stałych sprężystości 
ośrodka transwersalnie izotropowego jaką stwarza przybliżony wzór 
(25) Batugina i Nirenburg (1972) wyrażający moduł Gg w funkcji 
Eg i ^2 "

1. Wprowadzenie

Dla geomechaniki górniczej przedmiotem szczególnego zainteresowania jest 
- jako towarzyszący złożom najbardziej powszechnie eksploatowanych kopa
lin użytecznych - masyw skalny o budowie warstwowej. Same skały budujące 
górotwór są często również (Borecki, Kwaśniewski, Oleksy, Koć, 1975, Bo 
recki, Kwaśniewski Nguyen-viet-Hung, Oleksy, Czilchaagijn Tegszsajchan, 
Pacha, 1978), ośrodkami uwarstwionymi. Dla ośrodków takich najczęściej 
przyjmowanym modelem jest model ośrodka transwersalnie izotropowego o rów- 
nianiach stanu (z uogólnionego prawa Hooke a) - por. Lechnickij (1950, 
1977), Arabarcumian (1974), Sarkisjan (1976):

^x = a11 ^x + a12 ^y + a13 6z- '̂ yz = a44 J yz

ćy = ai2 óx + a11 ^y + a13 * a44 7xz x

8Z - a13 (<Sx +<5y) + a33 6Z, fxy = 2 (an  - a-|2> ^xy
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gdzieś
Er  e2’ V  “V  G2 " niezależnych stałych sprężystości (technicz

nych) ośrodka transwersalnie izotropowego,
przy czym:

E 1 - współczynnik sprężystości podłużnej przy obciąże
niu działającym w kierunku równoległym do płasz
czyzny izotropii (E1 - E II )

E2 - współczynnik sprężystości podłużnej przy obcią
żeniu działającym w kierunku prostopadłym do pła
szczyzny izotropii (E2 * EU)

"P-j - współczynnik Poissona charakteryzujący odkształ
cenia w płaszczyźnie izotropii przy obciążeniu 
działającym w kierunku równoległym do tej płasz
czyzny = dl ||, || )

*P2 - współczynnik Poissona charakteryzujący odkształ
cenia w płaszczyźnie izotropii przy obciążeniu 
działającym w kierunku prostopadłym do tej płasz
czyzny (»?2 » “i II ,1 )

G2 - współczynnik sprężystości postaciowej przy ści
naniu w płaszczyźnie prostopadłej do płaszczyzny 
izotropii

® 1
G 1 “ (1+ ^ 3  " współczynnik sprężystości postaciowej przy ścina

niu w płaszczyźnie izotropii.
Wyznaczenie stałych sprężystości ośrodka transwersalnie izotropowego wy
konuje się z reguły na próbkach foremnych prostopadłościennych lub walco
wych.
Poniżej przedstawiona zostanie metodyka wyznaczania na próbkach walcowych. 
Zasady wyznaczania na próbkach prostopadłościennych można znaleźć w pra-

1 9 7 0)“'“ ' °aneVa (1963’ 1970> °heneVerta 1 Gatli»a (1965), Pinto (1 9 6 9,
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2. Wyznaczenie stałych sprężystości w próbie ściskania

Jak wynika niemal bezpośrednio z podanych wyżej definicji parametrów 
sprężystości ośrodka transwersalnie izotropowego, w celu wyznaczenia war
tości tych parametrów przy ściskaniu próbek walcowych, należy przeprowa
dzić następujące eksperymenty:
A. Próbę ściskania w kierunku prostopadłym do płaszczyzn uwarstwienia(rys. 

1a); dokonując pomiarów odkształceń podłużnych £ zi poprzecznych £r(£0) 
wyznacza się stałe:

Rys. 1. Próbki walcowe z materiału transwersalnie izotropowego
•) próbka zorientowana prostopadle do płaszczyzny izotropii, b) próbka zo

rientowana równolegle do płaszczyzny izotropii

(3)

(4)
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B. Próbę ściskania w kierunku równoległym do płaszczyzn uwsrstwienia(ryś. 
1b); dokonując pomiarów odkształceń podłużnych £ i poprzecznych 6

X  Jwyznacza się stałe:
6

En - f (5)
C X

a? . -liii . (6)
1 fx

Wykonując dodatkowo pomiar odkształceń poprzecznych C można skontro
lować na podstawie tej próby wyznaczoną uprzednio z (3) i (4) wartość 
stosunku parametrów do E2, zachodzi bowiem ^

^  i«zi :7)_  « — -—  (7;
«? ¿ X

C. Próbę ściskania w kierunku tworzącym dowolny (różny od 0° i od 90°)kąt 
OC z kierunkiem normalnym do płaszczyzn uwarstwienia; dokonując pomia
rów odkształceń podłużnych wyznacza się stałą

%  (8)

i na jej podstawie (oraz na podstawie parametrów wyznaczonych w dwu po
przednich próbkach) oblicza się wartość piątej stałej sprężystości oś
rodka transwersalnie izotropowego z formuły (Lechnickij, 1962):

G2 ----------------------- 3---------   ------------- (9)
1_______ cos2 OC . 2 ̂  1------ — s  -------------   +

E^ sin OC cos Of sin cf 1 E2 cos oC

Przykładowo, przy ściskaniu próbki odwierconej pod kątem jb = OC - 45° do 
uwarstwienia

S2    (10)
4 1 1

3. Wyznaczenie stałej sprężystości G2 w próbie skręcania

Klasycznym sposobem oznaczania cech odkształcalności postaciowej mate
riałów jest próba skręcania; przy skręcaniu pręta o przekroju kołowym wy
stępuje w nim stan naprężenia zwany czystym ścinaniem.

Poniżej podane zostaną podstawy teoretyczne oznaczania współczynnika 
sprężystości postaciowej G2 (modułu sprężystości poprzecznej) w płasz
czyźnie prostopadłej do płaszczyzny izotropii materiału transwersalnie
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izotropowego z próby skręcania próbki walcowej odwierconej prostopadle do 
uwarstwienia. Zakładamy, że próbkę taką obciąża się tylko na powierzch
niach czołowych momentami skręcającymi H8, których wektory pokrywają się 
z osią z (oś próbki - rys. 2). W tym przypadku stan naprężenia w próbce 
określony jest dwoma składowymi 7XZ i 7yz (Sarkisjan, 1976).
Składowe te spełniają warunki równowagi, które przy pominięciu sił maso
wych mają postać:

vs 2 Próbka materiału transwersalnie izotropowego poddana działaniu mo- 
entu skręcającego w celu wyznaczenia modułu sprężystości' postaciowej przy 
ścinaniu w płaszczyźnie prostopadłej do płaszczyzny izotropii ( -*2 >

+ = 0  ( 11 )

ównania (11) będą spełnione jeżeli przyjmie się, że:

dzie:
•ij) - funkcja naprężeń zależna tylko od współrzędnych x i y.
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Pod wpływem działających naprężeń %xz i ry2 materiał próbki doznaje 
odkształceń, których wielkość określa się z uogólnionego prawa Hooke'a - 
por. (2)s

tfxz “ *xz
1 (13)

ffyz “ Tj; *yz

Składowe stanu odkształcenia flxz i yyz spełniają warunek nierozdzielnoś- 
ci wewnętrznej, który w rozpatrywanym zagadnieniu można przedstawić:

_ . _ 2 *  (14)®Ąxz 
>y

gdzie:
- jednostkowy kąt skręcania.

Wprowadzając do równania (14) zależność (13) oraz uwzględniając warunki 
(12) dla określenia funkcji naprężeń - otrzymuje się następujące równanie 
różniczkowe:

1 © 2*ii> i © 2«ib
- * 7  + k  - i ? “ " 2*

czyli
V 2f  - - 2 0,,'*' (15)

Na obwodzie przekroju poprzecznego skręcanej próbki funkcja naprężeń *ij> mu
si spełniać warunek

f a  " 0 («)

ponieważ powierzchnia boczna próbki Jest wolna od sił zewnętrznych. 
Rozwiązanie równania różniczkowego Poissona (15) przy uwzględnieniu warun
ku brzegowego (16) ma postać (Walczak, 1973):

f U . y )  • -  G2 V  (x 2 + y2 - r2) (17)

Nieznany jednostkowy kąt skręcania znajduje się z warunku równowagi w pła
szczyźnie przekroju poprzecznego skręcanej próbki:

2 JJ l[)dx dy - Hx (18)
P

«8
TT (19)

gdzie:
C0 - sztywność skręcania.
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Wykorzystując zależność (18) i (19), sztywność skręcania zapiszemy w po
staci <

f. f f  f d x  d *  (20)cb *v • i
F

Po wprowadzeniu do równania (20) funkcji (17) i jego rozwiązaniu otrzymu
jemy v

C8 - 02 I0 (21)
/

gdzie:
I - biegunowy moment bezwładności pola przekroju poprzecznego próbki 

względem środka.
Przy uwzględnieniu związku (21) w zależności (19) otrzymujemy

'T - 7r - V  <22>2 l o

Kąt skręcenia próbki o długości H wynosi ■■ ( p, tj.

. H
V m T T f T o (23)

Z zależności tej określimy G2, gdyż pozostałe wielkości możliwe są do 
zmierzenia -

. He H
j2 ~ę f t

W oparciu więc o wyniki badań próbki walcowej odwierconej prostopadle do 
uwarstwienia i poddanej skręcaniu możemy określić moduł ścinania G2w P^a" 
szczyźnie prostopadłej do płaszczyzny izotropii.

4. Zakończenie

Z przedstawionych, rozważań wynika, że dla oznaczenia kompletu pięciu 
stałych sprężystości ośrodka transwersalnie izotropowego należy przygoto
wać trzy próbki walcowe:
- jedną wywierconą równolegle do płaszczyzn uwarstwienia (z próby ściska
nia wyznacza się E1 i *V̂ )

- drugą wywierconą prostopadle do płaszczyzn uwarstwienia (z próby ściska
nia wyznacza się E2 i *V,2)

- trzecią wywierconą pod dowolnym kątem [?>«« 90° - 0C do płaszczyzn uwar
stwienia (z próby ściskania wyznacza się zaś ze wzoru (9) oblicza
G2), lub wywierconą prostopadle do płaszczyzn uwarstwienia(z próby skrę
cania wyznacza się G2).
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Warto tu zwrócić uwagę na pracę Batugina i Nirenburg (1972), którzy w dro
dze analizy oznaczonych przez różnych badaczy wartości parametrów spręży
stości 47 różnych rodzajów skał transwersalnie izotropowych wykazali, że 
jakkolwiek stała G2 jest jednym z pięciu niezależnych parametrów sprę
żystości to w przypadku rozpatrywanych skał (aleurolity, fyllity, piaskow
ce, łupki, granity, granodioryty, i in.) zachodzi w istocie związek opi
sujący wielkość G2 w funkcji parametrów E1, E2 i ■v2:

E1 E?
G2 *  B1 + (T  + g ' ^ 2y  Ł’2 (25)

Różnice pomiędzy wyznaczonymi na próbkach i obliczonymi ze wzoru (25) war
tościami modułu G2 aż w 90 procentach analizowanych przypadków skał nie 
przekraczały 10%.
Wykorzystując przybliżony wzór Batugina i Nirenburg do określania wielkoś
ci G2, liczbę próbek walcowych potrzebnych do oznaczenia stałych sprę
żystości ośrodka transwersalnie izotropowego można zredukować do dwu.
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TEOPETHHECKHB 0CH0BU 0nPE,HEJIEHHH nOCTOHHHHX ynpyrOCTEtt 
TPAHBEPCHAJLbHO H30TOHHOrO ĘEHTPA HA HftUHHÄHMECKHX 0EPA3IJAX

P e , 3 ¡0 u e
B ciaite paccuaTpHBaioTCH npHHuanu onpe,nejieHHa iioctohhhhx ynpyrocTeä 

TpaHCBepcaaabHO H30ionHoro pearpa Ha ipiaHHipaaecKax oÓpa3nax. ,HoKa3HBaeTCH 
hto Bce E 1 , “Üj, Eg, "ig. Cg TexHHHecKO nocioaHHue ynpyrociH moiho onpeae- 
JIHTb np« nOMOHH HCHHTaHHfi CiaTHH Tpex UHJtHHÄpHHeCKHX OÖpa3HOB COOTBeTCTBeH— 
ho pacnoaoxeHHhix k nnocKOCTaM HamiacTBOBaHHa. RamTca ioxe TeopeiHHecKHe oc- 
hobu onpe^eaeHHa no,nyjia nonepeHHOä ynpyrocTH Cg np« nonom« H c n m a H H a  cxpy- 
HHBaHHa ipiaHHÄpHHecKoro 00pa3ua npo^ojibHoä och iiepneH^aKyjiapHOił k HanaaciBo— 
BaHHH• B 3aKXK)HeHHH yKa3UBaeica xoöaBOHHO Ha B03M0*HocTb yiienbineHHa KOXHaec- 
TBa nHWHHÄPHHecKHx o6pa3poB HyaHHx flaa onpefleaeHHH iioctohhhhx ynpyrocTeä 
TpaHCBepcajibHO iioctohhhhx ynpyrocieä ueHipa Kaicyio co3Aaei npHßjiHxeHHaa $op- 
Hyiia (25) E a T y m H a  h HHpeHÖypr (1972) BupaKacmHä MO^yab Cg b (pyHKUHH E^, Bg

THEORETICAL PRINCIPLES POR DETERMINING ELASTICITY CONSTANTS OP 
THE TRANSVERSE ISOTROPIC MEDIUM ON THE CYLINDRICAL SAMPLES

S u m m a r y
The paper contains the principles for determinng the elasticity con- 

statnts of the transverse isotropic medium on the cylindrical samples.All 
the constants of technical elasticity (E^, ■¿g.Eg, '2’̂ '2̂  can ^e^errâ
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ned by the compression tests of the three cylindrical samples adequately 
oriented to stratification planes. Theoretical principles for determining 
transverse elasticity module G2 were given. It is done by compressing a 
cylidrical sample with a longitudinal perpendicular axis towards the stra
tification. In the end the paper points to the possibility of reducing 
the cylindrical samples number needed for determining the elasticity com
ponents of the transverse isotropic medium. This possibility is given by 
the approximate expression (25) of Batugin and Nirenburg (1972)that expre
sses the module G2 as a function of E1, E2 and ‘ij.


