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Streszczenie. W artykule wyprowadzono wzory dla poszczególnych 
próbek odpowiedzi impulsowej dwuwymiarowego filtru SOI, realizują
cego zadaną charakterystykę amplitudową. Wzory te uzyskano poprzez 
rozkład amplitudy w podwójny szereg Fouriera koslnusów. Obliczono 
następnie odpowiedzi impulsowe dla filtrów niskich częstotliwości 
o prostopadłościennej charakterystyce amplitudowej.

1. Wsten

Dwuwymiarowy filtr cyfrowy (2FC) jest uogólnieniem Jednowymiarowego 
filtru cyfrowego (1FC) na ciągi dwuindeksowe.

W tym artykule będą rozpatrywane filtry niskich częstotliwości (NCz). 
2FC przekształca dwuindeksowy ciąg wejściowy l(n.j,n2) w dwuindeksowy ciąg 
wyjściowy o(n.j,n2) według wzorus

eo oę
o(nitn9) - y  \ h(m1 ,m2)i(n1 -m1 ,n2-«2)ł (1 )

m^»0 m2<*0

gdzie h(m1 ,m2) jest odpowiedzią impulsową filtru. Wyrażenie (i) opisu
je w ogólnym przypadku filtr o nieskończonej odpowiedzi impulsowej (KOI). 
Filtr cyfrowy o skończonej odpowiedzi impulsowej (SOI) rzędu (N^,N2) opi
sany jest wzorems

o(nr n2) - y - *, h(n1,m2)i(n1-a1,n2-«2) (2)
m ^ O  m2-0

Artykuł ten dotyczy syntezy 2FCSOI metodą podwójnych szeregów Fouriera. 
Transmltancja 2FC30I jest wielomianem
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^  A .  ^  -n—  ---  -tu -n„
h(z1 tz2) - I ]  H  h(n1 ,n2)z1 1z2 2, (3)

n.j*=0 n2=0

a charakterystykę częstotliwościową określa wzór:

h(e e ) = Aio^.togje 2 (4)

Amplituda A i faza (p filtru spełniają odpowiednio warunki symetrii i
antysymetrii centralnej:

A(-«j = A(cĵ  j&jj)

, -a>2 ) = -<i»((»1/»2)

Synteza filtrów SOI dąży do określenia poszczególnych wartości odpowiedzi 
impulsowej h(n^,n2) tak, aby amplituda A(qxj,o?2) aproksymowała zadaną 
funkcję, a faza liniowo zależała od częstotliwości.

2. Własności 2FCS0I z liniowa faza

Z wielu względów praktycznych [2, 5] ważną rolę odgrywają filtry z li
niową fazą. Odpowiednie własności jednowymiarowych filtrów z liniową fazą 
można znaleźć w pracach [5, 6]; tutaj podane zostaną własności filtrów 
dwuwymiarowych.

Hiech h(n^,n2) będzie odpowiedzią impulsową 2FCS0I rzędu (2H^,2K2). 

Twierdzenie 1

Jeżeli b spełnia warunek symetrii kwadrantowej:

h(2N1-n1 ,n2) » h{n1 tn2) 

h(n1 f2H2-n2) = h(n.,,n2),
(6)

to filtr posiada liniową fazę:

f  = -N1co1 - N ^ ,  (7)

oraz
N1 N2

A (0)̂ f(x>2 ̂ * s z i :  a{n1 ,n2)cos(n1ui,)oos(n2(t̂ )f (8)
n1«0 ng*0
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gdzie«

a(0,0) . hí^.Hg)

8(0,Og) m 2h(5,,52^i2) n2 ■ i,«»»,52

a(n,,0) - 211(5,-0,,H2) n, -

a(n ,,n2) -  łh ^ -n .j.S g -n ^  o, -  1 , . . . , 5 , ,  n2 -  1 , . . . , 5 2

Dowddi Odpowiednie przekształcenia dają«

A Jfi,h(e 1, .*“2)
25, 25,

n,«0 n2«0

25 r Sp-1
■IZ’-jn,«.),[z: b(n,,
n,-0 L n2-0

■IZ h(n,,n2)e ’,nŝ 2l
ng-Hg+l
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+ b(n1 *N2 ĵ

2N1 r V 1 i—JN0o>0 ^— i “¿jn̂OL)«. y— 12_ , e 2.__i 2ta(n1,n2 )co8(N2-n2 )a^ + h(n.,,ll2 )
n-=*0 L no®0 J

e
'm

2H.
-jN2co2 -jn.,«,

= e c > e > a2 (n.|,n2)oo8n^>2t
n^=0 n2«0

gdzie:

a2in.,0) = h(n1 tli2) 

a2 (n1 ,n2) » 2h (n.,, N2-n2 )
(10)

Po dalszych przekształceniach otrzymuje sięi

N- 21L
a j«. “JKp^p v — i v — i -jn««?..h(e e Ł) = e f oosn2*o2 > a2 (n1tn2)e

n2=0 n^=0

Z warunku symetrii kwadrantowej ciągu h(n^,n2) wynika, żei 

a2(2N1-n1 ,a2) - a2(n1 tn2),

a zatem po analogicznych przekształceniach otrzymuje się:

. N. N„
a je>« J61?» "j ^ — i ^ — i
h(e , e ) ■ e______________£ _( £ _, a(n1 »n2)oos(n1<i)1 )ooB(n2a^)

n.j-0  n2=0

gdzie:



Ze wzorów (10) i (11) otrzymuje się:

a(0,0) - a^N^O) - b(N1fH2)
s(0,n2) a 2h (JUj ,N2“n2), n2 ® 1 ,*««}ST2

a(n^fO) * 2a2( ~n^, O ) 3 2h(N^"n^,N2), n^ ■ 1(«»«,H^t

a(n1tn2) ■ ^ ( ^ ^ . H g ^ )  dla n., - 1 , ng *»1 ,...,H2,

00 kończy dowód twierdzenia.

Twierdzenie 2

Jeżeli filtr SOI rzędu (2U^,21i2) posiada liniową fazę, to odpowiedź 
impulsowa spełnia warunek symetrii centralnej:

h(2N1-n1 ,2N2-n2) » h(n,,,n2) (1 2 )

Dowód: Z założenia wynika, że

<pfa.j»w2) ■ -a-jto-) -ccgt»̂ ,

gdzie cc^,cc2 są liczbami rzeczywistymi.
Wówozas

2N, 2N.
, -jioe.w.-otp&u) K— ? 3—4  -j (n^.-n,ca>)

A(o,1^ 2)e ' 1 ^  " 2_- 2 —  h'<n1»“2>e
n̂ «*0 n2«0

Stąd łatwo otrzymuje się równanie:

ZSĄ 2N2
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alnioĉ tOi+ocgUg) n1«0 n2«0
" SIT 257“

y  ) h(n1 ,n2)sin(n,,w1+n2i*̂ )

cob (oŁjmj ) ™ 2 1 ^ 2y y h (n1,n2)ooa(n1<u1+n2<<̂ )
-■0 nP>0

które równoważne jest następującemu równaniu:
2N1 2H2

y y  h(n1,n2)sin(«1-n1)<a, ♦ (o^-n2)<^ * 0 
Hj-O n2»0
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Po lewej stronie tego równania znajduje się podwójny wielomian trygo
nometryczny. Jest on równy zero dla dowolnych co.,, a>2 wtedy i tylko wte
dy, gdy wyrazy symetryczne względem środka są wzajemnie przeciwnego zna
ku, to znaczy, gdy spełniony jest warunek (12) i ponadto

(cc.,-n1 )Mj + (a2-n2)<*£ ** -j^(.x,-2N2+n., >0,  + (oc2-2N2+n2)o^ J, 

skąd otrzymuje się równanie*

(x̂  )oj, + (cCg — N2)cî  “ 0, 

które ma być spełnione przy wszystkich co,, w 2, co ma miejsce dla

*1 “ ® 2 “

Na tym kończy się dowód twierdzenia.
Twierdzenie 1 daje bezpośrednią metodę syntezy filtrów SOI z liniową 

fazą. Niech A^(co,jcog) będzie zadaną amplitudą 2FC. Wówczas współczynniki 
szeregu (8) wyznacza się na podstawie funkcji A^ z następujących wzorów:

Ol "Jl

a(0,0) = / /  Ad (oXj .WgJdWjdo^
451 -ar -JT

a (n ,,0 )  o -Ig II (ca, (n^cA, )dtU|
-ir

f  f  w
a(0,n2) « - p  J J Ad(«o., ,o>,)oQ8(n2o*>)d<d|dw2

-ar -ot 

* *

a(n.,,n2) = J  J  A(3(ca,,tu£)cos(n.,ca1)cos(n2c^)dw,dW£,

a następnie oblicza się poszczególne próbki odpowiedzi impulsowej filtru 
z następujących wyrażeń (wzory 9):

h(nv n2) = | n, « 09«*«9N,-1 9 n2 - 09,..9N2-1

ta (n,$N2) m ^ f0 )9 xtj ■
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•dh(N.|,n2) = 5 a(0,N2-n2), n2 - 0,...,N2-1 

■ a(0,0) (14)

Zamiast korzystać kolejno ze wzorów (13) i (14) przy obliczaniu próbek od
powiedzi impulsowej filtru można stosować wzćr bezpośrednli

(15)

ar w
b(n1tn2) ■ & Ł L  Ad S « % > o o b  [»«•«, JojJ cos [(N2~n2 )ł>2J do^ du>2, 

traktując go Jako graniczne przejśoie przy n1 ——  , n2 — —  Kg.

3« Synteza 2FCHCz

Ha rys. 1 pokazano proetopadio- 
ścienną amplitudę 2?CNCz. Stosując 
wzory (13) otrzymuje sięt

a(0,0)
W01 w02 

j  dU1dl°2 -™Ó1 ^32

”01*̂ 02
Rys* 1* Prostopadłościenna ampituz

da 2F0HCz

W01 "02 w 
(n̂ ,0) - -Ijj J  J cosin̂ )dWjdâ  =* 2 —

"‘bi "*b2

'02 °ln n1M01
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“01 “02
¡(n̂ ng) » i j  J  J  cos(n1oo,)cos(n2<î )dta1dô

* -*bi -°b2

A sln(n1Cî).| jBintngtt^g)
?  * n1n2

Stąd:

V 1 sin [ ( N ^  J^jsin [(N2-n2)<o02l 
i(ni,n2) - -p  • ----- (f f ^ | ( ^ - n 2'J----------*Ł (15)

Wzór (15) jest słuszny dla n^ = 0f...,2N.j, n2 = 0»«»**2N2, z <̂ a
n1 = i n2 = Ng należy go traktowaó jako przejście graniczne.

b(n.|,N2) = lin h(n^-ng) “ \  s(®^“H^,0) = 
n2— n2

_ “02 sin [(Hi-ni H i ]
31 (Hl-n-j)

h(N1fn2) “ lim h(n.|,n2) - j a(0,N2-n2)
“1-*!

“ 01 sin(U2-n2)co02 

9T^(N2-n2)

h(K1tUp) = H m  b(n1tHp) = lim h(Nłtnp) ** lim h(n.,np) 1 2 n,—  N. 1 2 n0— N0 1 2 n„— N„ 1 2n  "1 2 "2 J1 "1
a2'—ff2

- a(0,0) - -21*22.
a;

Na rys. 2 pokazano callndryczną amplitudę 2PCNCz zadaną wyrażeniami

1* gdy “ i + <*>§ ̂  “ o 

0, gdy „f +<u| >o>2
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Rys. 2. Cylindryczna amplituda 
2FCNCz

Wykorzystując wzór (15) oblicza się odpowiedź impulsową filtru z nastę
pujących wzorówi

p *

b (n 1f n 2 ) -  J J  Ad (a)1 ,oJ2 ) c o s ( n 1cnl ) c o s ( n 2(i^)d<rt,di«>2
to -w -Jr

( 16 )

W celu obliczenia ciągu b(n^,n2) warto zauważyć, że jeżeli

= f(Vo>^ + <«2), to b(n1fn2) * g( Yn^ + n2), gdzie f i g są funkcja
mi jednej zmiennej. Oznacza to, że jeżeli funkcja Ad ma symetrię koło
wą, to ciąg b także ma symetrię kołową. Istotnie, wprowadzając współ
rzędne biegunowe otrzymuje sięt

X X

b(n.j,n2)« Ad (w1,a^)[cos(nlcul4in2G^) + oosin^tUi-ngU^^ du^dwg «
4jI -x -ar
*  £

f tf{r)drj joos(n^roosę?+n2rsinij?)+coe(n^roos^-n2roinę>)J dj? »
t o  o -ar

* J 5 rf(r)dr j  jcos[rVn^+n|sinty>+a)j + cos +n|ain(jJ-«)] | &<p ■
^  o -*1 J

• g( Vn^ ♦ n|).
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Dlatego przy obliczaniu próbek b(n1 tn2) wystarczy obliczyć b(n,0) i weta-
2 21Oj + n2< Zatem otrzymuje Bigi 

jf ar
b(n,0) - i / /  Ad ((»1 )ooanUi dcOj dn£

4 , i  - a r  - a r

"o “o  ,
" J* coBnbi|dcii| dn̂  « J* cosnuijdcô .

2Jt_Łfco 1

PodBtawiając oi, ■ o>0sin^ otrzymuje się dWj ■ ał0cosę>dę>t skąd

JC
s »o f 2b(ntO) * J (cosijJ) cos(nti>0sin<£»)dę>.-TC

W celu obliczenia tej całki rozkłada się w szereg trygonometryczny funk
cje coa (nw0sln^)

cos(nwoainę?) - J0 (n«0) + 2[j2(n«0)oos2g? + J4(n6>0)cos4<j» + ...],

gdzie Jest funkcją Bessela rzędu k. Wówczas

2 p
b(n,0) = (1+cos2(p)j J 0(n6^} + 2 | j2(n&^)ooB2^ + J^(ni»0)oos4ijJ +

41 -Tl *-

+ «•.Jj d<p - tj| [j0(n<^) + J2(nct)0)].

Korzystając z następującej tożsamości dla funkoji Bessela [4]»

§ * J^(z) - + J^+1(®).

otrzymuje sięs
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Tak więc

W .  . , “oJ1 M n1 + n 2 ) 
siVn2 + n|

a stąd wynika wzór na odpowiedź Impulsową filtru«

, . w0 Ji ^h(n1 fn2) - ..9-1 - A l -l  ■ A . 2 , 2----  (17)
3f V < » 1- n 1 ) 2 +  lN2- n 2 ) 2

4* Uwagi końoowe

W pracy podano bezpośrednią metodę obliczania odpowiedzi impulsowej dwu
wymiarowego filtru SOI z liniową fazą o zadanej amplitudzie. Podano zam
knięte wzory na odpowiedź impulsową. Wzory te wynikają z «rozkładu amplitu
dy filtaru w podwójny szeareg Fouariera kosinusów. Wskutek obcięcia szeregu 
Fouriera na granicy pasma przepustowego należy się spodziewać szkodliwych 
wpływów efektu Glbbsa. Efekt Gibbsa można złagodzić za pomocą okien.

Niech w będzie oknem do wyważania odpowiedzi impulsowej ht

hw(nv n2 ) - w(n1 ,n2)h(n1 ,n2) (18)

Jeżeli dobierze się wagę o symetrii kwadrantowej, to filtr wyrażony za
chowa liniową fazę. Charaktea^stykę amplitudową wyważonego filtaru należy 
obliczyć ze wzorów (8), (9) i (18), otrzymując«

»1 n 2EE w (N̂  -«1, N2-n2 )a (n1, n2 )cos (n1u, )cos (ngOJj) (19)
n.j-0 n2«0
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CHHTE3 .WXMEPHHX HBEPOBHX SHJILTPOB METODOM PHflOB ®yPBE 

P e 3 n  m e

B paOoie .naHu cooiHoneraH ąjib. BinacJieHaa SHaveHafl Hnny«LCBofi xapaKiepa- 
cthkh AsyxuepHoro KHX tJizaLTpa c aaaaHHofl amumiyAaoft xapaKTepzciHKOfi. 3th 
cooTHomeHHH BuTeKaui H3 «BjrxMepHHx piwoB iypie. B cxaTBe npescxaBJieHH npn- 
MepH BOTHCJieHHfi HUnyjTLCHLIX XapaKiepHCTHK K m  - $HJtBTpOB HHSHHX *łaCTOX.

TWO DIMENSIONAL DIGITAL FILTERS DESIGH USING TWO 
DIMENSIONAL FOURIER SERIES

S u m m a r y
In the paper the relationships for finite impulse response calculation 

for two dimensional digital filters with linear phase have been given. 
These relations have been found using two dimensional Fourier series and 
they guarantee minimization of the mean squar§ error of the amplitude.


