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SYNTEZA DWUWYMIAROWYCH FILTROW CYFROWYCH
METODA PODWOJNYCH SZEREGOW FOURIERA

Streszczenie. W artykule wyprowadzono wzory dla poszczegélnych
préobek odpowiedzi impulsowej dwuwymiarowego filtru SOl, realizujg-
cego zadang charakterystyke amplitudowg. Wzory te uzyskano poprzez
rozktad amplitudy w podwojny szereg Fouriera koslnuséw. Obliczono
nastepnie odpowiedzi impulsowe dla Ffiltrow niskich czestotliwosci
o prostopadtosciennej charakterystyce amplitudowej .

1. Wsten

Dwuwymiarowy Ffiltr cyfrowy (2FC) jest uogélnieniem Jednowymiarowego
filtru cyfrowego (1FC) na ciggi dwuindeksowe.

W tym artykule beda rozpatrywane filtry niskich czestotliwosci (NCz).
2FC przeksztatca dwuindeksowy ciag wejsciowy I(n.j,n2) w dwuindeksowy ciag
wyjsciowy o(n.j,n2) weddug wzorus

eo oe
o(nitn9) -y \ h(ml ,m2)i(nl-ml ,n2-«2)¥ D)
m”™»0 m2<0

gdzie h(ml,m2) jest odpowiedzig impulsowg Ffiltru. Wyrazenie (i) opisu-
je w ogélnym przypadku filtr o nieskonczonej odpowiedzi impulsowej (KOI).
Filtr cyfrowy o skonczonej odpowiedzi impulsowej (SOI) rzedu (N*,N2) opi-
sany jest wzorems

o(nr n2) - y - % h(nl,m2)i(nl-al,n2-«2) @
m~0 m2-0

Artykut ten dotyczy syntezy 2FCSOl metoda podwéjnych szereg6w Fouriera.
Transmltancja 2FC301 jest wielomianem
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A A 2tu =n,,
h(zltz2) - 1] H h(nl,n2)zl 1z2 2, A)
n.j’=0 n2=0
a charakterystyke czestotliwosciowg okresla wzor:
h(e e ) = Aio~.togje 2 (())

Amplituda A i faza (p filtru speiniaja odpowiednio warunki symetrii i
antysymetrii centralnej:

A" 34D

A(-«j

;a2) = <(G1/»2)

Synteza filtrow SOl dazy do okreslenia poszczegélnych wartosci odpowiedzi
impulsowej h(n™,n2) tak, aby amplituda A(gxj.02) aproksymowata zadanag
funkcje, a faza liniowo zalezata od czestotliwosci.

2. Whasnosci 2FCSOl z liniowa faza

Z wielu wzgledéw praktycznych [2, 5] wazna role odgrywaja filtry z li-
niowg fazg. Odpowiednie wkasnosci jednowymiarowych filtrow z liniowg faza
mozna znalez¢ w pracach [5, 6]; tutaj podane zostana whkasnosci Filtrow
dwuwymiarowych.

Hiech h(n™,n2) bedzie odpowiedziag impulsowg 2FCSOl rzedu (2H",2K2).

Twierdzenie 1

Jezeli b spednia warunek symetrii kwadrantowej:

h(2N1-nl,n2) » h{nltm2)

6
h(nlf2H2-n2) = h(n.,,n2), ©
to filtr posiada liniowg faze:
f = -Nlad - N~ @
oraz

N1 N2

AOQM©2r *s z i :  a{nl,n2)cos(nlui,)oos(n2@)f ®)
nl«0 ng*0
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gdzie«

a(0,0) . hi~_Hg)

8(©0,0g) m 2n(5,,527i2) n2 mi,«»»,52

a(n,,0) - 2115,-0,,H2) n, -

a(n,,n2) - th~-n.j.Sg-n" 0,

Dowddi Odpowiednie przeksztatcenia dajg«

5, 25,

n,«0 n2«0

IIZ’_'M) I:Z_ b(..

.|Z h(n, ,n2)e *rs*21
ng-Hg+l

-1,..,5,,n2-1,...
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* b2

—INGO 22—’\'1 i gt " ?\Ll]-

e ., € i 2ta(n1,n2)co8(N2-n2)a™ + h(n.,,112)
Qn-Z*O L no®0 J
2H.

-jN2a? —-jn.,«,

=e c > e > a2 (n.],n2)oo8n">2t
n"=0 n2«0

gdzie:

a2in.,0) = h(nlti2)

(10)
a2 (nl,n2) » 2h(.,,N2-n2)
Po dalszych przeksztatceniach otrzymuje siei
N- 21L
a  J«. “IKpp v— i v— 1 —Jree?. .
h(e e L) =¢e€ f oosn2’®@ > a2 (n1tn2)e
n2=0 n/\=
Z warunku symetrii kwadrantowej ciggu h(n"™,n2) wynika, zei
a2 @Nl-nl,a2) - a2(nlm2),
a zatem po analogicznych przeksztatceniach otrzymuje sie:
- N. N,,
a jJex Jar?» i | AR AT |
h(e ,e )D)me £ _ (£ __, a(l»n2)oos(nldl )ooB(n2a™)
n.j0 n2=0

gdzie:
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Ze wzoréw (10) i (11) otrzymuje sie:
a(0,0) - a”N”~0) - b(N1fH2)
s(0,n2) a 2h @J.N2“n2), n2 @ 1,*««}S2
a(n™fo) * 2a2( ~n",0) 3 2h(N~"n~,N2), ™ m 1(«r«, HAt
a(nltn2) m ~(~”~.Hg”) dla n,-1, ng »1,...,H2,

00 konczy dowdd twierdzenia.

Twierdzenie 2

Jezeli filtr SOl rzedu (2UN,21i2) posiada liniowg faze, to odpowiedz
impulsowa spednia warunek symetrii centralnej:

h(2N1-nl,2N2-n2) » h(n,,,n2) a2)
Dowéd: Z zatozenia wynika, ze
<pfaj»w2) m -ajto) -ccgt,

gdzie cch,cc2 sa liczbami rzeczywistymi.

Wéwozas
2N, 2N.
, —jioe.w.-otpéu) K-2? 34 -j(n™.-n,ca>)
AQ,1™ 2)e 1N "2 - 2— hwl»2>e
&0 n2«0

Stad datwo otrzymuje sie réwnanie:

ZSA 2N2

y ) h(nl ,n2)sin(n, ,wl+n2i*)
alnioc™tOi+ocglg)  n1«0 n2«0

cob (oLjmj ) ™3I 257
y y h (n1,n2)ooca(nluUl+n2<<)
-m0 nP>0

ktére rownowazne jest nastepujacemu rownaniu:
2Nl 2H2
y y h(nl,n2)sin(«1l-nl)a, ¢ (0N-n2)<™ * 0
Hj-0 n2»0
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Po lewej stronie tego réwnania znajduje sie podwéjny wielomian trygo-
nometryczny. Jest on réwny zero dla dowolnych .,, a2 wtedy i tylko wte-
dy, gdy wyrazy symetryczne wzgledem Srodka sa wzajemnie przeciwnego zna-
ku, to znaczy, gdy spedniony jest warunek (12) i ponadto

(cc.,-n1)Mj + (a2-n2)<E£ * -j~(x,-2N2+n, >0, + (02-2N2+n2)o”),
skad otrzymuje sie réwnanie*
(6% )i, + @-N2)cir “ 0,
ktére ma by¢ spednione przy wszystkich oo,, w2, co ma miejsce dla
*1 ®2 “
Na tym konczy sie dowdd twierdzenia.
Twierdzenie 1 daje bezposrednig metode syntezy filtréw SOI z liniowag

fazg. Niech AM(co,jcog) bedzie zadang amplitudg 2FC. Wowczas wspodczynniki
szeregu (8) wyznacza sie na podstawie funkcji A~ z nastepujacych wzoréw:

a a
a(0,0) = /| Ad(©4.Wgddwjdo”
451 -ar -JT
a(n,,0) o-Ig I I (ca, (McA, )dtU)
-ir
f f w
a(0,n2) « -p J J Ado,,0>,)0Q8(n20*>)d<d|dw2
-ar -ot
a(n.,,n2) = J J A(ca, ,tuE)cos(n. ,cal)cos(n2c/N)dw, dWE,

a nastepnie oblicza sie poszczeg6lne proébki odpowiedzi impulsowej Filtru
z nastepujacych wyrazeh (wzory 9):

h(nv n2) = | n, « 09«*«MN,-19 n2 - 09,..N2-1

a(n,$N2) m~ 10)9 xXtj =
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d
hN.],n2) = 5 a(0,N2-n2), n2 - 0,...,N2-1
| a(0,0) (14)
Zamiast korzysta¢ kolejno ze wzoréw (13) i (14) przy obliczaniu prébek od-
powiedzi impulsowej Ffiltru mozna stosowaé¢ wzér bezposrednli
a w
b(nitn2) m & t L AdS«%>00b [»«e«, JojJ cos [(N2~n2)E2Jdo™Ndr2 ,
5)

traktujgc go Jako graniczne przejsoie przy nl—— , h2—— Kg.

3« Synteza 2FCHCz

Ha rys. 1 pokazano proetopadio-
Scienng amplitude 2?CNCz. Stosujac
wzory (13) otrzymuje siet

W1 w02
a(0.,0) :
| duidie2 -

mO1 732

”? 01*MN02

Rys* 1* Prostopadtoscienna ampituz-
da 2FOHCz

wo1l %02 w
MO --lji ] ) cosim)dWda® #2 2 <1n ninr

““bi "*b2
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i(Ng) »ij “5) 1 “JOZ cos(ndoo, Joos(n&¥ Ydadd®

*  _*pi -°b2

A sIn(n1an]jBintngtt"y)

? * nin2
Stad:
vV 1 sin[ (N™ 37 jsin [(\2-n2)D21
ini,n2) - -p « ——— (FFA 1 (M-N2T oo %+ s
Wzor (15) jest stuszny dla n = OF...,2N_j, N2 = O»«»**2N2, z < a
nl = i n2 = Ng nalezy go traktowad jako przejscie graniczne.

b(n.|,.N2) = lin h(”-ng) “ \ s@"“H",0) =
n2—n2

_ 02 sin [Hi-niHi]
a (Hl-n-j)

h(N1fn2) “ lim h(.],n2) - j a(0,N2-n2)
“l-*1

“01 sin(U2-n2)a02

9TA(N2-n2)
h(Kitp) = F}:i—ml\lib(n%mg) =n§)i_mN?h(N{mB) ’*I};_imNi’h(ni,nB)

a2—ff2

- a(0,0) - -21*22.
a

Na rys. 2 pokazano callndryczng amplitude 2PCNCz zadang wyrazeniami

1* gdy “i +<8§A” “o

0, gdy ,,f +<u] >0>2
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Rys. 2. Cylindryczna amplituda
2FCNCz

Wykorzystujgc wzér (15) oblicza sie odpowiedz impulsowg filtru z naste-
pujacych wzoréwi

*

p
b(nlfn2) - J J Ad (@)1,032)cos(nlenl ycos(n2(in)d<rt,die?
to -w -Jr

(16)

W celu obliczenia ciggu b(n",n2) warto zauwazy¢, ze jezeli

= f(Vo>" + «), to b(nlfn2) * g(Yn™ + n2), gdzie T 1 g sa funkcja-

mi jednej zmiennej. Oznacza to, ze jezeli funkcja Ad ma symetrie koto-
wa, to ciagg b takze ma symetrie kotowa. Istotnie, wprowadzajac wspot-
rzedne biegunowe otrzymuje siet

X X
b(n.j,n2)« Ad (w1 ,a™) [cos(nlal4in2G™) + oosintUi-ngU™ du”*dwg «
441 -x -ar
* £-
T moos(n"roose?ersinij ?)+coe(n™roos™-n2roing>)J dj?  »
to o -ar
* J5rf(r)drj jcos[rVn™n|sinty>+a)j + cos +nlain(jJ-Q)] | &p =
n [¢) -*1 J

e g(Vvn™ ¢ nD).
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Dlatego przy obliczaniu prébek b(nltn2) wystarczy obliczy¢ b(n,0) i weta-
Of + n%é Zatem otrzymuje Bigi

jf ar
b(n,0) - i 7/ / Ad(®l )ooanUidQjdne
4, -ar -ar
"o I “o , .
") aBaldil dh«  F aEujco®
o 1 2]t tfc

PodBtawiajgc oi, m o0sin® otrzymuje sie dWj = alOcose>de>t skad

b(ntoy * ”° _.IEasijJ)zoos(ntwsin@w.

W celu obliczenia tej calki rozktada sie w szereg trygonometryczny Tfunk-
cje coa (mOsIn™)

cos(nwoaine?) - JO (n«0) + 2[J2 (n«0)oos2g? + J4 (60 )cosA<» + ...],

gdzie Jest funkcjg Bessela rzedu k. Woéwczas

2. p
b(n,0) = _-||(1+0052(p)jJ0(n6"} + 21j2(n&)0oB2” + IA(ni»0)oosdijl +
41 x
+ «=Jjdp- gl GOM<Y) + J2 @o)]-
Korzystajac z nastepujacej tozsamosSci dla funkoji Bessela [4]»

§* N2 - + JM+1(0).

otrzymuje sies
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Tak wiec

w. ., “oJlM nl+n2)

sivn2 + nj

a stad wynika wzdr na odpowiedz Impulsowg filtru«

hentzy - S oA -1 ma . 2 2= an
FV<»1l-n1)2 + IN2-n2)2

4* Uwagi konoowe

W pracy podano bezposrednig metode obliczania odpowiedzi impulsowej dwu-
wymiarowego Filtru SOl z liniowa faza o zadanej amplitudzie. Podano zam-
kniete wzory na odpowiedz impulsowg. Wzory te wynikaja z «rozkkadu amplitu-
dy filtaru w podwdjny szeareg Fouariera kosinusow. Wskutek obciecia szeregu
Fouriera na granicy pasma przepustowego nalezy sie spodziewa¢ szkodliwych
wptywoéw efektu Glbbsa. Efekt Gibbsa mozna ztagodzi¢ za pomoca okien.

Niech w bedzie oknem do wywazania odpowiedzi impulsowej ht

hw(nv n2) - w(nl,n2)h(nl,n2) (18)

Jezeli dobierze sie wage o symetrii kwadrantowej, to Filtr wyrazony za-
chowa liniowg faze. Charaktea”styke amplitudowg wywazonego filtaru nalezy
obliczy¢ ze wzorow @), @) i (18), otrzymujac«

E E w (W -«1,N2-n2)a(nl,n2)cos (nlu, )cos (ngdJj)  (19)
n.j-0 n2«0
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CHHTE3 .WXMEPHHX HBEPOBHX SHJILTPOB METODOM PHFIOB ®yPBE

Pe3nme

B paOoie .naHu cooiHoneraH gjib. BinacJieHaa SHaveHafl Hnny«LCBofi xapaKiepa-
cthkh AsyxuepHoro KHX tJizalTpa ¢ aaaaHHofl amumiyAaoft xapaKTepzciHKOFi. 3th
cooTHomeHHH BuTeKaui H3 «BjrxMepHHx piwoB iypie. B cxaTBe npescxaBJieHH npn-
MepH BOTHCJieHHfi HUnyjTLCHLIX XapaKiepHCTHK Km - $HItBTpOB HHSHHX *#aCTOX.

TWO DIMENSIONAL DIGITAL FILTERS DESIGH USING TWO
DIMENSIONAL FOURIER SERIES

Summary

In the paper the relationships for finite impulse response calculation
for two dimensional digital filters with linear phase have been given.
These relations have been found using two dimensional Fourier series and
they guarantee minimization of the mean squar§ error of the amplitude.



