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Streszczenie: W pracy przedstawiono metodę przekształcenia trana­
mi tanćTr“jec[nowymiarowego filtru cyfrowego lub analogowego w trans- 
mitancję filtru dwuwymiarowego za pomocą tzw. przekształcenia spek­
tralnego. Podano cztery twierdzenia, z których wynika, jak należy 
dobierać przekształcenie spektralne, aby z danego filtru jednowymia­
rowego uzyskać filtr dwuwymiarowy o pożądanych właściwościach czę­
stotliwościowych. Przekształcenia spektralne mogą znaleźć zastoso­
wanie podczas pośredniej syntezy filtrów dwuwymiarowych.

Dwuwymiarowy filtr cyfrowy (2FC) jest uogólnieniem jednowymiarowego 
filtru cyfrowego (1FC) na ciĄgi dwuindeksowe. W tym artykule będą rozpa­
trywane filtry niskich częstotliwości (NCz) i wysokich częstotliwości 
(WCz). 2FC przekształca dwuindeksowy ciąg wejściowy i(n^,n2) w dwuindek- 
sowy ciąg wyjściowy otn^ng) według wzoruj

gdzie bCm^mg) jest odpowiedzią impulsową filtru. Wyrażenie (1) opisuje 
w ogólnym przypadku filtr o nieskończonej odpowiedzi impulsowej (NOI). 
Filtr cyfrowy o skończonej odpowiedzi impulsowej (SOI) rzędu (N^Nj) opi­
sany jest wzorem«

1. Wstęp

( 1 )

(2)



Filtry NOI realizowane są w formie rekursywnej, to znaczy opisane są rów­
naniem rekurencyjnyra:

^8 M. Styczyński

M1 M2 H, N2

Y Z  Y Z  am1m2o(n1-,nV n2-m2) * Y Z  Y Z  V m s,i(al“ln1 »a2“,,,2l
m ^ = 0  m 2 = 0  m ^ = 0  m 2 = 0  1

(3)

Transmitancjąj2FC jest h. Jest to przekształcenie Z odpowiedzi impul­
sowej h. Transraitancja 2FC KOI jest funkcją wymiernąt

N1 N2

i :  i :  \ ^ ? z
t n.,-0 n2«0 p(«1 tz;,)bCZm.Zo) * ■ m — ■ ■ I.J.■■ f . (4)V  2 IŁ, M2 qlz^—z2J W

n  i :  s * i vn.,-0 n2**0

a transmitancja 2FC SOI wielomianem!

H1 H2
h(z1 tz2) - ) ‘ ) ' h(n1 ,n2)z1 1z 2 (5)

n^-0 n2«0 2

Warunkiem koniecznym i dostatecznym stabilności 2FC jest!

Y Z  Y Z  ^  *°-n^O n2«0

Transmitancja (4) jest stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy q(z.j,z2)^ 0 w ob­
szarze |(z^,z2) i | z.j | >  1, ¡z2|^ lj. Filtry SOI zawsze są stabilne. 

Charakterystyką częstotliwościową 2FC nazywa się funkcję!

t /  ¿ w .  j w 2

h(e \ e = A(Wl,w2)e 1 “  (6)

Amplituda A i faza <p filtru spełniają odpowiednio warunki symetrii i 
antysymetrii centralnej

(7)
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Synteza filtru KOI polega na określeniu współczynników wielomianów p 
i q transmitancji (4) w taki sposób, aby amplituda filtru A(w1 ,ĉ ) była 
bliska zadanej funkcji. Synteza filtrów SOI dąży do określenia poszczegól­
nych wartości odpowiedzi impulsowej h(n.|,ng) tak, aby amplituda Afo.j.ug) 
aproksymowała zadaną funkcję.

Często podczas syntezy PC wygodnie jest posługiwać się pojęciem fil­
tru analogowego (PA). Tutaj będą stosowane pojęcia jednowymiarowe (1FA) i 
dwuwymiarowego (2PA) filtru analogowego. (2PA) przetwarza funkcję wej­
ściową I(t.j,t2) dwóch zmiennych rzeczywistych w funkcję wyjściową 0(t1, tg) 
dwóch zmiennych rzeczywistych według równania różniczkowego:

V 1« _ *ni+n20(V t2) ^  ^  Ł ^ ^ K t ^ t g )
L i 2— i ain2 ^ni n? ** 2 —1 n.nP n. n9n.,=0 n2=0 'S lt1 '0 tg n.,-0 n2-0 1 » 1t1 i 2tg

(6)
Stosując podwójne przekształcenie laplace*a (•)* do równania (8) otrzy­
muje się transmitancję 2PA:

K1 N2
n1sngb B«1»,•* ¿mmmmmi 1 2

A,. . , «,-Ong-O PC^.Bg)
H(81 *s2) “T - ł T g ------------  “ gCs-̂ -s-gl

I Z  I Z  an1HgB1 1 *

(9)

2n1 =0 n2«0

Charakterystyką częstotliwościową 2PA jest funkcja:

H(jco,,j<^) (10)
Sg-jc^

Warto nadmienić, że w dziedzinie filtrów analogowych nie ma pojęcia fil­
tru SOI.

Warunkiem stabilnośoi transmitanoji (9) jest : Q(s.,,Bg) r 0 w obszarze
jts^Bg) : Re s1 > 0, Re Sg » oj.

Odwzorowania PA-*-PC dokonuje się za pomocą przekształcenia bilinio- 
wego

2 1 - z“1
Bi “ ? p 7 7 ^ T *  i - 1»2* <11>

gdzie jest okresem próbkowenia.
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Metody syntezy filtrów jednowymiarowych są szeroko rozpracowywane, np. 
w pracach [6, 8]. W tym artykule zostaną podane twierdzenia, które za po­
mocą tzw. przekształceń spektralnych umożliwią syntezę 2FC, wychodząc od 
zaprojektowanego uprzednio 1FC lub 1FA. Wspomniane twierdzenia są rozsze­
rzeniem pewnych twierdzeń, które można znaleźć w pracach [1 , 4, 5, 7j.

2. Przekształcenia typu 1FC —  2FC

Metodę przekształceń spektralnych można scharakteryzować w następujący 
sposób. Niech h1 (z) będzie zadaną transmitanoją 1FC, otrzymaną na dro­
dze syntezy jednowymiarowej, a h£(z^,z2) transmitanoją 2FC, którą otrzy­
muje się z transmitanoji ĥ  za pomooą przekształcenia spektralnego z b 
■= G(z_|,z2) według wzorut

hgi2'),z2) ■ (12)

Każde przekształcenie spektralne musi spełniać dwa zasadnicze wymaga­
nia. Pierwszym wymaganiem Jest zapewnienie stabilności nowo utworzonego 
filtru dwuwymiarowego.

W celu sformułowania warunków stabilności wygodnie Jest posługiwać się 
następującymi zbioramit

P ■ |s t Res » oj, (prawa domknięta półpłaszczyzna)

D •> jz t jz| > l|, (domknięte zewnętrze koła jednostkowego)

P2 b |(s1 fs2) « Reŝ  > 0, Res2 > oj,

|(z1 tz2) 1 \z,\ > 1 , |z2| & ij.D2

Niech h.(z) będzie transmitancją stabilnego 1FC. Jeżeli przekształcanie9 Pz b G(z^,z2) odwzorowuje D —  D (tj. jeżeli 0(D ) c D), to dwuwymiarowy 
filtr h2 określony wzorem (12) będzie stabilny»

Drugim wymaganiem nakładanym na przekształcenie spektralne jest odpo­
wiednia transformacja jednowymiarowej charakterystyki amplitudowej filtru 
w dwuwymiarową. Za prototypowe uznaje się przekształcenie IFCNCz 2FCNCz 
lub IFCWCz —  2FCWCz, o których powiada się, że zachowują typ filtru.W tym 
paragrafie podane zostaną dwa ogólne twierdzenia, które precyzują własno­
ści rozmaitych przekształceń spektralnych. Twierdzenia te pozwalają też 
konstruować takie przekształcenia, a zatem mogą stanowić podstawę metody 
syntezy 2FC.

Niech to b (oij.ô ) oznacza częstotliwość dwuwymiarową, a||t5||Jej normę. 
Stosowane będą trzy podstawowe normyi



ll“lll- i“, + w | ) 1/2  

||ćo2||» |W1| + I co2l 

llĉ ll- max(16ĵ|, | | ) .

Symbol 0 oznaczać będzie parę (0,0), a A będzie zbiorem*

A  >• | (&X| ,<o2) t 0 <  JT, 0 <  (a>2 s= j£ J

Przez oznaczany będzie następujący zbiór:
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0. __ mx jcot w € A , II w || » maksimum|.

2ł
3T

Zbiór £1^ zależy od przyjętej normy. Dla 
—^  norm II • I11 i |MI2 Q { (jt| Jf )j, jest więc

punktem dla normy IMIj a  ̂  » |w e A: 
lub Wg o %j . Zbiór ten naszkicowano na ry­
sunku 1.

3T <0,

Rys. 1

Z równości

A ¡<&, jO>_ a r jw. 3w2.1 a / toxh2(e ', e ) » h^Gie , e )J » h1 (e-5 ) 

wynika, że musi istnieć częstotliwość jednowymiarowa io > 0 taka, te:

ê  * G(e , e ) <■ a ,

gdzie r jest funkcją fazową przekształcenia 0. Stąd otrzymuje się:

w ■ r (axj,a>2) >• ̂  ln[(i(e ̂ , e )̂J» (13)

Zatem funkoja G dla o>1 e [o,Jt], a»2 e [o,ai] musi spełniać warunek:

i , dWj 3®2\l |G(a , « )l - 1 »

ma więo wszeohprzepustową charakterystykę amplitudową.
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Z teorii jednowymiarowych filtrów cyfrowych [8] wynika, że kwadrat am­
plitudy filtru jest funkcją wymierną zmiennej cos«, zatem

I * joł, j«?,!2 I A , 1&aI2 I A , jr(«,,aO.|2 I hg (e , e ) | « j (e*' ) | = | ĥ  (e ) | *» R(cos&)) -

- RfoosrCĉ .oJg)], (14)

gdzie R jest funkcją wymierną. Z analizy wyrażenia (14) wynikają dwa 
twierdzenia.

Twierdzenie 1
Przekształcenie z - G{z.j,z2) zachowuje typ filtru wtedy i tylko wte­

dy, gdy:
1) funkcja r (ĉ ,ô ) jest ciągła i nieujemna na A
2) «J, « 2 « A i || eU| || i* liąil => T (ću,) >  T (tó2),

3)r(o )| -  o, r  (a^) - j ( .

Twierdzenie 2
Przekształcenie z * G(z.j,z2) odwzorowuje IFCUCz (IFCWCz) — - 2PCWCz 

(2PCNCz) wtedy i tylko wtedy, gdyt
1) funkcja r jest ciągła i nieujemna na A ,
2) i u>2 « A i II tuj II > || «2 ll=s»r(eći|) $  T (o^),
3 )r  (o) -  ar , r  (G^) -  o.

Funkoja wszechprzepustowa

M Y L  2 Z  •1 (n1 ,n2)z7ll* r 2
 ̂ Q. Qo -r-, m.-O n9-0

G(zv z2) -fiZl1z2 n  T C — sr-----------------» (15)
i—1 v — i v — i n. n?

2 ___, ai(n1 ,n2)z1 'z2
n.j-0 n2«0

gdzie £ « + 1 , spełnia warunki przekształcenia spektralnego, jeżeli tyl­
ko odpowiednio dobierze się wartości współczynników ai(n^,n2) i wykładni­
ków Qj, Q2. Ze wzoru (15) otrzymuje się funkcję fazowąt

r  fc)1tŁog) -  ^ ar + + Qge>2 “
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Z Z  Z Z  “i S . n ^ a i n ^  , + n2 2)
— » »-««O nP«0

- 2 2 -  arc tg H ę — nj---------------------- —  (16)
)  y ai(n1 ,n2)coa(n1<nt + a2«^)

i=1

n^»0 n2“0

Na ogół trudno dobrać współczynniki we wzorze (15) tak, aby funkcja (16) 
spełniała warunki twierdzenia 1 lub 2. Dlatego poniżej zostanie zapropo­
nowana inna metoda konstrukcji funkcji (15).

Niech B oznacza przekształcenie'biliniowe postacit

e - B(z) - 1' ~ 8 (,
1 + z"1

z - B"1 (s) - f±-g

Łatwo przekonać się, że przekształcenie B ma następujące własnościi

B(D)= P, B~1 (P) c D, (17)

B(e*») . jtg g,
ds)

B-1 (j£l) - j. t. jQ - ei2apo *8°

B(t)D) - BP, B“1 (Ć>P) - BD, (19)

gdzie ©D i BP oznaczają odpowiednio okrąg jednostkowy i oś urojoną.
Nietrudno wykazać, że przekształcenie

z = G(z.j,z2) ■ B-“̂  [aB(ẑ  ) + bB(z2)] , (20)

gdzie a i b > O, jest wszechprzepustowe ze względu na własność (19),a po­
nadto odwzorowuje D2— - D. Istotnie z wyrażeń (17) wynika, ie

0(D2) - B"1 [aB(D) + bB(D)] c B“1(aP + bP) - B*1 (P) c D,
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a zatem przekształcenie (20) gwarantuje stabilność filtru dwuwymiarowego. 
Z własności (18) wynika wzór na funkcję fazową przekształcenia (20)»

“1 wpr(oy<^) = 2arc tg(a tg —  + b tg ■g-) (31)

Funkcja (21) spełnia warunki twierdzenia 1 i dlatego przekszałcenie (20) 
zachowuje typ filtru. Jawną postacią tego przekształcenia jest»

(1 + c)z1z2 + (1 + d)z1 + (1 - d)zg + (1 - o)
 ̂1’ (1 - o)z1z2 + (1 - d)z1 + (1 + d)z2 + (1 + c)’ 2̂0^

gdzie stałe c i d  spełniają warunki c+d > 0  i c-d > 0.
Analogicznie można skonstruować proste przekształcenie

IFCNCz(IFCWCz) —  2FCWCz (IFCNCz).
Przekształcenie

G(z1tz2) • (22)

gdzie a,b >0, ma następującą własność»

G(D2) = B~1(| + j) » B~1(aP + bP) «=

= B_1 (P) c D,

a więc gwarantuje stabilność filtru dwuwymiarowego. Stosując wzory (18) 
otrzymuje się funkcję fazową przekształcenia (22)

ca. co,
r  (g}j fo>2) •» 2arc tg(a c.tg ̂ ¡- + b ctg *j=) (23)

Funkcja (23) spełnia warunki twierdzenia 2, czyli przekształcenie (22) od­
wzorowuje IFCNCz(IFCWCz) 2FCWCz(2FCNCz). Jego jawną postaoją jest»

(1 + c)z.z2 - (1 - d)z. - (1 - d)z„ + (1 - c)
G(Z1,Z2) *  T T ''-c lz jzg  -  i r  -  d jz j -  (1 + <łjz2 + H V c ) (22)

gdzie stałe o, d spełniają warunki» o+d 0, o-d > 0.



3» Przekształcenia filtrów 1S0I —  2S0I

Z teorii jednowymiarowych filtrów z liniowa fazą [6; 8] wiadomo,że
1PCS0I o transmitancji

¥
hi (z) - h^njz*® 

n«0

ma liniową fazę, jeżeli odpowiedę impulsowa spełnia warunek symetrii:

^ < 2* - n) - h1 (n)

Wówczas amplituda filtru dana jest zależnością:

W H N
A1 (<w) = ~y oĉ (n)cosnw* Z  cc.j (n)Tn(cosci>) « ̂  [ a1 (n)(cosŁ>)n, (24)

n=0 n»Oi n-0

gdzie Tn(x) b cos(n aro cos x) jest wielomianem Czebyszewa,
Twierdzenie to po rozszerzeniu na filtry dwuwymiarowe ma następującą po- 
staó [9]t 2FCS0I o transmitancji

2H1 2H2

h2(z.,z2) m h2(n1 ,n2)zl 1z2 2 (25)
n^aO n2>0

ma liniową fazę, jeżeli odpowiedź impulsowa spełnia warunek symetrii kwa- 
drantowej:

h2(2H1 - n-j.ng) - h2(n.,,n2) 

h2(n1 ,2N2 - n2) - h2(n1 Pn2)

Wówczas amplituda filtru dana jest zależnością:

H1 N2
Ag^^jg) a y *  y  a2(^,n2)cos(n^)cos(n2<^), (26)

n^aO n2aO

Synteza dwuwymiarowych filtrów cyfrowych.«. 35



gdzie współczynniki a2(n1tn2) związane są z odpowiednią impulsową filtru 
za pomocą wzorów«

h2 (n11n^) »  ^  a2 ( ' -j* lig—n g ) , n^ ** 0 , . . . , N ^ —1, n2 * 0 , . . . , l i 2 —1,

hgin^.Ng) b ̂
(27)

bg(Ni,n2) ^ a2(0, ^"^2^  ^2 "

d 2( 1Ng) = a2(0,0).

36 H. Siwczyński

Jeżeli uprzednio dokonano syntezy filtru jednowymiarowego, to wepół- 
nniki a1 (n) wielomianu (24) są znane.
Przekształcenie spektralne w postaci:

“i “2 n n
sosubT (coscOj, cosG^) ■ 'y y  c(n1 ,n2)(costul) 1 (coso*,) 2 (28)

n.,-0 n2«0

wprowadzone do wzoru (24) daje amplitudę filtru dwuwymiarowego

H r M1 * 2

A2

N T n n 1 j
(ŵ tog) ° y a1 (n) z :  z :  c(n1 ,n2)(costnl) 1 (cosô ) 2J

n-0 il,"0 n2»0

N1 * 2
- z :  z :  b2(n1 ,n2)(coew1) 1 (coswg) 2, (29)
n »̂>0 n2"0

gdzie .i UM.j, Ng ■ HMg. W celu ustalenia sposobu doboru współczynni­
ków cin^ng) w przekształceniu (28) wygodnie jest; podstawić i,«* cos«, 

= eoscoj, 5l2 B! coso^ i przez A' oznaczyć obszar A'bi
Stosując twierdzenie 1 do przekształcenia (28), które teraz ma postać:

M1 “2
z :  z :  c(n^,n2) ^  ^  Ir (2 8 )
n^O n2-0

nietrudno stwierdzić, że przekształcenie to zaohowuje typ filtru wtedy i 
tylko wtedy, gdyt
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1 ) funkcja r (5l.|tAg) iBBi! ®°notonicznie rosnąca w obszarze a' podług każ­
dej zmiennej 5̂ , &2,

2) r  (̂ v a2)| -s 1 dla (A,,Ag) « a'
f  (1,1) -  1
r (-1 ,-1 ) - -1,
Stosując z kolei twierdzenie 2 do przekształcenia (281) stwierdza się, 

że jest ono odwzorowaniem 1FCiiCz(1FCWCz)— - 2FCWCz(2FCNCz) wtedy i tylko 
wtedy, gdy»
1) funkcja f (A.j,Ag) 3eat monotonicznie malejąca w obszarze a ' podług każ­

dej zmiennej a2,
2)|f (l1 a 2)l « 1 dla («,,,Ag) c a

f  (1,1) - -1  

f (-1,-1) - 1.
W dalszym ciągu syntezy wzór (29) trzeba doprowadzić do bardziej pożą­

danej postaci (26). Dokonuje się tego za pomocą związkćwt

[n/2]
y dgk00s2kn>, dla n parzystego 
k-0

(cosi»)n - (30)
[(n-1 )/2]

y ' dgjC+̂ oos(2k+1 )w, dla n nieparzystego 
k-0

które łatwo wyprowadzić przedstawiając kolejne potęgi zmiennej x poprzez 
kombinaoje wielomianów Czebyszewat

x° - I0(x)

X1 - ff1(x)

X2 - \ tg(x) + |
X3 - ^  T3 (x) + | T., (x)

*4 - i ty*) + ¿(X) + |
X5 - ̂  tyx) + tyx) + | ł1(x)
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Podstawiając x « cos w otrzymuje się«

(oostt))2 “ 5 + ̂  COS2ti3 

(cosw)̂  * ̂  OOSCO + ̂  cos3o>

(cosco)* ■ a + ̂  oos2o> + gr cos4a>

(cosw)̂  = ̂  coso) + ̂  cos3w+ yg cos5cu

Postępując tak dalej można określić wartości współczynników we wzorach 
(30). Współczynniki te przedstawiono w tabeli 1.

Tabela 1

Współczynniki wzoru (30)

X
0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 1

1I 1

2 2 \
3 j i
4 i \ &

5 i h
6 h i 55

7 s
21
5* i?

1 I
S?

8 $5 h TC
1

T2S

Puste miejsca należy wypełnić zerami.
Wstawiając wreszcie wyrażenia (30) do wzoru (29) otrzymuje się wzór 

(26) ze współczynnikami Bgin^.ng), a następnie ze wzorów (27) oblicza alę 
poszczególne wartości odpowiedzi impulsowej filtru dwuwymiarowego.



Przykład
Przekształcanie dane wzorem

f (^,*2) - + B*2 + C » ^  + D, (31)

gdzie A, B, C, D są rzeczywistymi staJymi, zwane jest przekształcenie* 
Mc Clellana [4, 5]« Przekształcenie to zachowuje typ filtru, jeżeli speł­
nione są warunkit

f (1,1) - A  + B + C + D -1 ,
f  (-1,-1) - -A - B + C + D - -1

- A + C>2 ^0, dla każdego &2 «

« B + Oi,̂  Ss 0, dla każdego e [-1,1],

skąd otrzymuje się warunki«

A + B - 1
C + D - 0

A + AC > 0, B + 3tC StO
*« [-1,1]

Przekształcenie (31) odwzorowuje 1PCNCz(1FCWCz) —  2PCWCz(2PCHCz), je­
żeli

r(1 ,1 ) - A + B + 0 + D- - 1
r(-1,-l) - -A - B + C + D - 1
6» ęr
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— - « A + C% 2  ̂  0, dla każdego ft2 e [—1, i]

m B + <  0, dla każdego c [-1,1],
0a,2

skąd otrzymuje się«

A + B - -1
0 + D - 0

y\_ A + AC < O, B +  AC < 0. 
*€ [-1,1]
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Tak więo na przykład w pierwszym przypadku można wybrać*
A - 0,5} B ■= 0,5} C a 0,4} D = -0,4|

a w drugim przypadku*
A = -0,5} B « -0,5} 0 m 0,4| D * -0,4»

4. Przekształcenie typu 2FC —  2PC

Z punktu widzenia zastosowań celowe jest używanie przekształceń spek- 
tralnych odwzorowujących dwuwymiarowy filtr cyfrowy w inny cyfrowy filtr 
dwuwymiarowy. Niech h(z^,Zg) będzie transmitancją 2PC. Za pomocą prze­
kształcenia G = (Ĝ jGg)*

odwzorowuje się ten filtr w inny filtr dwuwymiarowy o transmltancjit

wystarczy, aby G^(D )<= D dla i - 1,2. Ponadto dla każdej pary często­
tliwości (£2.j, Q 2) e A musi istnieć para' częstotliwości taka,
że* 1 '

Z analizy wzoru

wynika, że przekształcenie G * (G^.Gg) nie zmienia typu filtru wtedy i 
tylko wtedy, gdy funkcje G^, Gg spełniają warunki twierdzenia 1 oraz 
że przekształcenie to jest odwzorowaniem 2FCSCz(2iCW0z)— - 2FCWCz(2FOTCz) 
wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje G1 i Gg spełniają warunki twierdze­
nia 2.

z, - 01 (Z1 ,Z2) 

z2 - G2(Z1 tZ2) (32)

hQ(2^,Z2) b hjo^iZ^jZg),

Jeżeli filtr wyjściowy h jest stabilny, to do stabilności filtru h0
aVvtr fi (T̂ \r- Tl « 4 _ «* D _J1-____ 1_¿J.J___ ____
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Przykładem może tu być przekształcenie spektralne odwzorowujące 2?CHCz 
o symetrii kołowej [9] w 2PCNCz o symetrii eliptycznej. Stosowne prze­
kształcenie analogowe transformujące okrąg na elipsę ma poBtać:

s s
si " b2 ■ n2- *33^1 w10 * 20

Wykorzystując przekształcenia biliniowe

1 - z”1 1 + a
8  .... -{» * ■ T -  a1 + z 1 1 8

zapisuje się wyrażenia (33) w postaci:

1 - z? 1 S
 1 " 1 *21 + Zj1 u10

skąd:

1 +
Z± -  giS, i - 1 ,2

Podstawiając w miejsce i odpowiednie przekształcenia biliniowe
otrzymuje się poszukiwane transformacje , 02*

1 -  z:1
1 +75 -̂“ -̂|“iO 1 + Z4“i (Bio + D*i ♦ toi0 - D

Zi ’ ---- /  ^ 0 V '^ “
1 " S ^ T T l f

- GjZ, i - 1,2 (34)

Przekształcenie (34) ma rozdzielone zmienne (rozpada się na dwa niezależ­
ne przekształcenia jednej zmiennej). Ze wzoru (34) uzyskuje się postać 
funkcji fazowych

Tjtt^) - 2aro *8 JT1)» 1 * 1 »2
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skąd wynika, że przekształcenie (34) spełniają warunki twierdzenia 1, 
a więc zachowują typ filtru.

5. Przekształcenia typu 1FA —  2FA — -2FC

Jedna z metod syntezy 1FCN0I bazuje na zaprojektowanym uprzednio fil­
trze analogowym, który za pomocą przekształceń biliniowych (1 1 ) transfor­
muje się w pożądany filtr cyfrowy. Podobnie można postąpić w przypadku 
filtrów dwuwymiarowych. Zaprojektowany wcześniej 1PA o transmitancji H^s) 
za pomocą przekształcenia s = Gis-peg) transformuje się w 2FA o trans­
mitancji:

®2^s1,s2̂  " ̂ 1 [®(®1,B2)]

Następnie filtr Hg za pomocą przekształceń biliniowych (11) transfor­
muje się w 2FC hg. Przedstawioną tu metodę syntezy charakteryzuje schemat 
1FA—  2FA —  2FC.

Jeżeli filtr jest stabilny, to filtr Hg będzie stabilny, gdy
G(P2) c P.

Z równości

Hgijto^ jtóg) « H.j (jto) - H1 [G(jwlt jâ )]

wynika następująoa własność funkoji G: dla dowolnych cOj, o>g istnieje
częstotliwość <o taka, że

Jw - G(jw1 ,jtóg) - jritu,,^)

Stąd:

co » r (oi,,a>2) ■ ̂  Gi^.jWg)

Symbolem A  oznaczany będzie pierwszy kwadrant częstotliwościowy:

A  “ | ,cUg) : >■ O, e>g & Oj ■ [0,~) x [O*00)*

Odpowiednikami twierdzejń 1 i 2 są:

Twierdzenie 3
Przekształcenie s ■ Gis^Sg) zachowuje typ filtru wtedy i tylko wte- 

dy, gdy:
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1) funkcja r jest ciągła i nieujemna na A ,
2 ) ¿jj i 3 2 (  A  i  ncô  i > iiw2 u = t»r(S !j) > r ( j ^ ) ,

3) r(o ) -  o , iw i—~  r(w) — -o.

Twierdzenie 4
Przekształcenie s » Gis^Sg) odwzorowuje IFANCz (IFAWCz) --- 2?AVCz

(2FANCz) wtedy i tylko wtedy, gdy:
1 ) funkcja r jeat ciągła i nieujemna na A,
2 ) ¿Sj, S g 6 A  i  u li >  l i l l  = > r ( S j ) «  r ( S g ) ,

3) 3  — ćt => r  (S) —- *— ll w ii —- ~  r  (S) —- o.

6. Uwagi końcowe

W artykule przedstawiono metodę syntezy dwuwymiarowych filtrów cyfro­
wych za pomocą tzw. przekształceń spektralnych. Zgodnie z tą metodą pro­
jektuje się najpierw jednowymiarowy filtr cyfrowy lub analogowy Jednym z 
dobrze znanych sposobów. Może to być filtr SOI bądź też Butterwortba, 
Czebyszewa, BesBela lub eliptyczny. Następnie za pomocą specjalnego pod­
stawienia Z = G(z^,z2) zamienia się daną transmitancję jednowymiarową w 
pożądaną transmitancję dwuwymiarową. Cała istota metody polega na takim 
doborze funkcji G(z1 fZg), aby dany typ filtru jednowymiarowego przecho­
dził w odpowiedni typ filtru dwuwymiarowego przy jednoczesnym zapewnieniu 
stabilności. W pracy podano cztery twierdzenia, na podstawie których moż­
na konstruować stosowane funkcje G(z^,Zg).

Zaletą metody jest jej duża prostota, bowiem projektowanie filtrów Jed­
nowymiarowych jest obecnie zagadnieniem dobrze rozpracowanym. Istnieje do 
tego celu wiele użytecznych algorytmów. Jej wadą jest pewna trudność w dok­
ładnym określeniu kształtu charakterystyk częstotliwościowych filtrów dwu­
wymiarowych otrzymywanych poprzez przekształcenia spektralne z prototypów 
jednowymiarowych.
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CHHTE3 HByXMEPHHX UH$POBNX MJIbIPOB C HOMOllUbJD 
CILEKTPAJIbHŁGt nPBOBPA30BAHffii

P e 3 x> h e
B paóoie npeACiasjieK ueiOA TpaaciJiopuanBH nepexoAHofi $yKKąnn oABOuepHoro 

UHipoBoro $Hjifeipa b AByxMepayx> c noiioąbs KoiinxeKCHoft tfyHKium Asyx nepeueB- 
hłdc, Koiopyn Ha3HBax>i cneKTpajibHHM npeoÓpa30BaHHeM.C$opMyxnpoBaHH HecicoAbKO 
leopeu u 3 Koiopux BUTexaei xeiOA CBHie3a cneKTpajibHtoc npeoCpa30BaHHft a ab no- 
ayqeHHH EHX a KHI—$HXbTpoB c aaABHHHMH aunAHxyAHHUH xapaxiepHCTHxaxa.

DESIGN OF TWO DIMENSIONAL DIGITAL 
FILTERS BY SPECTRAL TRANSFORMATIONS METHOD

S u m m a r y
In the paper the two dimensional transfer function from one dimensio­

nal transfer function is obtained using spectral transformations z = 
<■ G(z^,z2). The methods of design of spectral transformations for two di­
mensional band pass digital filters have been given.


