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ZASTOSOWANIE ORTOGONALNYCH FUNKCJI TROJWARTOSCIOWYCH
DO ANALIZY WIDMOWEJ SYGNALOW DYSKRETNYCH

_ Streszczenie. W pracy przedstawiono uogdlniona metode generowa-
nia zupeinych uktaddéw ortogonalnych funkcil_tréjwartoécmwy(_:h. Uka-
zano mozliwosci zastosowania ich jako funkcji bazowych do widmowego
przetwarzania sygnakow dyskretnych, a w szczegdlnosci do anali
sygnatow w wybranych podprzedziatach okreslonosci przy wykorzysta-
niu algorytmow szybkich transformacji wzgledem tych funkcji.

1. Wprowadzenie

Problemem, ktory stat sie w ostatnich latach szczeg6lnie aktualny,jest
zmniejszenie liczby operacji arytmetycznych, niezbednych dla realizacji
algorytmow analizy widmowej, a wiec czasu pracy maszyny cyfrowej i pono-
szonych kosztéow. Studiujac prace poswiecone przetwarzaniu  sygnalow dys-
kretnych mozna zauwazy¢, ze dwuwartosciowe funkcje Walsha oraz tréjwarto-
Sciowve funkcje Haara, przed innymi po zespolonych funkcjach wykdadniczych,
wchodzg obecnie do praktyki analizy widmowej sygnalow. Dzieki swym wha-
Sciwosciom sg one szczeg6lnie dogodne do realizacji przetwarzania metoda-
mi cyfrowymi .

O0d potowy lat siedemdziesigtych zainteresowano sie mozliwoscig tworze-
nia uktadoéw ortogonalnych funkcji tréjwartosSciowych, stanowigcych hybrydo-
wag wersje funkcji Walsha i Haara. Dotychczas opublikowane na ten temat
prace nie wyczerpujg tego zagadnienia.

Przeprowadzone w niniejszej pracy rozwazania stanowig probe zebrania,
usystematyzowania i uogdlnienia wynikéw badan z zakresu generowania dys-
kretnych ortogonalnych funkcji przyjmujacych Jedynie wartosci 1, -1 i O
w przedziale okreslonosci, jako funkcji bazowych w widmowej analizie syg-
nalow. Préba ta dotyczy otrzymania ogdlnej metody wyznaczania ukdadow zu-
pelnych dyskretnych ortogonalnych funkcji trojwartosciowych i ujednolice-
nia postaoi wzorow shuzacych do generowania tych funkcji w rdéznych upo-
rzadkowaniach. Uogbélnienie obejmuje znane dotychczas ukdady ortogonalnych
funkcji trdéjwartosciowych, takich jaki uogdlnione funkcje Haara [ (w tym
funkcje Haara [2] 1 zmodyfikowane funkcje Walsha-Hadamarda [3]), funkcje
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Hadaraarda-Haara [4], funkcje Her [5], funkcje 9Jj [6J i rozszerza je o no-
we dotychczas nie publikowane.

2. Dyskretne ortogonalne funkcje tréjwartosciowe

Istnieja rézne sposoby zapisu dyskretnych ortogonalnych funkcji tréj-
wartosciowych. Funkcje te nie posiadaja jednorodnej definicji matematycz-
nej, a roznorodne okreslenia powstawaly w toku rozwoju zainteresowania ni-
mi. Dogodne przedstawienie dyskretnych funkcji ortogonalnych dla potrzeb
analizy widmowej sygnalow daje ujecie macierzowe [7]. Zbior U pierwszych
funkcji podaje macierz o wymiarach N «N, w ktérej m-ty wiersz zawiera
wartosci m-tej dysktetnej funkcji ortogonalnej w punktach n - 0,1,2,...,
B-1, gdzie & - ZP{ pa 0,1,2,... . Tak zbudowana macierz etanowi macierz
transformujaca w zapisie dyskretnej transformacji wzgledem danego ukdadu
funkcji ortogonalnych.

Elementy macierzy transformujgcych zawierajacych dyskretne ortogonalne
funkcje trojwartosciowe mogg bys zdefiniowane przy wykorzystaniu binarne-
go zapieu argumentu n oraz wskaznika m kolejnej funkoji ukdadu.

W wyniku rozwazan obejmujacych studia poréwnawcze prac [i]t [6J zapro-
ponowano nastepujacy wzor definiujacy elementy macierzy transformujacych,
zawierajacych dyskretne ortogonalne funkcje trojwartosSciowe  przyjmujace
wartosci 1,-1 i O w przedziale okreslonoscit

Z\ i mn,
fi W fi (-1 dla - « w
1-1"+1 1-0

d(m,n)
p-1
noo<-« ! dla ptzostatyoh m
i-0

gdziei

d(m,n) - element macierzy transformujgcej w m-tym wierszu i n-tej ko-
lumie,

mN.aN - wspokczynniki binarnego rozwiniecia liczb min ,

Kj - wskaznik pozycji najmtodszego niezerowegowspddczynnika roz-
winiecia binarnego liczby m,

1j - wskaznik pozycji wspétczynnika rozwinieciabinarnegoliozby m
uzalezniony od k»,

) - symbol Kroneokera.
“i0!
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Dla definiowanego ukdadu dyskretnych ortogonalnych funkcji trojwarto-
Sciowych nalezy poda¢ nastepujace ciagi wskaznikow pozycji wspékczynnikow
binarnego rozwiniecia liczby nmx

(kp) 7 {kO*K1,k2**>**, kp-2}

{15} 7 {10»11, 12»***»p-2}

gdzie» |kjl “ O lub {°*1} lub **
*j ¢ kgpy*okp-21 3N XjH*

Przykdad

Dla N = 8 elementy macierzy transformujgcych zawierajacych rézne u-
ki#ady dyskretnych ortogonalnych funkcji trdéjwartosciowych otrzymane we-
dtug definicji () przyjmuja :wartosoi:

N =f ERREARE
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Ol 1-1 000000
010 1 1-1-1 1 1-14
O 00 1-1 0000
100 1 1 1 1-1-1-1+41
to® 0000 1-1 00
110 1 1-1-1-1-1 11
OR 000000 1-1
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000 1111 1 1 1 1

' 0) 11 1-1 00 0 O

gj(DO 1 1-1-1 00 00
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000 111 1 1 1 1

1001® 1-1 0 0 00 0O

EJB0 1 1-1-1 0 0 0 0

o® 00 1-1 00 0 O

100 1 1 1 1-1 -1 -1 -1

oO® 0000 1-1 00

EJR0 o0 0 0 0 1 1-1 1

FTil@ 0 0 0 0 0 0 1 -1

m2mimO

Wspokczynniki binarnego rozwiniecia liczby m, zakreslone prostokgtem,
decyduja o przyjeciu przez elementy wiersza macierzy wartosci 0, a wspok-
czynniki zakreslone owalem o przyjeciu przez pozostate elementy wiersza
macierzy wartosci 1 lub -1. Za pomocg wspékczynnikéw nie zakreslonych
obliczane sa wartosci elementow macierzy weddug drugiej czesci wzoru ().

3. Wasciwosci dyskretnych ortogonalnych funkcji
trojwartosciowych

Dyskretne funkcje tréojwartosSciowe zdefiniowane za pomocg wzoru (1) two-
rza ukdady ortogonalne i1 zupetne [8]. Oznacza to, ze

N-1
d(m,nNd(k,n) m 0 gdy m~" Kk, (@)
n«0
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a kazda funkcja dyskretna , dla ktdérej spetniony jeat warunek:
H-1
y f(md(m,n) = 0, ®
n=0

dla wszystkich m =0,1,2,...,N-1 jest rowna O dla n < 0,1,...,21-1.

Uporzadkowanie funkcji w ukdadzie funkcji ortogonalnych ma istotne zna-
czenie dla przetwarzania widmowego; decyduje ono bowiem o ksztakcie widma
sygnatu w stopniu podobnym jak zmiana funkcji bazowych [9], Od niego jest
takze uzalezniona techniczna realizacja przetwarzania. Dyskretne funkcje
przyjmujace wartosci 1, -1 i O w przedziale okreslonosci zdefiniowane
w niniejszej pracy za pomoca wzoru (1) moga by¢ przedstawione w kazdym
z uporzadkowan znanych dla funkcji Walsha i Haara.

Macierz transformujaca, zawierajaca dyskretne funkcje tréojwartosciowe
w uporzadkowaniu naturalnym, posiada elementy, ktore mogg by¢ otrzymane
bezposrednio za pomocg wzoru (),

Macierz transformujgoa, zawierajaca dyskretne funkcje tréjwartosciowe
w uporzadkowaniu diadycznym, mozna otrzymac korzystajac ze wzoru (1) po
dokonaniu tzw, inwersji binarnej nu

Dyskretne funkcje trojwartosciowe moga by¢ réwniez uporzadkowane — jak
funkcje Haara. W tym przypadku! elementy macierzy transformujacej otrzymuje
sie na podstawie definicji (1) po inwersji binarnej m 1 uporzadkowaniu
liczb w grupach diadycznycb zgodnie z narastajaca ich wartoscia.

Funkcje te moga by¢ takze uporzadkowane sekwencyjnie, jak funkcje Wal-
sha; wtedy elementy macierzy transformujgcej otrzymuje sie ne podstawie
wzoru (1) po przekodowaniu postaci binarnej m w kod Graya 1 po inwer-
sji binarnej.

4. Dyskretne transformacie wzgledem ortogonalnych funkcji
tro iwartosc iowych

Wykorzystujac macierzowg posta¢ ukkadow dyskretnych ortogonalnych funk-
cji trojwartosciowych jako macierzy transformujacych, mozna sformutowac
definicje dyskretnych transformacji wzgledem tych funkcji w postaci naste-
pujacych réownan macierzowych:

@



gdziej
Xijj  -wektor dyskretnego widma o elementach Xp(m),
X -wektor dyskretnego sygnatu o elementach x(n),
Dn -ortogonalna macierz transformujaca o wymiarach NN i elemen-
tach d(m,n),

D~1 - macierz odwrotna do macierzy Dijj-

Wzory (@) i (B) okreslaja pare dyskretnych transformat wzgledem orto-
gonalnego uktadu Funkcji trojwartosciowych} XD jestprosta dyskretng
transformata, a X odwrotng dyskretng transformata.

Praktyczna przydatnos¢ dyskretnych transformacji wzgledem funkcji orto-
gonalnych dla potrzeb analizy widnowej sygnaltow jest uwarunkowana mozli-
woscig budowy skutecznych algorytméw obliczeniowych do wyznaczania pro-
stych i odwrotnych transformat. Zaproponowany sposéb wyznaczania zupel-
nych uk¥adéw ortogonalnych funkcji tréjwartosciowych jako funkcji bazo-
wych w postaci macierzy transformujgcych pozwala nie tylko na poprawne
sformutowanie podstaw widmowego przetwarzania sygnalow dyskretnych wzgle-
dem tych ukdadow, lecz stanowi rowniez podstawe metody szybkich transfor-
macji, opartej na faktoryzacji macierzy transformujacych. Opracowana [8]
metoda szybkich transformacji wzgledem réznych ukdadéw ortogonalnych funk-
cji trojwartosciowych zdefiniowanych za pomocg wzoru (1) jest jednolita i
wynika bezposrednio ze sposobu wyznaczania tych ukkadow. Pozwala rowniez
na opracowanie uniwersalnego algorytmu szybkich transformacji wzgledem
wszystkich ukdadéw funkcji bazowych otrzymanych w niniejszej pracy.Z uwa-
gi na o, ze zdefiniowvane funkcje (1) przyjmujg wartosci 1, -1 i O w prze-
dziale okreslonosci, transformacja sygnatu dyskretnego danego w punktach
n=0,1,2,...,N-1, gdzie Na 2P, p a0,1,2,... do przestrzeni danego u-
k#adu funkcji tréjwartosciowych wymaga jedynie wykonania od MloggN - N/2
do 2(11-1) operacji dodawania i odejmowania na liczbach rzeczywistych,przy
wykorzystaniu algorytmow szybkich transformacji.

5. Podsumowanie

W pracy sformutowano metode wyznaczania zupelnych ukdadéw ortogonalnych
dyskretnych funkoji trojwartosciowych jako funkcji bazowych w  widmowym
przetwarzaniu sygnaldw, uzyskujac ujednolicenie postaci wzoréw shuzacych
do generowania tych funkcji w réznych uporzadkowaniach. Istniejace roz-
wigzania ograniozatly problem do generowania pojedynczych ukdadéw ortogo-
nalnych funkcji trdéjwartosciowych przy duzej réznorodnosci stosowanych o-
kreslen. Przedstawione w pracy ujecie problemu pozwoli4o na uog6lnienie
obejmujace znane dotychczas uktady zupelne ortogonalnych funkoji trojwar-
tosciowych i rozszerzajace o nowe, dotychczas nie publikowane. Kazdy ele-
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ment transformaty wyznaczonej wzgledem ukd#adu funkcji bazowych nie przyj-
mujgcych wartosci zerowych w przedziale okreslonosci charakteryzuje anali-
zowany Bygnat w calym przedziale okreslonosci. W wielu przypadkach prak-
tyki inzynierskiej wymagana jest informacja o zachowaniu sie analizowa-
nego sygnatu w wybranych podprzedziatach okreslonosci. Przy rozwigzywaniu
tego typu probleméw moga bys stosowane ukdady zupelne ortogonalnych funk-
cji przyjmujacych wartosci zerowe w przedziale okreslonosci, zdefiniowa-
ne w niniejszej pracy. Zdaniem autora na rozwazenie zastuguja rowniez moz-
liwosci zastosowania przedstawionych funkcji do adekwatnej analizy widmo-
wej sygnatow binarnych i ternaraych, coraz bardziej powszechnych w zwigz-
ku z rozwojem techniki cyfrowej.
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NPMMVEHKHVE OPTOrOHAJIBHUX TPEX3HAHHHX 3>yHKIUM B CHEKTPAJIbHOM
AHAJIM3E AHCKPETHHX CHrHAJIOB

Pe3»me
B paSoie npeaoiaBJieH odolméHHHIi ueTOA reBepanHH iiojibinc ohoten opioroaajiB-
HUX TpéX3HaHHIDC ifyBKIWS. yKa3akKU BO3MOXHOCTZ QpHIGHGBHE 8THX 0aSHCHHX $yHK-

BHii b oneKipaAbHoS oOpafioTKe flacxpeiHux CHraaaoB, ocodeHao npa aaajiHse ch-
i'Hajiob b no/EHHTepBajiax npz HCnojii.30BaHHH ajiropHTMOB duciporo npeo6pa30BaaHB.

APPLICATION OP THREE-VALUE ORTHOGONAL FUNCTIONS
FOR DISCRETE SIGNAL SPECTRAL ANALYSIS

Summary

In the paper a generalized method of generating complete orthogonal
sets of three-value functions is introduced. They are useful as basis func-
tions for discrete signal spectral processing, especially for signal ana-
lysis on the subintervals, using the fast transform algorithms.



