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ZASTOSOWANIE ORTOGONALNYCH FUNKCJI TRÓJWARTOŚCIOWYCH 
DO ANALIZY WIDMOWEJ SYGNAŁÓW DYSKRETNYCH

Streszczenie. W pracy przedstawiono uogólnioną metodę generowa- 
nia zupełnych układów ortogonalnych funkcji trójwartościowych. Uka­
zano możliwości zastosowania ich jako funkcji bazowych do widmowego 
przetwarzania sygnałów dyskretnych, a w szczególności do analizy 
sygnałów w wybranych podprzedziałach określoności przy wykorzysta­
niu algorytmów szybkich transformacji względem tych funkcji.

1. Wprowadzenie

Problemem, który stał się w ostatnich latach szczególnie aktualny,jest 
zmniejszenie liczby operacji arytmetycznych, niezbędnych dla realizacji 
algorytmów analizy widmowej, a więc czasu pracy maszyny cyfrowej i pono­
szonych kosztów. Studiując prace poświęcone przetwarzaniu sygnałów dys­
kretnych można zauważyć, że dwuwartościowe funkcje Walsha oraz trójwarto­
ściowe funkcje Haara, przed innymi po zespolonych funkcjach wykładniczych, 
wchodzą obecnie do praktyki analizy widmowej sygnałów. Dzięki swym wła­
ściwościom są one szczególnie dogodne do realizacji przetwarzania metoda­
mi cyfrowymi.

Od połowy lat siedemdziesiątych zainteresowano się możliwością tworze­
nia układów ortogonalnych funkcji trójwartościowych, stanowiących hybrydo­
wą wersję funkcji Walsha i Haara. Dotychczas opublikowane na ten temat 
prace nie wyczerpują tego zagadnienia.

Przeprowadzone w niniejszej pracy rozważania stanowią próbę zebrania, 
usystematyzowania i uogólnienia wyników badań z zakresu generowania dys­
kretnych ortogonalnych funkcji przyjmujących Jedynie wartości 1, -1 i 0 
w przedziale określoności, jako funkcji bazowych w widmowej analizie syg­
nałów. Próba ta dotyczy otrzymania ogólnej metody wyznaczania układów zu­
pełnych dyskretnych ortogonalnych funkcji trójwartościowych i ujednolice­
nia postaoi wzorów służących do generowania tych funkcji w różnych upo­
rządkowaniach. Uogólnienie obejmuje znane dotychczas układy ortogonalnych 
funkcji trójwartościowych, takich jaki uogólnione funkcje Haara [1] (w tym 
funkcje Haara [2] i zmodyfikowane funkcje Walsha-Hadamarda [3]), funkcje
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Hadaraarda-Haara [4], funkcje Her [5], funkcje Sjj [6j i rozszerza je o no­
we dotychczas nie publikowane.

2. Dyskretne ortogonalne funkcje trójwartościowe

Istnieją różne sposoby zapisu dyskretnych ortogonalnych funkcji trój­
wartościowych. Funkcje te nie posiadają jednorodnej definicji matematycz- 
nej, a różnorodne określenia powstawały w toku rozwoju zainteresowania ni­
mi. Dogodne przedstawienie dyskretnych funkcji ortogonalnych dla potrzeb 
analizy widmowej sygnałów daje ujęcie macierzowe [7]. Zbiór U pierwszych 
funkcji podaje macierz o wymiarach N «N, w której m-ty wiersz zawiera 
wartości m-tej dysktetnej funkcji ortogonalnej w punktach n - 0,1,2,..., 
B-1, gdzie li - 2P{ p a  0,1,2,... . Tak zbudowana macierz etanowi macierz 
transformującą w zapisie dyskretnej transformacji względem danego układu 
funkcji ortogonalnych.

Elementy macierzy transformujących zawierających dyskretne ortogonalne 
funkcje trójwartościowe mogą byś zdefiniowane przy wykorzystaniu binarne­
go zapieu argumentu n oraz wskaźnika m kolejnej funkoji układu.

W wyniku rozważań obejmujących studia porównawcze prac [i]t [6J zapro­
ponowano następujący wzór definiujący elementy macierzy transformujących, 
zawierających dyskretne ortogonalne funkcje trójwartościowe przyjmujące 
wartości 1,-1 i 0 w przedziale określonościt

d(m,n)

PZ \ -iL. m, n,
f i  W  f i  ( - l )  d la  - « wi-1̂ +1 i-0

p-1
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“i“! dla ptzostałyoh m

gdziei

d(m,n) - element macierzy transformującej w m-tym wierszu i n-tej ko­
lumnie,

m^.a^ - współczynniki binarnego rozwinięcia liczb m i n ,
kj - wskaźnik pozycji najmłodszego niezerowego współczynnika roz­

winięcia binarnego liczby m,
lj - wskaźnik pozycji współczynnika rozwinięcia binarnego liozby m

uzależniony od k̂ ,
_ - symbol Kroneokera.“i0!
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Dla definiowanego układu dyskretnych ortogonalnych funkcji trójwarto­
ściowych należy podać następujące ciągi wskaźników pozycji współczynników 
binarnego rozwinięcia liczby m<

(kj) ” {k0*k1,k2****,kp-2}

{1j} ” {lO»l1,l2»***»lp-2}

gdzie» |k;j| “ 0 lub {°*1} lub •**
*j “ kj»***»kp-2l 1j ̂  Xj+1*

Przykład
Dla N = 8 elementy macierzy transformujących zawierających różne u- 

kłady dyskretnych ortogonalnych funkcji trójwartościowych otrzymane we­
dług definicji (1) przyjmują : wartośoi:
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Współczynniki binarnego rozwinięcia liczby m, zakreślone prostokątem, 
decydują o przyjęciu przez elementy wiersza macierzy wartości 0, a współ­
czynniki zakreślone owalem o przyjęciu przez pozostałe elementy wiersza 
macierzy wartości 1 lub -1. Za pomocą współczynników nie zakreślonych 
obliczane są wartości elementów macierzy według drugiej części wzoru (1).

3. Właściwości dyskretnych ortogonalnych funkcji 
trójwartościowych

Dyskretne funkcje trójwartościowe zdefiniowane za pomocą wzoru (1) two­
rzą układy ortogonalne i zupełne [8]. Oznacza to, że

N-1
d (m,n)d(k,n) ■ 0 gdy m ̂  k, (2)

n«0
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a każda funkcja dyskretna , dla której spełniony jeat warunek:

H-1
y  f(n)d(m,n) ■ 0, 
n=0

(3)

dla wszystkich m = 0,1,2,...,N-1 jest równa 0 dla n • 0,1,...,21-1.
Uporządkowanie funkcji w układzie funkcji ortogonalnych ma istotne zna­

czenie dla przetwarzania widmowego; decyduje ono bowiem o kształcie widma

także uzależniona techniczna realizacja przetwarzania. Dyskretne funkcje 
przyjmujące wartości 1, -1 i 0 w przedziale określoności zdefiniowane 
w niniejszej pracy za pomocą wzoru (1) mogą być przedstawione w każdym 
z uporządkowań znanych dla funkcji Walsha i Haara.

Macierz transformująca, zawierająca dyskretne funkcje trójwartościowe 
w uporządkowaniu naturalnym, posiada elementy, które mogą być otrzymane 
bezpośrednio za pomocą wzoru (1),

Macierz transformująoą, zawierającą dyskretne funkcje trójwartościowe 
w uporządkowaniu diadycznym, można otrzymać korzystając ze wzoru (1) po 
dokonaniu tzw, inwersji binarnej nu

Dyskretne funkcje trójwartościowe mogą być również uporządkowane jak 
funkcje Haara. W tym przypadku! elementy macierzy transformujące j otrzymuje 
sie na podstawie definicji (1) po inwersji binarnej m i uporządkowaniu 
liczb w grupach diadycznycb zgodnie z narastającą ich wartością.

Funkcje te mogą być także uporządkowane sekwencyjnie, jak funkcje Wal­
sha; wtedy elementy macierzy transformującej otrzymuje się ne podstawie 
wzoru (1) po przekodowaniu postaci binarnej m w kod Graya i po inwer­
sji binarnej.

4. Dyskretne transformacie względem ortogonalnych funkcji 
tró iwartośc iowych

Wykorzystując macierzową postać układów dyskretnych ortogonalnych funk­
cji trójwartościowych jako macierzy transformujących, można sformułować 
definicje dyskretnych transformacji względem tych funkcji w postaci nastę­
pujących równań macierzowych:

sygnału w stopniu podobnym jak zmiana funkcji bazowych [9], Od niego jest

(4)

(5)
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gdziej
Xjj - wektor dyskretnego widma o elementach Xp(m),
x - wektor dyskretnego sygnału o elementach x(n),
Dn - ortogonalna macierz transformująca o wymiarach N * N i elemen­

tach d(m,n),
D~1 - macierz odwrotna do macierzy Djj.

Wzory (4) i (5) określają parę dyskretnych transformat względem orto­
gonalnego układu funkcji trójwartościowych} XD jest prostą dyskretną
transformatą, a x odwrotną dyskretną transformatą.

Praktyczna przydatność dyskretnych transformacji względem funkcji orto­
gonalnych dla potrzeb analizy widmowej sygnałów jest uwarunkowana możli­
wością budowy skutecznych algorytmów obliczeniowych do wyznaczania pro­
stych i odwrotnych transformat. Zaproponowany sposób wyznaczania zupeł­
nych układów ortogonalnych funkcji trójwartościowych jako funkcji bazo­
wych w postaci macierzy transformujących pozwala nie tylko na poprawne 
sformułowanie podstaw widmowego przetwarzania sygnałów dyskretnych wzglę­
dem tych układów, lecz stanowi również podstawę metody szybkich transfor­
macji, opartej na faktoryzacji macierzy transformujących. Opracowana [8] 
metoda szybkich transformacji względem różnych układów ortogonalnych funk­
cji trójwartościowych zdefiniowanych za pomocą wzoru (1) jest jednolita i 
wynika bezpośrednio ze sposobu wyznaczania tych układów. Pozwala również 
na opracowanie uniwersalnego algorytmu szybkich transformacji względem 
wszystkich układów funkcji bazowych otrzymanych w niniejszej pracy.Z uwa­
gi na to, że zdefiniowane funkcje (1) przyjmują wartości 1, -1 i 0 w prze­
dziale określoności, transformacja sygnału dyskretnego danego w punktach 
n = 0,1,2,...,N-1, gdzie N a 2P, p a 0,1,2,... do przestrzeni danego u- 
kładu funkcji trójwartościowych wymaga jedynie wykonania od MloggN - N/2 
do 2(11-1) operacji dodawania i odejmowania na liczbach rzeczywistych,przy 
wykorzystaniu algorytmów szybkich transformacji.

5. Podsumowanie

W pracy sformułowano metodę wyznaczania zupełnych układów ortogonalnych 
dyskretnych funkoji trójwartościowych jako funkcji bazowych w widmowym 
przetwarzaniu sygnałów, uzyskując ujednolicenie postaci wzorów służących 
do generowania tych funkcji w różnych uporządkowaniach. Istniejące roz­
wiązania ograniozały problem do generowania pojedynczych układów ortogo­
nalnych funkcji trójwartościowych przy dużej różnorodności stosowanych o- 
kreśleń. Przedstawione w pracy ujęcie problemu pozwoliło na uogólnienie 
obejmujące znane dotychczas układy zupełne ortogonalnych funkoji trójwar­
tościowych i rozszerzające o nowe, dotychczas nie publikowane. Każdy ele­
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ment transformaty wyznaczonej względem układu funkcji bazowych nie przyj­
mujących wartości zerowych w przedziale określoności charakteryzuje anali­
zowany Bygnał w całym przedziale określoności. W wielu przypadkach prak­
tyki inżynierskiej wymagana jest informacja o zachowaniu się analizowa­
nego sygnału w wybranych podprzedziałach określoności. Przy rozwiązywaniu 
tego typu problemów mogą byś stosowane układy zupełne ortogonalnych funk­
cji przyjmujących wartości zerowe w przedziale określoności, zdefiniowa­
ne w niniejszej pracy. Zdaniem autora na rozważenie zasługują również moż­
liwości zastosowania przedstawionych funkcji do adekwatnej analizy widmo­
wej sygnałów binarnych i ternaraych, coraz bardziej powszechnych w związ­
ku z rozwojem techniki cyfrowej.
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n P MMEHKHME OPTOrOHAJIBHUX TPËX3HAHHHX 3>yHKlUM B CHEKTPAJlbHOM 
AHAJIM3E AHCKPETHHX CHrHAJIOB

P e 3 » m e
B paSoie npeaoiaBJieH oôoûmëHHHli ueTOA reBepanHH iiojibinc ohoten opioroaajiB-

HUX TpëX3HaHHiDC ifyBKIWS. yKa3aKU B03M0XH0CTZ QpHJ<6H6BHÆ. 8THX OaSHCHHX $yHK- 
BHii b oneKipaAbHoS oOpafioTKe flacxpeiH ux CHraaaoB, ocodeHao npa aaajiH se ch­
i 'Ha  jiob b noÆHHTepBajiax npz HCnojii.30BaHHH ajiropHTMOB d u c ip o ro  npeo6pa30BaaHB.

APPLICATION OP THREE-VALUE ORTHOGONAL FUNCTIONS 
FOR DISCRETE SIGNAL SPECTRAL ANALYSIS

S u m m a r y
In the paper a generalized method of generating complete orthogonal 

sets of three-value functions is introduced. They are useful as basis func­
tions for discrete signal spectral processing, especially for signal ana­
lysis on the subintervals, using the fast transform algorithms.


