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Streszczenie. W pracy podano algorytm określania rozkładu poten
cjalni elektrycznego wytworzonego przez układ linii przesyłowych wy
sokiego napięcia, uwzględniający przestrzenny charakter pola elek
trycznego.

1. Wstęp

Badanie rozkładu natężenia pola elektrycznego w przypadku bardziej zło
żonych konfiguracji prowadzenie linii przesyłowych, przede wszystkim w ro®- 
dzielniacb najwyższych napięć, wymaga uwzględnienia przestrzennego charak
teru pola. Złożony opis matematyczny problemu brzegowego, jaki występuje 
przy tego rodzaju rozważaniach, praktycznie uniemożliwia otrzymanie roz
wiązania na drodze analitycznej. letniejs więc potrzeba poszukiwania algo
rytmów pozwalających określić rozkłady natężenia pola elektrycznego w oto
czeniu linii przesyłowych wykorzystujących technikę cyfrową. Wśród metod 
matematycznych opisujących określony zewnętrzny problem Pirichleta znacz
nie wygodniejsze w realizacji numerycznej wydają się być metody całkowe, 
aniżeli metody różnicowe [4]. W dalszej części pracy podany będzie algo
rytm wyznaczania rozkładu natężenia pola elektrycznego,wytworzonego przez 
układ linii przesyłowych o skończonej długości, równoległych do płaszczyz
ny ziemi i dowolnej konfiguracji względem siebie (np. przewody stanowiące 
linie skośne względem siebie).

2. Postać całkowe potencjału generowanego przez linie przesyłowe

Dla stanów wolnozmiennych w czasie potencjał elektryczny ąuasi-statyoz- 
ny wyraża się wzorem [3]t
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(2 . 1)

3-U S4 
i-1 1

gdzie t
OI - punkt w przestrzeni R na zewnątrz przewodników,

<3 (Y,t) - gęstość ładunku powierzchniowego w dowolnym punkcie Y c S po
wierzchni przewodnika,

S - całkowita powierzchnia przewodników (S^ - powierzchnia i-tego
przewodnika 1 ̂  i^m),

r(X,Y) - odległość między punktami X i Y.

Jeżeli dokonać założenia upraszczającego, że ładunek elektryczny wzdłuż 
przewodnika (linii przesyłowej) zlokalizowany jest liniowo wzdłuż osi prze
wodników, to potencjał elektryczny quasi-statyczny wyrazi Bię wzorerat

gdzie i
X(Y,t) - gęstość ładunku liniowego w dowolnym punkcie Y e L na osi 

przewodnika,

Weryfikację takiego założenia upraszczającego w przypadku poszukiwania 
rozkładów natężenia pola w pasie przy powierzchni ziemi przedstawiają wy
kresy podane na rys. 3.2.

Ponieważ potencjały poszczególnych przewodników są sinusoidalnie zmien
ne o tej samej pulsacji u>,

(2.2)
L-U L, 

i - 1  l

L - krzywa całkowania wzdłuż osi przewodników.

^ ( t )  « vnax]csin(wt + ¡¿>k) k - 1,2,...,m

to do analizy pole można stosować metodę liczb zespolonych [1]. 
Odpowiednikiem wzoru (2.2) będzie wówczas wzórt

V(I) L
(2.3)
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gdzie:

- potencjał zespolony w punkcie Z pola,

- gęstość zespolona ładunku liniowego ir dowolnym 
punkcie Y e L.

W praktycznych obliczeniach funkcja gęstości liniowej ładunku nie jest 
zadana. najczęściej zadany jest potencjał na powierzchni przewodników. 
W tych przypadkach bezpośrednie stosowanie wzoru (2.3) jest niemożliwe, 
jednak w oparciu o ten wzór - jak wykazane będzie dalej - można skonstruo
wać algorytm dc numerycznego obliczania pola elektrycznego quasi-staty- 
cznego sinusoidalnie zmiennego, przy zadanych warunkach brzegowych.

Dla układu m przewodników wzór (2.3) można przedstawić następująco:

Lj - krzywa całkowania wzdłuż i-tego przewodnika,
^(Y) - gęstość ładunku liniowego w dowolnym punkcie Y

2.1. Potencjał elektryczny generowany przez i-ty przewód
o skończonej długości i równcieg>v do płaszczyzny ziemi

W analizie pola elektrycznego generowanego przez układ linii przesyło
wych zastosowana będzie metody zwierciadlanego odbioia. Przyjmując dla 
przewodu i' (rys. 2.1), będącego zwierciadlanym odbiciem przewodu i-te
go, że jego gęstość liniowa wynosił

można wyrazić potencjał pola elektrycznego generowanego przez ładunek i- 
tego przewodu, z uwzględnianiem powierzchni ziemi (płaszczyzna xOy),w z-a- 

stępującej postaci:

TTTH " H T
0 i-1 L.

gdzie:

- - ̂ /(Y),

'i 'i

(2.5)
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natomiast dla układu ta przewodników

V(X)
1-1 L L.

P  it, (y)di| f  3j(y)a4
J ~ r "  J  r ( X , Y )

(2.5a)

Rys. 2.1. i-ty przewód i Jego odbicie zwierciadlane w pł. xOy

X(x,9,2 )

(xkM»yk.i >z kt 1)
■ Ł/ V{x;y'zO 
Pk K ł9k>V

Rys. 2.2. i-ty przewód równoległy do pł. xOy

Rozważny linię usytuowaną równolegie do płaszczyzny ziemi, tj. pł. xOy 
(rys. 2.1 i 2.2) i przyjmijmy następujące oznaczenia:

ik^*k,yk,zjfĉ " punkt Pk na i-tym przewodzie,

(jCĵ ŷ , zk) - współrzędne punktu Pk,

ik+1(xk+1»yk+1*zk+1) ’ puakt ^+1 na i_ty* Pr2ew°azle»
(^k+1 ,yk+1* zk+1^ - współrzędne punktu Pk+1,

Y (x't y', z') - punkt leżący na i-tym przewodzie między punkta
mi Pk oraz Pk+1,

r(X,Y) -odległość między punktami I i i ,



Algorytm wyznaczania rozkładu potencjału.» 129

Lj» - zwierciadlane odbicie przewodu Ł^t
1' - punkt leżący na przewodzie
r'(X,Y’) - odległość między punktami X i i'.
Odwzorowując i-ty przewód za pomocą odcinków zewartych między kolejny-

1^ - odbicie zwierciadlane odcinka 1 ,̂
>  - sumowanie po wszystkich odcinkach aproksymujących linię 1,.
k 1

2.1.1. Potencjał elektryczny generowany przez liniowo naładowany 
odcinek 1^

Centralnym punktem poszukiwanego algorytmu jest aproksymacja całek wy
stępujących w sumie (2.6). Przyjęto dla nich następujące oznaczeniai

przy czym dla prostoty pominięto wskaźnik "i" przy gęstości X  oraz róż
niczce dly.

Przyjmując oznaczenia z rys. 2.2 możemy parametrycznie zaplSBÓ zbiór

(2. 6 )

gdziei
1^ - odcinek zawarty między punktami Pk+1’

(2.7)

punktów należących do odcinka

x'" *k + (xk+1 " *k)u
y' - yk + (yk+1 - yk)u o <  u «  1
Z1 m Zk m

(2 . 8 )

gdziei

z^ - współrzędna z i-tego przewodu.
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Biorąc pod uwagę równanie parametryczne odcinka (2.8) dowolny jego ele
ment dly wyraża się wzorem:

dly - V[i(u)]2 +[y(u)]2 + [*(«)]»' du - -xk)2 ♦ (yk+1 du
(2.9)

Funkcja gęstości ładunku 1 (Y) występująca pod całką (2.7) nie jest zna
na apriori. V obliczeniach numerycznych można by ją aproksymowaó funkcją 
stałą. W dowolnym punkcie Y e [f k* ^ 1  ) można by przyjąć Jako:

&(Y) - & £ fk+1. (2.10a)

gdzie stał8 wartość gęstości & k k+1 na odcinku [pk, ?k+1) {jako na ra
zie nie znana) może być wyciągnięta przed znak całki (2.7).

Można również aproksymowaó funkcję gęstości ładunku 3,(Y) na odcinku 
[ Pk, kombinacją liniową gęstości łsdunków w końcowych punktach od
cinka. Stosując zapis parametryczny odcinka (2.8), dowolnemu Jego punkto
wi Y przyporządkowuje się gęstojśó ładunku

* ( y ) -  a (p£) + [a {P k+1) -  a(P k ) ] u ,  o s »  1 ( 2 . iob)

gdzie &(Pk), ) stanowią nieznane na razie wartości gęstości ła
dunków w punktach P^ oraz

Odległość między dowolnie ustalonym punktem X(x,y,z) a dowolnym punk
tem Y(x,y,z) leżącym na odcinku [pk> ^ + 1] zapisana w oparciu o wzór
(2.8) wynosi:

r(X,Y) = V(x-x')2 + (y-y1)2 + (z-z')2 - Vau2 + bu + c, (2.11)

gdzie:

a - (ZfcKi " *  ^k+1 " yk)2 (2,12>

b - 2(x)c - x)(xk+1 - xk) + 2(yk-y)(yk+1 -yk) (2.13)

o - (x - xk)2 + (y - yk)2 + (z - zk) (2.14)



Algorytm wyznaczania rozkładu potencjału».. .121

Stosując wzory (2.9), (2.10b), (2.11) do całek (2.7) i wykonując ele
mentarne całkowanie otrzymujemyI

gdzieł

*k “ «i1V (Pk ) + 4 * 1 "  ^ ^ k 5]

v -  4 k * ( 4 }  +  4 * i  [ * <4 + i >  - * &£ > ]•  

4 i} ■

cc„

~Va-»b+d - Vd b .
a 2a * 0»

f du - 1 ln
e + ^ + \a ia-t-b+c)

J ,/ 2 ' ......  Va0 V au + bu + c

[‘ udu. Va+b+c

ę -t-Y ac 

- Vc b
0 Vau2 

-1- ln
V.

Ł
+ bu + c

a + jj + V a(a+b+d)

Se “ 0

j + Vad

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2 . 20 ) 

(2.21)

przy ozy*

(z - ĵ ) 2 + (y-yk)2 + (z + zk)2. (2.2 2)
a,b,c - wyrażają się odpowiednio wzorami (2.12), (2.13), (2.14).

Biorąo pod uwagę wzór (2.6) i (2.7) należy rozważyć następującą rćżni- 
oę całek Ik - Ik, Wykorzystując wzory (2.15) i (2.16) otrzymujemyt

4 i)( 4 i) - 4 l))a(4 ) + 4 1>4 l)a ( 4 +i), (2*23)
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gdziet

2  + V ac a + 2  + Va(a+b+dy 0 ‘
(2.24)

■ j (  Va+b+c -  fc  -  Ya+b+d' + Vd -  ij ^ j ^ )  ■ “ (2.25)

gdziei
1 - wskaźnik oznaczający i-ty przewód, 
k - wskaźnik oznaczający numer odcinka na linii 1^.

linię całkowania występującą we wzorze (2.5) możemy aproksymowaó
skończoną liczbą n^ odcinków o takiej samej lub różnej długości, w za
leżności od wierności odtwarzania rozważanej części obszaru. W oparciu o 
wzory (2.23) i (2.7) wzór (2.6) przybierze obecnie postaót

Wyrażenie (2.26) określa więc potencjał generowany przez i-tą linię.Współ- 
czynniki występujące przy niewiadomych & (ij) eą znane, gdy zadana jest 
konfiguracja prowadzenia przewodu oraz współrzędne (x,y,z) punktu Z.

2.1.2. Potencjał elektryczny generowany przez układ 
linii przesyłowych

Załóżmy, że dany jest układ m linii o skończonej długości, równole
głych do płaszczyzny ziemi o dowolnej geometrii względem siebie (mogą to 
byó linie skośne względem siebie). W oparciu o wyrażenia (2.26) i (2.7) 
wzór (2.5a) przyjmie postaói
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przy czym znak kropek oznacza wpływ pozostałych przewodów o numerach od 
i w 2 do 1 > m-1, natomiast wyrażenie w nswisBie kwadratowym przemnożone 
przez ■r-.-y- oznacza potencjał generowany przez i-ty przewód (wzór 2.26)

4 *  6 q  (

(li 1 «  m).
Liczba nieznanych gęstości ładunków w punktach Pj(1-śićm, l^ijsSnj+l) 

wynosi i

ar
M - ̂  nŁ + m (2.28)

i«1

Należy więc skonstruować układ równań liniowych umożliwiający znale
zienie gęstości Jt(Pj) przy zadanych warunkach brzegowych. W tym celu roz
ważmy ponownie i-ty przewód przedstawiony na rys. 2.3 o następujących o- 
znaozeniach:

P^ - k-ty punkt na osi i-tego przewodu,

x - punkt konturowy znajdujący się na powierzchni przewodnika,

pk.l - 1-ty punkt konturowy odpowiadający punktowi P^, 

r - promień przewodu.

Rys. 2*3. I-ty przewód wraz z punktami konturowymi
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Ponieważ znane aą wartości potencjałów V(X) w punktach konturowych 
X(x,y,z) leżących na powierzchni wszystkich przewodników, dlatego układa
jąc równanie (2.27) dla każdego punktu konturowego oddzielnie otrzymujemy 
następujący układ równań«

1 [ri(i )(Pi(;j - a};})**?* + X ]
J»2

+ Rj(i)(pj(; i  -  +

«m
X
d-2

. [«<■>(»<*) - . - £  , .
d-2

. - h £{)>»o j > .

1   »},

(2.29)

przy czym 1 e 
gdzie i

- wartość wyrażenia określonego wzorem (2.17) (1 ^n^),

PjilRj»l - wartość wyrażenia określonego odpowiednio wzorem (2.24) i
(2.25) dla przedziału [p ,̂ na i-tym przewodzie i ob
liczanego w punkcie konturowym o numerze 1,

Ij - 1-tym punkt konturowy,

przy czym przyjęto następującą numeracje punktów konturowych«
- na 1 przewodzie 1 ^  1 ̂  n^+1
- na 2 przewodzie n.,+2 <  1 «  n.,+n2+2

- na i-tym przewodzie n,,+n2+...+ni_.,+1 ¿g l«s n1+n2+...+ni+l

1 i  1

Jednoznaczność układu równań (2.29) wynika z harooniozności funkcji po
tencjału generowanego przez poszczególne liniowo naładowane odoinki.
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3. Przykład numeryczny

Opracowany w pracy algorytm zastosowano do obliczenia rozkładu natęże
nia pola elektrycznego w otoczeniu miejsca krzyżowania się linii trójfa
zowych, stanowiącego ważny fragment stacji transfcrcatorowo-rozdzielczych. 
Otrzymane rozwiązania porównano z wynikami pomiarowymi przedstawionymi w 
pracy [Ż] oraz z rozkładami podanymi w pracach [i] i [4}.

(9)
i m “ )

* y » )

Hys. 3.1. Linie przesyłowe usytuowane względem siebie pod kątem prostym 
(w obliczeniach przyjęto z.jg' ■ z|s  ̂■ z ^  ■ 21 m, zjd .» Zg ■ zjd  ̂■

10 m. y(s) . _y (g)
1 16 m, x<d> - * 12 m, 7 Cg)2 M )

A M

v (d) „ 152 kVf T (g) _ v Cd) _ 152 ijy, v;
-1 -2 -2 ,r?

(g) 750
Y 3  ' -2 - - 2  ^  ■ -3 - fj
przewody fazowe 4xAFL-525 o odstępie w wiązce 40 om

v (d)
—3

■ ó. Iie -̂ 
<2* 
e k7.

Stosując założenia upraszczające dotyczące liniowego rozkładu ładunków 
wzdłuż poszozególnycb.osi przewodów rozwiązano zagadnienie poszukiwania 
funkcji Y(X) spełniającej warunki (wzór 2.5a)i
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natomiast na powierzchni przewodników 

T (X )
(y,z) e (g) s Iks)* ^ (I)I

(x,z) e
- l i d) i-1,2,3

gdzie i

S<*\ s M  - powierzchnia i-tego przewodnika w torze górnym lub dolnym,
¡^(Y) - zespolona gęstość ładunku liniowego w punkcie Y leżącym

na osi i-tego przewodu*
Przedstawiony na rys. 3.1 układ linii nieskończenie długich można w 

realizacji numerycznej przybliżyć modelem linii o skończonej długości.Jak 
wykazano w pracy [1], Jeśli stosunek długości linii do wysokości prowadze-

Rys. 3.2. Rozkład natężenia pola elektrycznego pod skrzyżowaniem dwóch to
rów trójfazowych 750 V wzdłuż przekroju PI (ryB. 3»1)

1 - rozkład otrzymany na drodze pomiarowe 
taany wg metody opartej na równaniu (r

różnicową
owej w praoy ?2], 2- 
(2*3), 3 - rozkład o1 
a [4]

rozkład otrzy- 
otrzymany metodą
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nla przewodów jest większy od dziesięciu dla każdego z przewodów,to w ob
szarze linii dostatecznie oddalonym od jej końców (np. Idl <  0,75do, dQ - 
długość przewodu) występuje praktycznie zgodność otrzymanych rozkładów na
tężenia pola. Obliczenia przeprowadzono przy aproksymacji przewodów ns 144 
odcinki, zachowując największą gęstość podziału w obszarze krzyżowania się 
torów trójfazowych.

Do określenia natężenia pola wykorzystano własności geometryczne pola 
elektrycznego quasi-etatycznego przedstawione w pracy [1].

4. Wnioski

Przedstawiony w pracy algorytm rozwiązania równania (2.2) może tyć przy
datny do obliozanie rozkładów natężenie pola elektrycznego wytworzonego 
przez układ linii przesyłowych w obszarze przy powierzchni ziemi.Podstawo
wą zaletą metody jest możliwość uwzględnienia przestrzennego charakteru 
pola. Złożoność konfiguracji geometrycznej przewodów nie odgrywa istot
nej roli przy algebraizacji zagadnienia.
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AJirOPH Tii OnPEJlRireHHa PACHPEHEJIEHHfl SJIEKTPHHECKOrO 

nO TE H ISiAJU , HP0H3B0A a H E r0 CHCTEMOii KOHEHHOU jyiHHH 

3ZE K X P0n P0B050B ,  HAPAJUIEJIBHHX K IIOBEFXHOCIH SEMJIH 

CBOEBOJIbHO PACHOJIOKEHHblX f l P y r  K f l l V i y

P e 3 b m e
B paOoie onacaH aaropam onpeaeaeHHa paonpeaeaeHaa oaeKTpavecicoro noiea- 

uaaaa, npoa3Boaanero CHCTeuoB saeaTponpoBoaoB BbicoKoro Banpaxeaaa o yvexou 
npocipaHCTBeHHoro zapaaiepa aaeKTpmiecKoro noas.

AN ALGORITHM FOR ASSIGNMENT
OP THE ELECTRICAL POTENTIAL DISTRIBUTION
MADE BY THE ELECTRIC FINITE LENGHT WIRING SYSTEM PARRALEL
TO EARTH SURFACE ARBITRARY LOCATED

S u m m a r y
Tbe paper presents an algorithm for assignment of the electrical po

tential distribution caused by electric high voltage wiring system.Tbe al
gorithm takes into account tbe spatial character of the electrical field.


