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Streszczenie. W artykule przeprowadzono dyBkusję istnienia roz­
wiązania zewnętrznego problemu Dlricbleta dla pola elektrostatycz­
nego w obszarze wielospójnym. Stwierdzono, te nie istnieje rozwią­zanie vi postaci potencjału warstwy podwójnej, natomiast istnieje w 
postaci sumy potencjału warstwy podwójnej i potencjału pochodzącego 
od układu ładunków punktowych lub też w postaci sumy potencjałów warstwy pojedynczej i podwójnej.

1. Wstęp

Rozwiązywanie zagadnień brzegowych w teorii pola elektromagnetycznego 
dla pól statycznych i quasi-stacjonamych przeprowadza się najczęściej 
przez sprowadzenie układu równań Uaxwella uzupełnionych związkami mate­
riałowymi do układu równań różniczkowych cząstkowych rzędu drugiego, tzn. 
równań Laplace'a lub Poissona z niewiadomymi funkcjami skalarnymi lub wek­
torowymi, zwanymi potencjałami*

Problem istnienia rozwiązań tych zagadnień dla obszarów wielospójnycb 
nawet w przypadkach najprostszych jest często narzucony z góry bądś wręcz 
pomijany (np. [4], str. 67, 79) w literaturze dotyczącej elektrodynamiki.
W artykule przeprowadzono częściową analizę tego zagadnienia, wykorzystu­
jąc teorię równań całkowych.

2. Formalizacja zagadnienia brzegowego

Przyjmijmy następujący model (rys. 1 ) układu polowegoi niech w prze­
strzeni euklidesowej R^ (stanowiącej jak wiadomo([5j, str. 1 2 ) rozmai­
tość współrzędnościową opartą na grupie ortogonalnej) wyposażonej w pole 
skalarne przenikalności dielektrycznej 6 znajdują się dyfeomorficzne o- 
brazy klasy CE (m i 2) skończonej liczby n 6 N kul domkniętych,wszyst­
kie rozłączne między aobą.
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Zgodnie z powyższą definicją obszary wypełnione dielektrykiem określa­
ją wzory!

a  • x’\ 5
i»1

(1)
fli “ Qj\©Gi 1 6

gdzie:
£2 - obszar nieograniczony wypełniony dielektrykiem doskonałym,
iiŁ - obszary ograniczone wypełnione dielektrykiem doskonałym,

Q
8£2j - brzeg obszaru ft,| ©ft « U  gft, - brzeg obszaru £J .

1  1  i - 1  1

oRys. 1. Rzut w płaszczyźnie R modelu układu polowego

Przyjmuje się, że normalna do brzegu/0Q obszaru £2 jest skierowana do 
wnętrza tego obszaru (rys. 1 ).

Pole elektryczne w obszarze £2 i w obszarach opisują równania elek-
trostatyki ([4], str. 67)i

(2)

(3)

1>unłc0̂ e Dk* Bk 89 Bkłaśowy“i funkcji wektorowych natężenia i indukcji 
pola elektrycznego w ośrodku, a oznacza symbol permutacyjny Rio-
ciego.

£k l m V m  " 0

5 Z  ®kDk ■ ?k-1

k,l,m e|l,2,3j
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Funkcja p określa objętościowy rozkład ładunku w obszarze £1 i w  ob- 
szarech £2,i»

Zakładany, że ośrodek (dielektryk wypełniający obszar £2 i obszary£2^ 
jest liniowy, jednorodny, izotropowy i pozbawiony ładunków swobodnych. 
Z powyższego założenia wynika, że pomiędzy wektorem indukcji a wektorem 
natężenia pola elektrycznego zachodzi zależność*

\  * £ Bk} k c {1 ,2,3] | 6 e eonat (4)

gdzie i
6 - funkcja przenikalności dielektrycznej ośrodka.

Pole elektryczne w obszarze £2 i w obszarach £2^ jest bezwirowe,a więc 
rozwiązania układu równań (2), (3), (4) można poszukiwać w postaci funk­
cji skalarnej V, zwanej potencjałem pola i określonej wzorem

\  - - ©kV| ke|l,2,3j (5)

Wykorzystując wzór (5) sprowadza się układ równań (2), (3), (4) po pro­
stych przekształceniach do równanie Łaplace*a

Ź  w  - 0
k-1

( 6 )

w obszarze $2 i w obBżarach !i‘Zewnętrzny problem Dirichlete w elektrostatyce dla równania (6) formułu­
je się następująco*

Znaleźć funkcję harmoniczna w £2 regularną w nieskończoności i speł­
niającą na brzegu obszaru £2 warunki*

i f i 0

i, j e

e ccnetCSi^)

(7)

3. Sprowadzenie problemu brzegowego do układu równań całkowych

Poszukujemy rozwiązania zewnętrznego problemu Dirichlete dla równania 
(6) w postaci potenojału warstwy podwójnej określonego wzorem*
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W(M)
n n fl 008(0^ ; ^  )

- X. *1«) - L  J ^  181
i-1 i-1 sftj ' i QiM *

Q1 «'S£ł1 
M e fi

gdzie i
fxi - funkcje zwane gęstościami warstwy podwójnej spełniające warunek»

(9)
1 ,J« jl,...,nj

|QiM| - odległość pomiędzy punktami Qit M,
n^ - normalna zewnętrzna do brzegu dSl^ w punkcie Q^a

Jeżeli funkcje ^  są ograniczone i całkowalne w sensie Hiemanna na 
brzegach SOj (i - 1,...,n), to odpowiednio potencjał W jeat w obszarze 
Qi w obszarach funkcją analityczną ([i], str. 52). Ha brzegu 2£i ob­
szaru fi potencjał W ( P . ) ^ « ®  fi.̂ ) jest określony całką niewłaściwą 
zbieżną jednostajnie ([2J, ss. 325, 329).

Zakładając, te funkcje e Co(Sfî ) (badanie regularności potencjałów 
1 gęstości warstwy pojedynczej i podwójnej będzie przedmiotem odrębnej pu­
blikacji) oraz że brzegi są klasy (k ^2) ([i], str. 52), można
wykazać przy niewielkiej modyfikacji dowodu dla obszaru jednospójnego, że 
wartości graniczne potencjału warstwy podwójnej (8) przy dążeniu punktu1 
M e fi do punktu P c©fi ̂  są określone identycznymi wzorami jak dla ob­
szaru jednospójnego.

Stąd i ze wzoru (7) uzyskuje się układ n równań całkowych Predholma 
drugiego rodzaju z funkcjami niewiadomymi

a f ooe(QjP̂ ,r> )
’) - - Mft(V  ♦ ¿2 J -7n '|i aSQ,i-liifii lQi jl 1

(10)

P ̂ f 6 c) O- ̂  f
i* j € 1 1,• •• ,nj

Chcąc wykorzystać teorię Predholma do analizy równań całkowych (10) nale­
ży utworzyć układ równań sprzężonych z równaniami (10).
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W tym celu sformułujemy wewnętrzny problem Heumanna dla równania (6)« 
Znaleźć funkcję harmoniczna w obszarach Q£2^, ktćra spełnia na brzegach 

(1 ■ !,•••,ni) warunki»

“ i 1 " ) ’

gdzie i
■5T
®n

- wartość pochodnej normalnej funkcji V na brzegu (przy 
®^i dążeniu punktu M e do brzegu ®£1 Ł po noroalnej),

- funkcje zadane na brzegu ć>Q^ i spełniające warunek

A  *iL„ - «  <>«
i «  i i » “ i 

i * j  e  j 1 , . . . , n J

Poszukujemy rozwiązania wewnętrznego problemu Keumenna dla równania (6) w 
postaci potencjału warstwy pojedynczej

« « . - £ /  a s
i-i ■»)«! i^Ht2:

Me
QŁ e

gdzie»
«9  ̂- funkcje zwane gęstościami warstwy pojedynczej określone na brzegu 

2il i spełniające warunki*

Ą  «9,1 - O (14)
U ) , ‘K

Można wykazać ( [1], ss. 47-51), że Jeśli funkcje <9̂  są ograniczone i cał­
kowalne w sensie Riemanna na brzegach i)Qą , to odpowiednio potencjał war- 
stwy pojedynczej V jest funkcją ciągłą w przestrzeni R oraz anali­
tyczną w obszarze £1 i w obszarach
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Pochodną normalną potencjału warstwy pojedynczej określamy wzorem:
cos(MQitnp )

&  - - t  i \ ‘« i
i»! ©fî

)
\Q±K

dS„ (15)

Można wykazać, że jeśli funkcje *0̂, e CQ (c>£2̂ ) to wartości graniczne po­
chodnej normalnej (15) przy dążeniu do brzegów Q i z wnętrza obszarów ©i^ 
są określone identycznymi wzorami jak dla obszaru jednospójnego. Wykorzy­
stując te wzory oraz wzór (11) uzyskuje się układ n równań całkowych Fred- 
holma drugiego rodzaju z niewiadomymi funkcjami <iĵr

n f> cosiP.t^.np )
.(pd) = 2«,(Pj) + £  J «i — .r 1

i=1 iQiPji‘

Pi,Qi ^ ® a i •) 
l»d * |l,...,nj

Układ równań całkowych (10), (16) można zapisać w postaci:

Vj . - 2*ft(P) * * [ ¿ p  i«3)Kij(P,Q)dSQ 
«/ i. 1

0Q

g.(P) - 21W3 (P) +», I V  r}1 (Q)Ki .(P,Q)dSQ, 
i  i-1©Q

gdzie:

Ki;ji(P,Q)

eoB(Qlp3.nQi)

¡Qipj

P,q c ©fi 

dla P « © Q ił Q 

dla P j t © ^ » “ Qf'dQi

(16)

(10)

(16)

(10»)

V P ’ Q >

Tworząc obszar

coeiP.^.np )

i V j l r
dla P « © Q iJ Q e®Qj

dla P jt ® 0Ł* Q ^ ® Q j
(16«)

n
8fi'- (J ©fi1,

i-1
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gdzie obszary ©£1 * (i « 2,...,n) powstają przez równoległe przesunięcie 
obszaru ©£2 * © £2 ̂ tak by

Ai,j € © S 1 n ©£2J - 0

i definiując funkcje v(P), g(P), ¿i(P), -vl(P), M(P,Q), M(P,Q),których dzie­
dziną jest obszar SQ' (współrzędne punktów w obszarach e>£2' i ©£2 oznacza 
się tak samo)

v(P3) - vd(P) 

g(PJ) - gj(P)

fitP̂ ) - fl3(P) 

■id*3) - ̂ (p)

«(pSo3) » K1;J(Ptq) 

M d 1,«3) - K1 3 (P,<2

4 P1 - P e©£2 dla P-5 c© O 3

PiiP1-Pf'' Pi et)ai| P e©£2 
q ^ q 1»qj Q e®£2

* jl«*»»n|

(17)

(18)

(19)

(20) 
(19')

(20' )

można zapisać układ równać całkowych (10), (16) ([?], t.II, atr. 4) w po­
staci układu dwóch równać całkowych Fredbolma z niewiadomymi funkcjami

-  4 »(P)
©a 1

•OiP) a J-0(Q)M(P,Q>dSQ + ̂  g(P)

( 2 1 )

(22)

^Q'
dla parametru A - 1 .
Jądra układu równać całkowych (21), (22) są sprzężone.

4« Analiza równać całkowroh

Przy przyjętym założeniu o powierzchniach ®£2^ jądra równać całkowych 
(21), (22) posiadają oszacowania ([i], atr. 128, [2], str. 355)*
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coaiPji^np )
1 1 «A
2W j i

11 5ij c ® I € (24)

a zatem równania te są słabo osobliwe i stosuje się do nieb teoria Fred- 
bolma.

W pracy [1] (str. 137) wykazano, że liczba A,«■ 1 jest wartością własną 
jądra równania (22), a ponieważ równania (21), (22) są sprzężone, to jest 
ona również wartością własną jądra równania (21) związanego z zewnętrznym 
problemem Dirichleta. Równania jednorodne

■*(p) • • ht f  <«(Q)M(P,Q)dSQ
-Bił'

^(F) ¿g Jp(Q) M(P,
Bił'

Q)dSr

(25)

(25)

posiadają więc rozwiązania niezerowe.
Wyznaczenie tych rozwiązań nosi nazwę zagadnienia Robina. Wykorzystu­

jąc metodę kolejnych przybliżeń wykazano ([i], str. 161), że rozwiązaniem 
zagadnienia Robina jest ciąg niezależnych liniowo funkcji dla równania 
(25) p i  ■ (1,2,...,n), spełniających warunki*

I
ę>Qi

(Q.)dSrPjw j

dla i f j

dla i * j
(26)

Są to więc funkcje własne równania (25).
Z trzeciego twierdzenia Fredholma ( (3] , t.I, str.58) wynika, że równa­

nie (21) dla A «■ 1 posiada rozwiązanie, gdy spełnione są warunki ortogo- 
nalności funkcji własnych Pi równania (25) względem funkcji v, określo­
nej wzorem (17), tzn. zgodnie ze wzorami (7), (26), warunki*

/  viPi(Q)dSQ - Tl - O* i e jl,...,n]
s o  l  J (27)

Ze wzoru (27) wynika, że rozwiązanie zewnętrznego problemu Dirichleta w 
postaci potencjału warstwy podwójnej nie istnieje dla niezerowych warun­
ków brzegowych określonych wzorem (7). Wiadomo, że funkcja V harmonicz­
na, regularna w nieskończoności, posiada oszacowanie*
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gdzie i
| OM | - odległość bieżącego punktu U od początku układu współrzędnych. 

Potencjał warstwy podwójnej w obszarze nieograniczonym spełnia warunekt

|W(M)|< -— wj Cp « R+, (29)iou r  Ł

skąd wideó, Ze ograniczenie zbioru rozwiązań problemu Dlrichleta spełnia­
jących warunek (28) do zbioru rozwiązań spełniających warunek (29) prowa­
dzi do braku rozwiązań omawianego problemu. Poszukajmy rozwiązania ze­
wnętrznego problemu Dlrichleta (podobnie jak np. w pracy [3] ,  t.II,str.49) 
w postaci sumy potencjału warstwy podwójnej 1 potencjału pochodzącego od 
układu n ładunków punktowych <%̂  umieszczonych w punktach £1 ^| i w  
<> 1 ,2,...,n,tzn. w postaci«

r t . y ;
i-i

Zamiast równania całkowego (21) naleZy rozpatrywać teraz równanie

P ™  ■ Ł  -  s  <» -  Ż  (31)
80' 1-1 1

dle 1 ,
przy czym

| I ^ |  - ]A^P| dla P«i)il i i,J s jl,...,nj (31*)

Jądro równania całkowego (31) jest takie samo jak równania (21), a więc 
zgodnie z trzecim twierdzeniem Predholma równanie (31) dla A ■ 1 posiada 
rozwiązanie, gdy spełnione są następująoe warunki ortogonalnoócit

i

oostMO^nę )

IoImI2 a  iAiMl
M € O. (30)
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którym po uwzględnieniu wzoru (27) można nadać postać»

Tj " 5 Z * i TM  “ °* 3 6 i1.....“}•i-1 J (33)

gdziet

T i 3  " /  f h l  a S < J ‘  i # í  *  ( 3 4 )

9 Q  1

Według wzorów (26), (34) funkcje 7 ^  są stałe w obszarach 2^ 1 przyj­
mują wartości ze zbioru liczb rzeczywistych*

Wykorzystując warunki ortogonalności (33) wykażemy, że jeśli zadane są 
wartości funkcji harmonicznej na brzegu *)£ (wzór (7 )) oraz zadane są sta­
łe i w  (1,**«,n) określone wzorem:

h - f  ® ^ z 7  < Q ) d S Q »  l ®  ( i * • • • » “ }•  (35)trn n *- j

gdziet
W
V a - jest pochodną normalną zewnętrzną funkcji v na brzegu 8Í1 (któ­

rej istnienie zakładamy),

to rozwiązanie zewnętrznego problemu Ciricbleta w postaci sumy potencja­
łu warstwy podwójnej i potencjału pochodzącego od układu ładunków punkto­
wych zawsze istnieje.

Potencjał jest określony wzore* ( [i] , str. 162)

f dSQ, j  « | l , . . . , n  , ( 36 )i ' V  a
l  J

gdzie:
p - funkcja własna równania (25) określona wzorem!

n
P  "  ¿ 2  q i P i ’  ( 3 7 )

i - 1

przy czym funkcje pĵ  spełniają warunek (26).
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Uwzględniając wzór (37) we wzorze (36) many*

n

gdziei

Vji

Tj • E  qi vji*  (38)i-1

J * 'f̂ 1 ^'| dS^ e c o n s t j  * (39)
a a

przy czym według pracy [4] (atr* 80)t

A , ,vij-V (40)
i»|j € *J

Warunki ortogonalności (33) przyjmują postaói

qivji ■ a ivij ■ °ł 3 * (41)
i- 1 i-1

Warunki ortogonalności (33) są więc spełnione, jeśli przyjmiemy!

<X̂ - q^l i £ jl,...,nj (42)

Z powyższych rozważań wynika, że jeśli zadane są wartości funkcji har­
monicznej na brzegach obszarów oraz stałe spełniające warunki
(35) (stałe q^ są interpretowane jako całkowite ładunki zadane na elek­
trodach - brzegach modelu przyjętego w pracy i odpowiadające poten­
cjałom vŁ zadanym na tych brzegach), to rozwiązanie zewnętrznego proble­
mu Dirichleta w postaci sumy potencjału warstwy podwójnej i potencjału po­
chodzącego od układu ładunków punktowych qi jest zawsze możliwe.Rozwią­
zanie to zgodnie z trzecim twierdzeniem Predbolma nie jest jednak określo­
ne jednoznacznie.

Poszukujemy teraz rozwiązania zewnętrznego problemu Dirichleta w po­
staci sumy potencjałów waratwy podwójnej i warstwy pojedynczej {zakłada­
my, że gęstośó "5 jest zadana)

n *  oosiO^.nę ) *  P

^  ■ £ i ~ w r ~  *  SXiw

(43)
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Potencjał warstwy pojedynczej o gęstościach e CQ(©0^)( i »1.2,...,n 
jeBt funkcje ciągłą w przestrzeni R^, a zatem wartości graniczne funkcji 
V* będą określone podobnymi wzorami jak dla potencjału warstwy podwój­
nej. Odpowiednie równanie całkowe posiada postaót

A p> ■ Ł  j - ś  (v " /  *5 (Q)H(Pf Q)dS(
s a  »ii'

dla 1
P,Q e e Q ’

gdzie:

N(P,Q) - »(P1^ 1) - H(P1 ,Q1)

dla P Q e t>Q*

0 dla P i S O 1; Q «ilił3

i-ii

(44)

(44')

A Mi«»1) --^(O3) -^((J1) (44")
<Ji6 ilQ i
i,J e jl,...,nj

3 (Q) - ̂  %( Q )
i-1

(44m)

Równanie to ma jądro takie samo jak równanie (21), więc zgodnie z trzecim 
twierdzeniem Predbolma posiada rozwiązanie, gdy są spełnione następujące 
warunki ortogonalności:

dSQ )p (P)dS . 0} je |l,...,n|, 
®Q 1-1® %  1 1 1 }

(45)

którym po uwzględnieniu wzorów (17), (26) można nadać postać:
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Funkcja podcałkowa we wzorze (46) spełnia warunek*

9.1 W  „ °ij
,5i(Qi) * T ^ T *  6 R+* ^ « t 1 .....»}» (47)

a zatem (fi], str. 29) możliwa jest zmiana porządku całkowania i wzór (46) 
przyjmuje postać*

VJ " I Ł  i  '°i( Q i ) ( /  dSp>dSQ - 0 (48). ̂_■* on n 1 -L 1 xi-i efiŁ

Oznaczając

f  *C1 (Q1 )dSQ . q* (49)
®Qi 1

oraz wykorzystując wzory (34) (41) uzyskuje się zależność*

n i j
v3" Z! qi tji " °* J 6 1 4i-1 }

Stąd wynika, że jeśli spełnione są warunki

J Ąi(Qi)<iSQ “ J Pi(QîdSq » 1 6
3 %  1 i>% 1 ’

(50)

(51)

to rozwiązanie zewnętrznego problemu Diricbleta w pestaci sumy potencja­
łów warstwy pojedynczej i podwójnej (określone niejednoznacznie) zawsze 
istnieje. Rozwiązanie to można najprościej uzyskać utożsamiając funkcje-»'̂  
z funkcjami własnymi równania (25).
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0 CyĘECIBOBAKitti HEKOTOPHX PEEEKHii BHEHIHEli UPOEJEEMH 
JU PilillE jm  yPARHEHHH EAIUIACA

P e 3 b  m e

B ctatŁe oroBopeBO cymectBOBaBBe pemeHHJi BHemBeft npo6jje«łi ,Hhpaxxe jym
ajieKTpociaTHBecKoro nojLa b MHorocBH3Ho2 oCmactE. IIoKa3aHO,HTo pejneHHe b bh- 
jąe noreHzuiajia xB03Horo cjioh He cynectByet, 3axo oho cymeetByet b »»»» cyuum 
aoTeHiwa-ia .ęBoiłHoro cjioh h noieHiwaJia ot cacteMii to^e^mwi 3ap.iA0B u i  b bb- 
Ae cyuMH noieHĘHajioB npootoro h ^Botooro cmoa.

ON THE EXISTENCE OP SOLUTIONS OP EXTERNAL DIRICHLET PROBLEMS 
POR LAPLACE EQUATIONS

S u m m a r y
In thiB paper the existence of solutions of the external Dirieblet pro­

blems for the electrostatic fields in the multicoherent regions was dis­
cussed. Non-existenoe of solutions in the form of double layer potentials 
and existence in the form of a sum of double layer potentials and poten­
tials of system fixed charges or in the form of a sum of potentials sim­
ple layer and double layer has been shown.


