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0 ISTNIENIU PEWNYCH ROZWIAZAN ZEWNETRZNEGO
PROBLEMU DIRICHLETA DLA ROWNANIA LAPLACE*A

Streszczenie. W artykule przeprowadzono dyBkusje istnienia roz-
wigzania zewnetrznego problemu DIricbleta dla pola elektrostatycz-
nego w obszarze wielosp6jnym. Stwierdzono, te nie istnieje rozwig-
zanie M postaci potencjatu warstwy podwéjnej, natomiast istnieje w
postaci sumy potencjatu warstwy podwéjnej 1 potencjatu pochodzacego
od uk#adu +#adunkéw punktowych lub tez w postaci sumy potencjatéw
warstwy pojedynczej i podwdjnej.

1. Wstep

Rozwigzywanie zagadnien brzegowych w teorii pola elektromagnetycznego
dla pél statycznych i quasi-stacjonamych przeprowadza sie najczesciej
przez sprowadzenie ukdadu réwnan Uaxwella uzupednionych zwigzkami mate-
riatowymi do ukdadu réwnan rézniczkowych czastkowych rzedu drugiego, tzn.
réwnan Laplace"a lub Poissona z niewiadomymi funkcjami skalarnymi lub wek-
torowymi, zwanymi potencjatami*

Problem istnienia rozwigzan tych zagadnien dla obszaréw wielospéjnycb
nawet w przypadkach najprostszych jest czesto narzucony z goéry bads wrecz
pomijany (np. [4], str. 67, 79) w literaturze dotyczacej elektrodynamiki.
W artykule przeprowadzono czesciowg analize tego zagadnienia, wykorzystu-
jac teorie réwnan catkowych.

2. Formalizacja zagadnienia brzegowego

Przyjmijmy nastepujacy model (rys. 1) ukdadu polowegoi niech w prze-
strzeni euklidesowej RN (stanowigcej jak wiadomo([5), str. 12) rozmai-
tos¢ wspotrzednosciowg opartg na grupie ortogonalnej) wyposazonej w pole
skalarne przenikalnosci dielektrycznej 6 znajduja sie dyfeomorficzne o-
brazy klasy CE (m i 2) skonczonej liczby n 6 N kul domknietych,wszyst-
kie roztaczne miedzy aoba.
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Zgodnie z powyzszg definicja obszary wypeknione dielektrykiem okresla-
ja wzory!

a < x’\'5
i»l

@

fli “Qj\oGi 16
gdzie:
£2 - obszar nieograniczony wypedniony dielektrykiem doskonatym,
il - obszary ograniczone wypednione dielektrykiem doskonatym,

Q
8£2j - brzeg obszaru ft,|] oft « U gft, - brzeg obszaru £J .
1 1 i-1 1

o]
Rys. 1. Rzut w ptaszczyznie R modelu uk#adu polowego

Przyjmuje sie, ze normalna do brzegufQ obszaru £2 jest skierowana do
wnetrza tego obszaru (rys. 1).

Pole elektryczne w obszarze £ i w obszarach opisujg rownania elek-
trostatyki ([4], str. 67)i

EKImVm " 0 &)
k,I,me]l,2,3j

5Z ®kDk m? (€©))
k-1

unldre Dk* Bk 89 BkHasowy“i funkcji wektorowych natezenia i indukcji
pola elektrycznego w os$rodku, a oznacza symbol permutacyjny Rio-
ciego.
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Funkcja p okresla objetosciowy rozkdtad dadunku w obszarze £1 iw ob-
szarech £2,i»

Zaktadany, ze osrodek (dielektryk wypedniajacy obszar £ i obszary£2”
jest liniowy, jednorodny, izotropowy i pozbawiony Jadunkéw swobodnych.
Z powyzszego zatozenia wynika, Zze pomiedzy wektorem indukcji a wektorem
natezenia pola elektrycznego zachodzi zalezno$¢*

\ * £ Bk} kc{l,2,3]] 6 e eonat ()

gdziei
6 - funkcja przenikalnosci dielektrycznej osrodka.
Pole elektryczne w obszarze £ i w obszarach £2" jest bezwirowe,a wiec

rozwigzania ukdadu réwnan @), (), (@) mozna poszukiwa¢ w postaci Ffunk-
cji skalarnej V, zwanej potencjatem pola i okreslonej wzorem

\ - -0k kell,2.3j G)

Wykorzystujac wzor (5) sprowadza sie ukdad réwnan (), (), (@) po pro-
stych przeksztatceniach do réwnanie taplace*a

Z w -0 (6)
k-1

w obszarze ® i w obBzarach 1«
Zewnetrzny problem Dirichlete w elektrostatyce dla réwnania (6) formudu-
je sie nastepujaco*

Znalez¢ funkcje harmoniczna w £ regularng w nieskonczonosci i spek-
niajaca na brzegu obszaru £ warunki*

ifi 0

i.je Q)

e ccnetCSin)

3. Sprowadzenie problemu brzegowego do ukdadu réwnan catkowych

Poszukujemy rozwigzania zewnetrznego problemu Dirichlete dla réwnania
(6) w postaci potenojatu warstwy podwéjnej okreslonego wzorem*
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n .
won =X, ¥e) =L J N H
i-1 i-1 sfyg * iQiIM *
Q1 «"SEHL
M efi

gdziei

fXi - funkcje zwane gestosciami warstwy podwdjnej spedniajace warunek»

(©)
1,J«dls---,n]

|QiM] - odlegtos¢ pomiedzy punktami Qit M,

n” - normalna zewnetrzna do brzegu dSI™ w punkcie Q"a

Jezeli funkcje ~ sg ograniczone i catkowalne w sensie Hiemanna na
brzegach SOj ( - 1,...,n), to odpowiednio potencjat W jeat w obszarze
Qi w obszarach funkcjg analityczng ([i], str. 52). Ha brzegu 2£i ob-
szaru fi potencjat W (P.)"«® fi.) jest okreslony catka niewkasciwg
zbiezng jednostajnie ([2J, ss. 325, 329).

Zaktadajac, te funkcje e Co (Sfi) (badanie regularnosci potencjatéw
1 gestosci warstwy pojedynczej i podwdjnej bedzie przedmiotem odrebnej pu-
blikacji) oraz ze brzegi sg klasy &k ~2) ([i], str. 52), mozna

wykazac¢ przy niewielkiej modyfikacji dowodu dla obszaru jednospdjnego, ze
wartosci graniczne potencjatu warstwy podwdjnej (8) przy dazeniu punktul
M e fi do punktu P cOfi » sg okreslone identycznymi wzorami jak dla ob-
szaru jednospdéjnego.

Stad i ze wzoru (7) uzyskuje sie ukblad n réwnan catkowych Predholma
drugiego rodzaju z funkcjami niewiadomymi

f ooe(QiP’\ - )

)——I\/ft(\/ ’(’leﬁl IQl _]|I EE? «

PAf 690-~f

i*J€ 11,2 ,nj

Chcac wykorzysta¢ teorie Predholma do analizy réwnan catkowych (10) nale-
zy utworzy¢ uktad réwnan sprzezonych z réwnaniami (10).
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W tym celu sformutujemy wewnetrzny problem Heumanna dla réwnania (6)«

Znalez¢ funkcje harmoniczna w obszarach Q£2”~, ktéra speknia na brzegach
(1 m 1, eee ni) warunki»

“« i "y
gdziei
5T - wartos$¢ pochodnej normalnej funkcji V na brzegu (przy
®n N1 dazeniu punktu M e do brzegu ®£1t po noroalnej),

- funkcje zadane na brzegu ¢>Q” i spedniajace warunek

*1L, -« <>«

i*j e jl,...,nd

Poszukujemy rozwigzania wewnetrznego problemu Keumenna dla réwnania (6) w
postaci potencjatu warstwy pojedynczej

« « . - £ |/ as
i-i ) iMHt2:

Me

Qte

gdzie»

@™ - funkcje zwane gestosciami warstwy pojedynczej okreslone na brzegu
2il i spedniajace warunki*

A 9,1 -0 s
u) , ‘K

Mozna wykaza¢ ([1], ss. 47-51), ze Jesli funkcje <9 sg ograniczone i cak-
kowalne w sensie Riemanna na brzegach i)Qq, to odpowiednio potencjat war-
stwy pojedynczej V jest funkcja ciggta w przestrzeni R oraz anali-
tyczng w obszarze £1 i w obszarach
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Pochodnag normalng potencjatu warstwy pojedynczej okreslamy wzorem:

cos(MQitnp )
e -t D g S @)

i»! ofin

Mozna wykaza¢, ze jesli funkcje B e CQ(c£2) to wartosci graniczne po-
chodnej normalnej (15) przy dazeniu do brzegéw Qi z wnetrza obszaréw©i”
sg okreslone identycznymi wzorami jak dla obszaru jednospdjnego. Wykorzy-
stujac te wzory oraz wzér (11) uzyskuje sie ukdad n réwnan catkowych Fred
holma drugiego rodzaju z niewiadomymi funkcjami <iyY

cosiP.t".npl)

@ =2,(F)+£ Jd =%

16
iQiIPjic
Pi,Qi "®ai 9
Id * |1,...,nj
Uk#ad réwnan catkowych (10), (16) mozna zapisa¢ w postaci:
Vi - - 2%FE®) * *[ ¢ p i«3)Kij(P,Q)dSQ Qo)
1.1
0Q
g-(P) - 21w3 ) +», | v A (@QKi.(CP,Q)dsQ, (16)
i -l
ob
gdzie: P,q c Ofi
eoB (QIp3.nQi)
dla P «0Qi+ Q
L iQipj
KijgiP,Q (10»)
dla Pjto~r»« Qf'dQi
coeiP.~.np )
dla P«©QiJ Q e®Qj
vVjlr
(16«)

vV PQ>
dla P g® Ot* Q7@Qj

Tworzac obszar

8fi"- (J Ofil,
i-1
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gdzie obszary ©£1* (i « 2,...,n) powstaja przez réwnolegte przesuniecie
obszaru C©£2 * 0 £/ tak by

A ©S1n 02 - 0
i definiujac funkcje v(P), gP), i), VIP), M(P,Q), M(P,Q),ktérych dzie-

dzing jest obszar SQ" (wspodrzedne punktébw w obszarach ef i ©£2 oznacza
sie tak samo)

v(P3) - vd(P) an
aPD) - aiP 18)
4 Pl - PeoE2 dla P5c©03
fitPY) - A3 (P) a9
mid*3) - ~(p) 0)
«(pS03) » K1;XPtg) PiiP1-PF" Piet)ai] P eCE2 99
qnqlxqj Q e@®R2

Md1,«3) - K13 P,
* jJl«*»»n| (20"

mozna zapisa¢ uktad réwnac¢ catkowych (0), (16) ([?], t-Il,atr. 4) w po-
staci uktadu dwéch réwna¢ catkowych Fredbolma z niewiadomymi funkcjami

- 4»(P) (21)
©al

<QiP) a \]—O(Q)M(P,Q>dSQ +7~ agP 2)
/\Q'
dla parametru A - 1.
Jadra ukdadu réwna¢ catkowych (21), (22) sa sprzezone.

4« Analiza roéwna¢ catkowroh

Przy przyjetym zatozeniu o powierzchniach ®E2" jadra réwnac¢ catkowych
(21), (22) posiadajg oszacowania ([i], atr. 128, [2], str. 355)*
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coaiPji™np )
11 «A N S5ijc® I € %)

2W 3 1

a zatem réwnania te sg stabo osobliwe i1 stosuje sie do nieb teoria Fred-
bolma.

W pracy [1] (str. 137) wykazano, ze liczba A,m 1 jest wartoscig wkasnag
jadra réwnania (22), a poniewaz réwnania (21), (22) sg sprzezone, to jest
ona réwniez wartoscig wkasng jadra réwnania (21) zwigzanego z zewnetrznym
problemem Dirichleta. Réwnania jednorodne

ORI ht f <<(QM(P,Q)dSQ (25)
aF

A eg Ip(Q)NEP, QST 25
B

posiadaja wiec rozwigzania niezerowe.

Wyznaczenie tych rozwigzan nosi nazwe zagadnienia Robina. Wykorzystu-
jac metode kolejnych przyblizen wykazano ([i], str. 161), ze rozwigzaniem
zagadnienia Robina jest cigg niezaleznych liniowo Tfunkcji dla réwnania
@) p i = (1,2,...,n), spekniajacych warunki*

dla i f j

BRI el (26)
exQi dla i * j

Sg to wiec funkcje whasne roéwnania (25).

Z trzeciego twierdzenia Fredholma (@], t.1, str.58) wynika, ze réwna-
nie (21) dla A a1l posiada rozwigzanie, gdy spednione sg warunki ortogo-
nalnosci funkcji wkasnych Pi réwnania (25) wzgledem funkcji v, okreslo-
nej wzorem (17), tzn. zgodnie ze wzorami (7), (26), warunki*

/ ViPi(QdsQ - TI - O* i ejl,...,n:ﬂ @n

S0 |

Ze wzoru (27) wynika, ze rozwigzanie zewnetrznego problemu Dirichleta w
postaci potencjatu warstwy podwéjnej nie istnieje dla niezerowych warun-
kéw brzegowych okreslonych wzorem (7). Wiadomo, ze funkcja V harmonicz-
na, regularna w nieskonczonosci, posiada oszacowanie*
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gdziei

|OM | - odlegtos¢ biezacego punktu U od poczatku ukdadu wspoédrzednych.

Potencjat warstwy podwéjnej w obszarze nieograniczonym spednia warunekt

W < -— wj Cp« R+, 29
iour t

skad wided, Ze ograniczenie zbioru rozwigzan problemu DlIrichleta spednia-
jJacych warunek (28) do zbioru rozwigzan speiniajacych warunek (29) prowa-
dzi do braku rozwigzan omawianego problemu. Poszukajmy rozwigzania ze-
wnetrznego problemu DIrichleta (podobnie jak np. w pracy [3], t.11,str.49)
w postaci sumy potencjatu warstwy podwdjnej 1 potencjatu pochodzacego od
uktadu n 4adunkéw punktowych <% umieszczonych w punktach A7 iw
<1,2,...,n,tzn. w postaci«

00stMO™ne )
rt.y; M €0. (G0)

i-i lolmi2 a  iAIMI

Zamiast réwnania catkowego (21) naleZy rozpatrywa¢ teraz roéwnanie

P™ mt - S <» - Z (31)
80 1 1
dle 1,
przy czym
|1~ - JAP] dla P«i)il i i,Js jl.....nj (€1ly]

Jadro réwnania catkowego (31) jest takie samo jak réwnania (21), a wiec
zgodnie z trzecim twierdzeniem Predholma réwnanie (31) dla Am 1 posiada
rozwigzanie, gdy spednione sa nastepujgoe warunki ortogonalnoécit
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ktérym po uwzglednieniu wzoru (27) mozna nadac¢ postac»

T URZEATH Yt 360l 8 G3)

gdziet

Ti3 7/ f h | as<J' i# P (34)

9 Q 1

Weddug wzoréw (26), (34) funkcje 7”7 sa stale w obszarach 2~ 1 przyj-
muja wartosci ze zbioru liczb rzeczywistych*

Wykorzystujac warunki ortogonalnosci (33) wykazemy, ze jesli zadane sa
wartosci funkcji harmonicznej na brzegu *)£ (wzér (7)) oraz zadane sg sta-
te iw (@,*«,n) okreslone wzorem:

h - f 1127 <Q)dsp I®Q*---»“}- 35)

gdziet

- jest pochodng normalng zewnetrzng funkcji v na brzegu 8L (kto-

V. a rej istnienie zaktadamy),

to rozwigzanie zewnetrznego problemu Ciricbleta w postaci sumy potencja-
4u warstwy podwéjnej i potencjatu pochodzgcego od uk#adu +adunkéw punkto-
wych zawsze istnieje.

Potencjat jest okreslony wzore* ([i], str. 162)
'f dsqQ, i« |||,...,nJ, (36)
I "V a
gdzie:

p - funkcja wkasna réwnania (25) okreslona wzorem!

n
qiP i’ (37)

2
-1

przy czym funkcje pj® spedniaja warunek (26).
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Uwzgledniajac wzor (37) we wzorze (36) many*
n

T - E | divir (38)

gdziei

vji J* TMA1dS" ec o n s t j * 39
aa

przy czym weddug pracy [4] (atr* 80)t

A L M-V @

] €

Warunki ortogonalnosci (33) przyjmuja postadi

qivji m aivij m °4 3 * “D

Warunki ortogonalnosci (33) sg wiec speinione, jesli przyjmiemy!
HK - g i £jl,...,nj 42)

Z powyzszych rozwazah wynika, ze jesli zadane sa wartosci funkcji har-

monicznej na brzegach obszaréw oraz state spedniajace warunki
(B5) (state g~ sa interpretowane jako caltkowite +adunki zadane na elek-
trodach - brzegach modelu przyjetego w pracy i odpowiadajgce poten-

cjatom vk =zadanym na tych brzegach), to rozwigzanie zewnetrznego proble-
mu Dirichleta w postaci sumy potencjatu warstwy podwéjnej i potencjatu po-
chodzgcego od uk#adu #adunkéw punktowych qi jest zawsze mozliwe.Rozwig-
zanie to zgodnie z trzecim twierdzeniem Predbolma nie jest jednak okreslo-
ne jednoznacznie.

Poszukujemy teraz rozwigzania zewnetrznego problemu Dirichleta w po-
staci sumy potencjatéw waratwy podwéjnej i warstwy pojedynczej {zakdada-
my, ze gestosé 'S5 jest zadana)

£— 00siO™.ne )
N | I -~ w r - *

“
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Potencjat warstwy pojedynczej o gestosciach e CQEOMN(C 1 »1.2,...,n
jeBt funkcje ciggla w przestrzeni R”, a zatem wartosci graniczne funkcji
V* bedg okreslone podobnymi wzorami jak dla potencjatu warstwy podwdj-
nej. Odpowiednie réwnanie calkowe posiada postadt

Ap>mt j -$ (v" /7 BOQHPR)IS(
sa »ii" “4
dla 1
P,Q eeQ”
gdzie:
dla P Q e Q*
N(P,Q) - »(P1”™ 1) - H(P1,Q1) "
0 dla PiS01; Q «lil3
i-ii
Mi«»1) --~(03) -~((JD) 44
<a6ilQi
i,Je jl,...,nj
3@ - %w(Q) (44m)
i-1

Réwnanie to ma jadro takie samo jak réwnanie (21), wiec zgodnie z trzecim
twierdzeniem Predbolma posiada rozwigzanie, gdy sa spednione nastepujace
warunki ortogonalnosci:

dsQ )p (P)dS . 0} e Il,....nl,  (45)
®Q 1-10% 1 1

ktérym po uwzglednieniu wzoréw (17), (26) mozna nadaé¢ postac:
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Funkcja podcatkowa we wzorze (46) speinia warunek*

W ,,  “°ij
»1 Q1) *TIATE 6 R+* Nt lool. »}» “@n

a zatem (fi], str. 29) mozliwa jest zmiana porzadku catkowania i wzér (46)
przyjmuje postac*

va "L b IQE)(L | dspedso - 0 “8).

Oznaczajac
f «aqiyso . g* 49
®Qi 1

oraz wykorzystujac wzory (34) (41) uzyskuje sie zaleznosc¢*

B Zlatinx 161 4 e

Stad wynika, ze jesli spednione sg warunki

JH(@@‘J Fm> ]6 | D

3% i>%

to rozwigzanie zewnetrznego problemu Diricbleta w pestaci sumy potencja-
+o6w warstwy pojedynczej i podwdjnej (okreslone niejednoznacznie) zawsze
istnieje. Rozwigzanie to mozna najprosciej uzyskaé¢ utozsamiajgc funkcje-»™»
z funkcjami wkasnymi réwnania (25).
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0 CyEECIBOBAKItti HEKOTOPHX PEEEKHii BHEHIHEli UPOEJEEMH
JUPIlIIE jm  yPARHEHHH EAIUIACA

Pe 3bme

B ctatke oroBopeBO cymectBOBaBBe pemeHHJi BHemBeft npo6jjedi ,Hhpaxxe jym
ajieKTpociaTHBecKoro nojLa b MHorocBH3Ho2 oCmactE. l1loKa3aHO,HTo pejneHHe b bh-
Jee noreHzuiajia xBO3Horo cjioh He cynectByet, 3axo oho cymeetByet b »»»» cyuum
aoTeHiwa-ia .eBoidHoro cjioh h noieHiwaJdia ot cacteMii to”e”mwi 3ap.iAOB ui b bb-
Ae cyuMH noieHEHajioB npootoro h ~Botooro cmoa.

ON THE EXISTENCE OP SOLUTIONS OP EXTERNAL DIRICHLET PROBLEMS
POR LAPLACE EQUATIONS

Summary

In thiB paper the existence of solutions of the external Dirieblet pro-
blems for the electrostatic fields in the multicoherent regions was dis-
cussed. Non-existenoe of solutions in the form of double layer potentials
and existence in the form of a sum of double layer potentials and poten-
tials of system fixed charges or in the form of a sum of potentials sim-
ple layer and double layer has been shown.



