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TOPOLOGICZNA METODA WYZNACZANIA BAZY 
PRZESTRZENI ZEROWEJ MACIERZY INDUKCYJNOŚCI

Streszczenie. Przedstawiono metodę wyznaczania rzędu i bazy prze­strzeni zerowej macierzy indukcyjności głównych w obwodach elektro­
magnetycznych, opartą na znajomości grafu obwodu magnetycznego i 
rozkładu uzwojeń na rdzeniu.

1. Wętęp

W pracach [2]*[3],[5] wykazano, że w liniowych obwodach elektromagne­
tycznych ze sprzężeniami rząd macierzy indukcyjności głównych [m J, odpo­
wiadających strumieniom magnetycznym, zamykającym się w rdzeniu,jest rów­
ny lub mniejszy od lidzby uzwojeń, znajdujących się na gałęziach obwodu 
magnetycznego sieci magnetycznej: rz [M]^n, gdzie n - liczba uzwojeń.
Wskazano na istotne znaczenie, jakie nierówność ta ma dla zapewnienia op­
tymalnych warunków przetwarzania energii elektrycznej w magnetyczną w ob­
wodach elektromagnetycznych oraz energii elektrycznej w mechaniczną w prze­
twornikach elektromechanicznych [2], [5]«

W obwodach elektromagnetycznych, dla których zachodzi rz[M] * k, k<n 
istnieje (n-k) - wymiarowa przestrzeń zerowa wektorów prądów I°_)c, nie 
wytwarzających strumienia w rdzeniu obwodu. Poprzez odpowiedni dobór na­
pięć zasilających uzwojenia lub połączenie uzwojeń w obwód elektryczny o 
zadanym grafie można spowodować zanik lub zmniejszyć składową zerową prą­
du.

Obwody elektromagnetyczne o n uzwojeniach są opisywane układem n rów­
nań różniczkowych. Znajomość bazy przestrzeni zerowej obwodu elektromagne­
tycznego umożliwia wprowadzenie nowego układu współrzędnych? w którym u- 
kład równań różniczkowych ulega znacznemu uproszczeniu: im niższy jest
rząd macierzy [M], tym większa liczba elementów macierzy [m J przyjmuje 
wartość zero [5].

Z powyższych względów wyznaczanie rzędu i bazy przestrzeni zerowej ma­
cierzy indukcyjności głównych ma istotne znaczenie praktyczne, wskazująo 
na możliwość uproszczenia anlizy obwodu elektromagnetycznego oraz na po-

______1981
Nr kol. 779



180 K. Kluszczyński

prawę ekonomicznych warunków przetwarzania energii poprzez ograniczenie 
bądź wyeliminowanie składowej zerowej prądu.

Rząd macierzy indukcyjności głównych można wyznaczyć, obliczając wy­
znacznik i kolejne minory macierzy [li]. Hajwyższy spośród stopni minorów 
różnych od zera jest równy rzędowi macierzy [M] [i]. W przypadku większej 
liczby uzwojeń sposób taki jest pracochłonny i stwarza możliwość omyłki. 
Przedstawiony tok postępowania zawodzi i wówczas, gdy indukcyjności głów­
ne zostały wyznaczone na drodze pomiarowej. Wartości elementów macierzy[ld] 
są wtedy obarczone błędem, wynikającym z niedokładności pomiaru, a ponad­
to z nieliniowości charakterystyki magnesowania i podziału indukcyjności 
uzwojenia na indukcyjność główną i rozproszenia. Może Bię wówczas okazać, 
że wszystkie minory są różne od zera. Poniżej przedstawiono metodę wyzna­
czania rzędu macierzy indukcyjności głównych, opartą wyłącznie na znajo­
mości grafu obwodu magnetycznego oraz rozkładu uzwojeń na rdzeniu.

2. Wyznaczanie rzędu macierzy indukcyjności głównych

Rząd macierzy indukcyjności głównych jest równy wymiarowi przestrzeni 
strumieni skojarzonych [2] , [5] t

rz[u] ■ d i m i p (1)

Z relacji

M  - M [ » J .
gdzie s

[z] « [z1,z2,...,zn]T,
z^ - liczba zwojów i-tego uzwojenia,
[$u] “ wektor strumieni magnetycznych w gałęziach uzwojonych, 

wynika, że:

dimij) ■ dim$u (3)

Strumienie magnetyczne w gałęziach uzwojonych muszą przyjmować wartości 
zgodne z równaniami, ułożonymi na podstawie I prawa Kirchhoffa dla wszyst­
kich, dających się wyodrębnić fragmentów sieci magnetycznej, które łączą 
się z pozostałą częścią obwodu magnetycznego poprzez gałęzie uzwojone.Jeś­
li liczba tak wyznaczonych liniowo niezależnych równań, wynosi 1, toi

rz[ll] - dim$u - n - 1 (4)
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Wyodrębnienie fragmentów, którym odpowiadają liniowo niezależne równania, 
wynikające z I prawa Kircbhoffa, jest utrudnione w przypadku obwodu elek­
tromagnetycznego o złożonej strukturze topologicznej rdzenia.

Poniżej przedstawiono opis metody, umożliwiającej szybkie wyznaczenie 
rzędu macierzy [mJ oraz wektorów bazowycb przestrzeni zerowej.Metoda Jest 
oparta na konstrukcji określonych fragmentów drzewa (a w szczególności - 
pełnego drzewa) obwodu magnetycznego. Gałęzie uzwojone będziemy wyróżniać 
na grafie obwodu magnetycznego poprzez naniesienie symbolu uzwojenia.

Węzłem początkowym bę­
dziemy nazywać węzeł,w któ­
rym zbiegające się gałęzie 
- z wyjątkiem co najwyżej 
jednej - są uzwojone (iye.1). 
Graf obwodu magnetycznego 
upraszczamy,zastępując wszyst­
kie oczka, złożone z gałę­
zi nieuzwojonych, węzłami 
(lys. 2). Takie uproszcze­
nie grafu nie wpływa oczy-

Rys. 1. Węzły początkowe

wiście na postać równań, wynikających z I prawa Kirchboffa, a odnoszących 
się do strumieni magnetycznych w gałęziach uzwojonych. Fragmenty drzewa, 
umożliwiające wyznaczenie rzędu macierzy [u], konstruujemy w oparciu o 
następujące zasadyt

1) pierwszy fragment drzewa rozpoczynamy w dowolnym węźle początkowymi
2) z węzła i-tego przemieszczamy się do węzła (i+1)-go, otrzymując ko­

lejną gałąź drzewa (wyróżniamy ją strzałką, zgodną z kierunkiem przemie­
szczenia)!
a) wzdłuż gałęzi nieuzwojonej, jeśli pozostałe gałęzie zbiegające się 

w węźle, a nie należące do skonstruowanego fragmentu drzewa są uzwo­
jone,
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b) wzdłuż dowolnej gałęzi uzwojonej, jeśli wszystkie gałęzie, zbiegające 
się w węźle, a nie należąca do skonstruowanego fragmentu drzewa, są u- 
zwojone,

c) przerywamy konstrukcję w i-tym węźle, jeśli żadna z gałęzi nie speł­
nia warunków a i b lub gałąź, którą przemieszczalibyśmy się zgodnie 
z a i b, nie może należeó do drzewa}
3) j-ty fragment drzewa rozpoczynamy w dowolnym węźle początkowym, nie 

należącym jeszcze do wyznaczonych fragmentów drzewa; j-ty fragment drze­
wa konstruujemy identycznie jak fragment pierwszy, przerywając konstruk­
cję w i-tym węźle także i wówczas, gdy węzeł i-ty należy już do innego 
fragmentu drzewa, a nie jest jego węzłem końcowym. Jeśli węzeł i-ty jest 
węzłem końcowym innej części drzewa, konstrukcję j-tego fragmentu konty­
nuujemy zgodnie z przedstawionymi zasadami;

4) konstrukcję przerywamy, jeśli wśród węzłów sieci, nie należących do 
wyznaczonych fragmentów drzewa, nie ma węzłów początkowych.

Zliczamy teraz wszystkie uzwojenie, któ­
re znalazły się na skonstruowanych frag­
mentach drzewa (w szczególności - na drze­
wie). Jeśli ich liczba wynosi 1, tos

rz[M] - n - 1 (5)

Rys. 3. Fragment drzewa ob­
wodu magnetycznego z zazna­

czonymi konturami

Uzasadnijmy równość (5). Jak łatwo zauwa­
żyć, otrzymane w wyniku konstrukcji frag­
menty drzewa łączą węzły (z wyjątkiem koń­
cowego), w których zbiegają się gałęzie 
uzwojone. Każdemu uzwojeniu, które znala­
zło się na gałęzi, przynależnej do wyzna­
czonego fragmentu drzewa, można przypo­
rządkować kontur, okalajacy odcinek drze­
wa, zawarty pomiędzy węzłem początkowym, 
a węzłem, z którego wychodzi gałąź z roz­
ważanym uzwojeniem (rys. 3). Odpowiada mu, 
ułożone na podstawie I prawa Kirchhoffa, 
równanie, wiążące strumienie magnetyczne 
w gałęziach uzwojonych,a zgodnie ze: wzo­
rem (2) - strumienie skojarzone uzwojeń. 
W interpretacji geometrycznej równanie to 
wyznacza wektor normalny do przestrzeni 
strumieni skojarzonych ij> . Oparcie meto­
dy wyznaczania rzędu macierzy indukcyjno- 
ści na konstrukcji drzewa obwodu magne­
tycznego zapewnia z jednaj strony nisza-
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leżność liniową kolejnych równań, z drugiej zaś - znalezienie wazyetkich 
możliwych równań. Relację (5) można więc uznać za wykazaną.Ha rya.3 przed­
stawiono fragment drzewa z zaznaczonymi dwoma konturami.

Rys. 4 obrazuje sposób prowadzenia konturów w przypadku,gdy j-ty frag­
ment drzeria łączy się z k-tym fragmentem. Przedstawiona metoda odnosi się 
do obwodów elektromagnetycznych, w których na każdej gałęzi obwodu magne­
tycznego znajduje się co najwyżej jedno uzwojenie. W przypadku gdy uzwo­
jeń jest więcej, należy wprowadzić sztuczne węzły na gałęzi, rozdzielają­
ce uzwojenia.

Rys. 4. Wyznaczenie konturów w przypadku łączących się fragmentów drzewaobwodu magnetycznego

3. Wyznaczenie bazy przestrzeni zerowej macierzy Indukcy.lności głównych

Wektory przestrzeni zerowej spełniają równanie macierzowe t

M W  - [o] ic « * r k
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Dopełnienie przestrzeni zerowej l”-lc do przestrzeni prądów In nazywa­
ny przestrzenią aktywną Ij[ [2], [3] , [5] «

li © i”"* " in 1i in~k (7}
JęPrzestrzeń 1^ wyznacza k niezależnych liniowo trańsponówanych wekto- 

rów-wierszy macierzy [m].
Bazę przestrzeni i|>k stanowi k niezależnych liniowo wektorów-koluam 

macierzy [li].
Ponieważ macierz [M] jest symetryczna, traneponowane wiersze są równe 

kolumnom macierzy [li]. Stąd«

«J>k - Ik, (8)

czyli przestrzeń strumieni skojarzonych ■![> i przestrzeń aktywna prądów 
li są matematycznie tożsame.

Ze wzorów (7) i (8) wynika, że przestrzeń zerowa może hyó wy­
znaczona jako dopełnienie ortogonalne przestrzeni

Bazę przestrzeni zerowej stanowi więc n-k niezależnych wektorów,nor­
malnych do przestrzeni Wektory te wynikają wprost z równań Kirchhof-
fa dla konturów, których konstrukcję opisano w rozdziale poprzednim oraz 
z relacji (2).

4. Przykład

Jako przykład rozważono obwód elektromagnetyczny, którego graf z za­
znaczonymi uzwojeniami przedstawia rys. 5. Liczba węzłów obwodu magnetycz­
nego wynosi 15, liczba gałęzi - 26, liczba uzwojeń - 16.

Przy konstrukcji drzewa jako węzły początkowe obierano kolejno węzłyt 
a, b, c, d, e.

Liczba uzwojeń na drzewie wynosi* 1 • 4. Tak więc«

rz[Mj = dim'll)® dim Ij_ = k = n-1 = 12 
dim 10 = n-k = 1 6 - 1 2  =4

Bazę przestrzeni zerowej stanowią wektory, wynikające z równań Kir- 
chboffa dla 4 konturów, zaznaczonych na rysunku«



Topologiczna metoda wyznaczania bazy«» 135

Rys. 5. Przykład konstrukcji drzewa, umożliwiającego wyznaczenie 
bazy przestrzeni zerowej obwodu elektromagnetycznego

rzędu 1
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THE TOPOLOGICAL DETERMINATION OP THE NUL!
SPACE BASIS VECTORS OF THE INDUCTANCE MATRICES

S u m m a r y
The determination of the null space basis vectors of the main inductan­

ce matrices in linear electromagnetic circuits has been presented.
For its determination the graph of the magnetic circuit and the di­

stribution of the windigs on the core were neoessary.


