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ZWIAZEK ALGORYTMOW CLARKE’A, HASTINGS-JAMESA 1 KALMANA
DLA PROBLEMU STEROWANIA MINIMALNO-WARIANCYJNEGOX>

Streszczenie. W pracy podano prosty dowdéd réwnowaznosci algorytmu
Clarke®a, Hastings-Jamesa z graniczng, asymptotyczna postacig algo-
rytmu Kalmana uzyskana przy zatozeniu ustalenia sie macierzy kowarian-
cji btedu filtracji dla dowolnego opé6znienia i dowolnej postaci roéow-
nan stanu opisujacych obiekt. Jest to uogélnienie wynikéw z publi-
kacji [6] na przypadek, gdy we wskazniku jakosci oprécz wariancji
wyjscia wystepuje wariancja sterowania.

1. Wstep

Algorytm sterowania minimalno-wariancyjnego (minimalizujgacego wariancje
wyjscia z obiektu) zostat po raz pierwszy przedstawiony przez Astroma £I1].
P6zZzniej uogdélnili go Clarke i Hastings-James [2* na przypadek minimalizacji
kombinacji liniowej wariancji wyjs$cia i sterowania. Zaleta tego algorytmu w
stosunku do algorytmu gstréha jest to, ze jest on stabilny dla szerokiej
klasy obiektéw, w tym takze obiektéw nieminimalnpfazowych.

Powyzsze dwa algorytmy sa bazowymi dla licznych innych istniejacych obec-
nie. Cecha wspélng wszystkich sterowan minimalno-wariancyjnych jest korzy-
stanie z teorii ciagéw czasowych do opisu obiektu. Uzyskuje sie w ten spo-
s6b proste wzory. Jednakze dla analizy teoretycznej i badania wkasnosci al-
gorytméw wygodniejszy jest opis obiektu w przestrzeni stanu. Wielu autoroéw
zajmowato sie relacja miedzy algorytmami minimalno-wariancyjnymi wyprowadza-
nymi na gruncie teorii ciagéw czasowych a algorytmami wyprowadzanymi w prze-
strzeni stanu. Wymienié tu nalezy prace Cainesa 73], Watsona £4] oraz Lama
£5]. Wspo6lng cecha tych prac jest oparcie rozwazan na specjalnej postaci
réwnan stanu oraz duza z#ozonos$¢ obliczen. W pracy ["6] przedstawiono prosty
dowdéd réwnowaznos$ci praw sterowania: wyprowadzonego na gruncie teorii ciagow
czasowych i1 w przestrzeni stanu, dla algorytmu &Ltrdha (minimalizowana wa-

riancja wyjscia z obiektu) przy dowolnej postaci roéwnan stanu opisujacych

X
)Praca wykonana w ramach programu badawczego RP 1.02.: Teoria sterowania
i optymalizacji uktadéw ciagtych 1 proceséw dyskretnych.
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obiekt. W tej publikacji wyniki z pracy [6] zostang uogélnione na przypadel
minimalizacji kombinacji liniowej wariancji wyjscia i sterowania (algorytm
Clarke"a, Hastings-Jamesa). Algorytm wyprowadzony w przestrzeni stanu be-
dzie dalej - dla rozrdéznienia - nazywany algorytmem Kalmana.

W pracy pokazuje sie, ze algorytm Clarke®a, Hastings-Jamesa jest roéwno-
wazny asymptotycznej postaci algorytmu Kalmana uzyskiwanej przy zatozeniu
ustalenia sie macierzy kowariancji bdedu Ffiltracji.

2. Algorytm Clarke"a, Hastings-Jamesa

Twierdzenie 1 (Clarke, Hastings-James):

Niech liniowy, dyskretny w czasie obiekt regulacji bedzie opisany zalezno$

-k B(z-1) C(z~1)
+ -

-i_ ui V.V
1 Az O 1 A(z 7)

[

gdzie:
yt - wyjscie z obiektu,
u™ - sterowanie,

v+ - zaktécenie bedace dyskretnym w czasie szumem biatym gaussowskim o

zerowej wartosci $redniej i wariancji
A(z'):1+a,z'\+___+anzn
B 1) = bQ + bjz”1l + ... + b”z n @
C(z '):1+c_lz 1+ ... +cnzn.

Wéwczas sterowanie optymalne, minimalizujace wskaznik jakosci:

J = E [yiH)2 + " (ui>2] (©)
(gdzie: E oznacza operacje usredniania, jest wspoétczynnikiem wagowym)

jest dane zaleznos$cia:

B(z_1) E@"1) + c@E 1) 1
bo

Wielomiany F(z 7), E(z ® sa jednoznacznie okreslone poprzez zaleznosci:
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E(z-1y + 2K F@E D
A(z"1)
E(z-1) = 1 + e”z”1 + ... + ek_lz_k+1

3. Opis obiektu w przestrzeni stanu

Niech bedzie dany liniowy obiekt dyskretny w czasie,

réwnari w przestrzeni stanu:

- réwnanie stanu:

réwnanie wyjscia: «
gdzie:
X5 - stan,

un - sterowanie (skalarnej,
y+ - wyjscie (skalarne),

27

®

(6)

opisany za pomocag

v( - zakté6cenie (skalarne), zdefiniowane tak jak w roéownaniu (1),

A - macierz kwadratowa o wymiarze réwnym wymiarowi
b,g,d - wektory o odpowiednich wymiarach.

wektora stanu (nhx n),

Uzywajac operatora przesuniecia - z - mozna napisac¢ zaleznos¢ wyjscia obiek-

tu od wejscé:

gdzie:
aT (zi - A
przy tym:
8 m m—1
B(z)” = BQz + bz ¢ ... +Db

(€)

(10)

an
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A@ =2zn + a™~"-1 + ... + an m n-1 a2

C(z) — zn +c12117+ .. Cn

Definicja 1: Méwimy, ze ukdtad opisany roéwnaniami (@) i (?) ma w torze ste-

rowania opéznienia k, jezeli:

dTb = dTAb = ... = dTAk 2b =0 i dTAk_1b = bQ i O. @)

4. \Wyprowadzenie algorytmu w przestrzeni stanu

Niech wskaznik jakosci bedzie dany (tak jak w algorytmie Clarke®a,
Hastings-Jamesa) wzorem (3).

Twierdzenie 2:

Dla obiektu opisanego réwnaniami (7), (8), posiadajacegowtorze sterowania
op6éznienie k, sterowanie minimalizujace wskaznik (3) mapostac:

ui bQdTAk 1 f(A - gdT) xz + gy " @
L J

A+ bg

gdzie:
*i =E/yT"xi) s)

y~ oznacza zbidér informacji o uktadzie dostepnych w chwili i. Sktada sie
on ze sterowaé uQ,...,ui_, oraz wyjsé yO/...,yi- E/y\ jest operacja

usredniania warunkowego.
Dowdd:

Zadanie minimalizacji mozna przeformutowac¢ nastepujaco:

Min EfFyi+E)2 + Mu..)2] = E Min E/y+ [(yitk>2 + M u ~ U

ury,) ui
= E Min jJyi+k)2 +A.(ui)2) + E(yi+k)2 (16)
ui
gdzie:
2i+k = EAYi Gi+k)"  2i+k = yitk - ?ik- 7)

W celu wyznaczenia yi+k dokonajmy k-krotnego podstawienia roéwnania stanu

do roéwnania wyjscia; otrzymamy wéwczas:
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_ T,k LT k-1, £ T k-2
Yiw = d A X'+ J a bu).( +d A gV, + d Vet -
eee + dTOVi+k-1 + Vi+k <18)

Wykorzystano w tym wzorze fakt, ze uktad posiada w torze sterowania op6z-

nienie k (réwnanie (13)). Ze wzoru (8) wynika, ze:
vi = Vi - dTxi a9

Podstawiajac (19) do (@8) i obliczajac wartos¢ przecietng warunkowa otrzy-
mamy :

L= . a ,T,.k<. LT, k—1, ,T,k-1 . LT, .
/yityi+k” = yi+k ° d A xi d A bui d A g(yi - d ) =

= dTAk_ 1 [JA - gdT)"i + buj + dTAk-1gyl (20)
Wykorzystujac uzyskang zaleznos¢ we wzorze (16) otrzymujemy:

Min[(2i+k)2 + A.Ui)2J = Minj ~bQui + dTAk_1(A - gdT)xJ +

+ dTAk_1 gvJ + A,(ui)2]. (@)
Minimum zostanie osiagniete w punkcie zerowania sie pochodnej:

O = b0 WWul + dTAK 1 (A - gdT)xi +d~ gy ] + Xu. 22

(A.+ b2)ux = -bQdTAk 1£(A - gdT)xi + gyj , @3)

co po wydzieleniu przez *,+ b2) daje wzéor (14).

5. Filtr Kalmana

Dla wyznaczenia sterowania optymalnego z réwnania (14) konieczna jest
znajomos$¢ oceny stanu zdefiniowanej wzorem (15). S4uzy do tego filtr Kal-
raana, ktory dla rozpatrywanego w pracy problemu byd omawiany w publikacji
[6~. Teraz przypomnimy tylko wyniki:

Rozwazmy obiekt opisany roéwnaniami (7), (8). Ocena stanu wyraza sie reku-

rencyjr.ym wzorem:
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xi+1/i+1 " xi+1l/i + Ki+I[yi+l ” d xi+l1/i] @D
gdzie:

Xi+l/i = (A " gdT)Xi/Zi + bui + gyi 25)

-1

Ki+l = PiH/id [dTpi+1/id 'H'I] G

Pi+1/i = (A ™ gdT)Pi/itA " gdT)T 1271

Pi+l/i+1 = Pi+l/i ~ Ki+ld Pi+1l/i" (28)
przy czym:

2i+i/i+i =  xi+i= E/?i+i(xxx+i>" xi+i/i =E/y+ (xi+i> 9

Dowéd znajduje sie w pracy [6]-
Zostang teraz podane pewne asymptotyczne wkasnosci Ffiltru Kalmana udowod-

nione przez Cainesa [3].
Twierdzenie 3 (Caines):

Zat6zmy, ze filtr Kalmana dany wzorami (24) - (29) jest stabilny, to znaczy

wielomian:

C(z) = det(zi - A + gdT) G0

posiada wszystkie zera wewnatrz kota jednostkowego. Woéwczas:

iiraGi+i/i +1) =xx+1/i =(A - gdT)S.- bUi  +gyt B
1800

Wz6r ten okresla roéwnanie rekurencyjne na ocene stanu po nieskonczenie ddu-
gim czasie dziatania filtru - po ustaleniu sie jego parametréw. Ocena przy
filtracji jest wéwczas roéwna ocenie przy jednokrokowej predykcji.

Po uzyciu operatora przesuniecia w réwnaniu (31) otrzymamy:

7B = (A -gdhSL + bun + gy

xi = (zU - (A -gdT)) (bujl + gyi) G2
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6. Przeksztatcenie algorytmu do postaci transmitancyjnej
W dalszych obliczeniach uzyteczne beda nastepujace tozsamos$ci macierzo-
we :
@l - A+ gdT)_ 1= (@A -A)_ 1 [i+ gdT (@A - A)-1]"1 @33
AK 1 (zH - A)-1 =zk 1 (zi- A)7"1 - "<zk~2i + zk-3A + ...
.+ Ak_2) = zk 1 (zi - A)-1 -~ zk*2_j A2 k5* 1) [€2))
3=0
Tozsamos$¢ (33) dowodzi sie w nastepujacy sposoéb:
(zi - A+ gdT) =[i + gdT (zi - A)-1] (zi - A) (35)
(zi - A+ gdT)-1= (zi -A)-1 [i + gdT (zi - A)-1] . O
Tozsamo$¢ (34) wynika natychmiast z wymnozenia réwnania prawostronnie, stro-
nami przez (zi - A). s
Wprowadzmy wielomiany e’ (@) i f” (@) zdefiniowane nastepujaco:
gl @) =514 k_ggT+ zd K_ggth_ o _+da” 5 kw2 _
= zk 1+ e.]Zk 3 + ee= + ef i (36)
F1(@ =zk 1C(2) - e’ (2)A(2) @GN

Pokazemy teraz zwigzek tak zdefiniowanych wielomiandw

FF@ 1 e’ @)

z wielomianami F(z-1), E(z ” danymi roéwnaniem (5). Zauwazmy, ze po wy-
mnozeniu réwnania (5) stronami przez A(z 3) zn+3 ~ otrzymamy réwnanie po-

staci:

F(@

= zk_1C(2) -E@) A@)

G8)

Aby udowodni¢, ze wielomiany F(@ i e’() sa rownowazne wielomianom
wystarczy pokazac¢, ze stopien wielomianu F4# (@) jest roéwny
stopniowi wielomianu F(z), to znaczy wynosi n-1.

E(z) 1 F(2)

Lemat 1: Jezeli stopien wielomianu A(z) wynosi n, to stopien wielomianu

F1(2) wynosi n-1.
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Dowéd: (przy przeksztatceniach wykorzystuje sie tozsamosci (11), (34) oraz

wzor
A(z) = det(zl -A) (€>)]

- wynikajacy z tozsamosci (10)).

F* (z) = zk_1C(2) - E" (z)A(z) = det (zi - A)zk~1[i + dT (zi - A)_19] -
- det(zi -A) ['Z«~1 +dTgzk~2 + ... wWTAk 2g] =
= det(zi -A)dTE£zk-1 (zi - A)-1 -(zk-2i+ zk-3A + ... + Ak_2)Jg =
= det (zi -A)dTAk_1 (zi - A)_1g (40)

Jest to wielomian zmiennej z stopnia n-1.Q

Zauwazmy jeszcze, ze wielomian B(z) Jest stopnia m = n-k.
Wynika to natychmiast ze wzordéw (10) i (13).

Teraz mozemy juz udowodnidé nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4:

Algorytm sterowania otrzymany przez podstawienie do roéwnania (14) oceny sta-
nu pochodzacej z ustalonego filtru Kalmana (réwnanie (32)) jest réwnowazny
algorytmowi Clarke’a, Hastings-Jamesa opisanemu réwnaniem (4).

Dowéd:

Podstawiajac w miejsce 5L do roéownania (14) zaleznos¢ (32) otrzymamy:
ui{A. + b2 + bOdTAk 1 (A - gdT)(zi - A + gdT) bj =

= -yi|b0dTAk_1 [(A - gdT)(zi - A + gdT) \ = d]ll “D
Poniewaz:

(A - gdT) [zi - A * gdT) =z(@zi - A +gdT) 1 -i 42

bQ = d' A tp,

-1
Ui ~+ A 7 gdT) -11]b =

- —yibodTAk_1 {z(zl " A +qgd) 1 43>
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Stad bezpos$rednio otrzymuje sie:

dV -1l - A + qdT) q )
o dR T - A s gaty T @

Teraz stosuje sie przeksztakcenia majace na celu wyeliminowanie parametroéw
zwigzanych z opisem w przestrzeni stanu i zastgpienie ich parametrami zwig-
zanymi z opisem wejsSciowo-wyjsSciowym.

Obliczenie wyrazenia: dTAk ~ (zl - A + gdT)-" g:

i + gdT (zl - A)"Jg = g (na podstawie (11)) “45)
Stad:

[I+ gdT (z1- A)-11 1g = [IIl ©- (46)

dTAK_1(zl - A)"1 g = zk 1. £j|l - E() @n

na podstawie (G4) 1 (36).
Ostatecznie:

dTAk“1(l - A ¢ gdV 1lg =- ( [Z/If(Z-)A(Z> (48)
Obliczenie wyrazenia: dTAk 1(zl - A + gdT)~"b:
ML+ gdT (zl - A) ~Jb = b +g "£EF (na podsta@i®) 49)
-1
Stad, po wymnozeniu lewostronnie przez £1 + gdT (zl - A)-1] mamy :
[ + gdT (@l - A 1 b =0Db - 9 (na podstawie (46)) (50)
d,TAk—I.(z B A)’_lH _ Zk—l Eg_? . ’zk_z'dTb . Zk—3uT,A.o .
¢ dV-2b, = zk- Ff|Fi

(wykorzystano tu definicje opdéznienia - wzor (13)).
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W takim razie:
SN K aeed’s T MRS - T S8 P

- B(z) Elz)
c{z)

wykorzystano tu wzér (47).
Podstawienie zaleznosci (38), (48), (62) do (44) daje:

.= y . (53!
1 zZB@ £(2) + C@ 1

Teraz mozna we wzorze (563) wymnozy¢ licznik i mianownik przez =z n otrz;
mujac wzér (4). W ten sposéb zasadnicze twierdzenie zostato udowodnione.O

7. Réwnania charakterystyczne

Uzywajac rownan w przestrzeni stanu mozna wyprowadzi¢ roéwnanie charakte-
rystyczne przedstawionego uktadu regulacji optymalnej. Wykorzystywac badzit
my réwnania (7) i (8) opisujace obiekt; (31) opisujace TFTiltr Kalmana oraz
(15) opisujace sterowanie. Podstawienie (8 do (15) i (31), a nastapnie (5

do () i1 (@@Bl) prowadzi do wzordéw:

Xi+1 " HIXi 4 H2Xi + hVi >
Xiel = H3Xi + H4Xi + hvi &
gdzie:
H, * A - - b2 2 bdT e. &
A. + bl K
H =- - - 3 bdTAk-1 (A - gdT) ©
A,. *0
H = gdT 2__ bdyvVv &

H - (A- gdT) ——— 2 bdTAK 1 (A - gd1l) &
A.+ b@
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Réwnanie charakterystyczne uk#adu raa wice postac:

zi - H1 _ H2" zl - H + H3 -zi H2 + H
0 = det = det
L - H3 zl - H4 ~ H3 4 | H4
zl - H, + H3 -zi - HQ + H4
= det
0 H3(zi - H1 + H3)-1 (-zi - H2 + H4) + (zi -1

= det | (zi - H1 + H)PB(zi- H; + H3)"1(-zi - H2 + HA) + (zi - »,)]! =

detjtzl - H1 + H3)[-H3 ¢ zi - H4]j
Wykorzystano tu fakt, ze

zl - H H, =zi +H, - H, =zI - A + gdT.

13 2 2

Wynika to z wzoréow (G6) - (B9) .
Z réwnania (@48) wynika, ze:

det(zl - A + gdT) = C(2)

W takim razie otrzymujemy nastepujace rownanie charakterystyczne:

C(z)det (zi - H3 - H ) =3

Na podstawie wzoréw (58), (B9) i1 (61) zachodzi:

det (zi - A + ——2__ bdTAK)

= detr(zl - A 1 + (zi - A)-1 bdTAk
*.¢ b

35

(60)

(CY)

(C)

(CS)

(CD)

(65)

(€6)
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o[}

- ¢ R + b.zkB)I 1)
A*bD L 0 1

Przy przeksztatceniach wykorzystano wzory: (51), (39), (13) i (10). Osta

tecznie réwnanie charakterystyczne ma postac

(68)

Uwaga: Roéwnanie charakterystyczne (68) mozna wyprowadzi¢ takze na innej dro-
dze - piszac transmitancje dyskretng uktadu. Jednakze sposéb przedstawiony
powyzej omija wszystkie niescistosci zwigzane z badaniem stabilnosci ukdadu
na podstawie transmitancji.

8. Zakonczenie

W pracy przedstawiono - dla najbardziej ogélnego przypadku - zwigzki mie-
dzy opisem za pomoca ciagoéw czasowych i korzystajacym z tego opisu algoryt-
mu Clarke"a, Hastings-Jamesa a opisem przy pomocy rownan stanu. Okazuje sie,
ze algorytm Clarke®"a, Hastings-Jamesa jest rownowazny pewnemu szczeg6lnemu
przypadkowi sterowania optymalnego w przestrzeni stanu - sterowaniu w stanif
ustalonym, po zaniknieciu wpdywu warunkéw poczatkowych. Wynik jest analo-
giczny do uzyskanego w pracy [g] - dla algorytmu Astroma. Przy dowodzie roéw-
nowaznosci sterowan stosuje sie przeksztaltcenia macierzowe, ktére pozwalaja
obej$s¢ wystepujace we wzorach odwracanie macierzy. Odwracanie macierzy byto
krytycznym punktem we wszystkich wczeé$niejszych pracach dotyczacych tego
tematu

Zastosowanie opisu w przestrzeni stanu umozliwito stwierdzenie nieréwno-
waznosci algorytméw Clarke”a, Hastings-Jamesa i Kalmana w stanach nieusta-
lonych, co dotychczas nie byto zauwazane.
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CBH3b AJIrOPHTMOB KlJibAPlla, ZACTHHrC-fIHE.IfiOA I liAJIKiAli.l
1IPOBJIEMh! MHHUMMbHO-BAPHAHUHIIHOrO ynPAJUIJSIDLI

Pe3 Due

B pa00Te paccMOipHBaeiCH AHHaiwRecKHii, AHCKpeTHbii+ bo speweHH, JikKHeRHUK
OfibeKT C OAHHM BXOAOU H OAHHM BhUCOAOM, OnHCaHHUS ypaBHeHHHMH :

xi+1l = Axi + bui + gvi @

» dTxi + vi (i)

Uj - ynpaBjieHHe, - nowexK (AMaMimecKRii bo BpeMeHH Oejmil rayccfiBNii rayu),
- BLOCOA, - COOTOAHHe.

Ajr laKoro oOBeKta bboahtch ajiropHTM MHHHMajiH3yioi4Hii KpuTepHii Kawecraa:

Ji = Elyi+k +Ku1] Gii)

k - saAepnKa b KOHType ynpaBJieHHji.

B pafioie AORasHBaeTOJi, rto aJiropHTM mhhhmcuibho—BapiiaunilHoi+ psryAHuHH,
Ha3usaekhiit+ aJiropHTMOM jOitapKa, XaciHHrc-ji*eiiMca asjujeTCH acHMirroTHRecKim
bhaom npeAOiaBAeHHoro ajiropMua, noAyweHHUM b aTore 6ecKOHewHO AJRHHoro
BpeueHH ero AeScfBHa. )J,OKa3aiejii>cTBO ripoBOAHtca vepe3 npeBpaajeHHe aaropuT-
Ma B TpaHCHHraHUHttHEli1 bwa -

B padote 3biBeAeHbt taksce pexnMH CTaOHAbiiooTK aJs aoBunTOTawecKoro aaro-
pHTMa,
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RELATIONSHIP BETWEEN CLARKE, HASTINGS-JAMES AND KALMAN
ALGORITMS FOR MINIMUM-VARIANCE CONTROL PROBLEM

Summary

In the paper a dynamic, discrete - time, linear single-input single-out-
put plant is considered. It is assumed to satisfy equations:
Xi+l = Axi + bui + gvi @
y. = dTx. + v. aayn
where: u”™ - control, - distrubance (discrete time gaussian white noise),
yN - output, - state.

For such a plant an algorithm which minimizes a performance index:

Ji = EQyi+k +~ ui> Gii)

is derived. It is shown that asymptotic form of this algorithm, which is
obtained after infinite time becomes the Clarke, Hastings-James algorithm.
The proof is done by transforming the algorithm into the transmittance form.
Conditions for stability of asymptotic algorithm are also presented.



