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UNIWERSALNOSC MODELI NISKICH RZEDOW
DLA OBIEKTOW CIAGLYCH STEROWANYCH CYFROWO

Streszczenie. W artykule oméwiono wpdyw okresu probkowania na
strukture modelu dynamicznego, liniowego, dyskretnego w czasie dla
obiektow ciagtych sterowanych przez komputer. Pokazano, ze prawiddo-
wo dobrany okres prébkowania prowadzi w praktyce do redukcji struktu-
ry modelu do co najwyzej trzeciego rzedu. Rozwazania teoretyczne
zilustrowano przyktadami symulacji na maszynie cyfrowej.

1 Wstep

Wraz z rozwojem techniki cyfrowej coraz czesSciej spoétyka sie stosowanie
ukkadow regulacji lub kompensacji cyfrowej dla obiektédw ciagtych. W tych
przypadkach dla obiektu ciggtego poszukiwany jest model dyskretny, przy
czym na ogét wyznaczany jest on na drodze identyfikacji eksperymentalnej.
Identyfikacja ta polega na estymacji parametrow transmitancji dyskretnej
toru sterowania wraz z ekstrapolatorem i zespotem elementdéw proébkujacych
(rys, D przy zadanym okresie probkowania sygnatu wyjsciowego i (najczes-
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(@s. 1. Schemat dyskretnego ukdadu sterowania dla obiektu ciggtego
fig. 1. Block-diagram of discrete control system for continuous process

Clej takim samym) okresie nastawy sygnatu sterujacego. Jest rzecza zastana-
Wla.iAca, ze uzyskane na drodze identyfikacji modele dyskretne sa na ogot
niskiego rzedu, rzadko wyzszego niz trzeci, mimo ze obiekt ciagty czesto
Posiada transmitancje wyzszego rzedu. Warto przypatrze¢ sie blizej mechaniz-
mowi powstawania tego zjawiska.
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2. Podstawowe zalezenia

Dla stabilnego obiektu ciggtego o transmitancji

* 0 YU ff o m « M«

-
1
\%

=1
gdzie:
n - stopien mianownika,
si - bieguny transmitancji,
sterowanego w spos6b przedstawiony na rys. 1 poszukiwany jest model dyskret-

ny

H,z-1) = SN | F—— Q2
A(Z )

gdzie:
z-1 jest operatorem o i okreséw proébkowania.

Transraitancje (2.2) mozna uzyskaé z (2.1) za pomocag wzoru

-sT
H@@~1) = z{L1 {~-5s K(s)}t =1Tp} e
gdzie:
Z { } -transformacja Z dyskretnej funkcji czasowej,
} - odwrotna transformacja Laplace®a,
podstawienie t=1Tp pozwala zamienié czas ciagly na dyskretnil
T - okres probkowania,

-sT
1gs P - transmitancja ekstrapolatora zerowego rzedu.

Dla dalszych rozwazah przyjmowane sa nastepujace zatozenia upraszczaja«
() - nastawa sygnatu sterujacego u(i) i prébkowanie sygnatu wyjSciowe?
y (i) wykonywane sa w doktadnie tym samym czasie,

(ii) - w obiekcie nie wystepuje czas martwy albo jest on catkowitg wielo”

krotnoscia okresu proébkowania,
(iii) - stopien licznika transmitancji (2.1) jest nie wiekszy niz stopieii
mianownika,

(iv) - w transmitancji (2.1) nie vrystepuja bieguny wielokrotne,
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) - wszystkie bieguny transmitancji (2.1) sa rzeczywiste,
(vi) - wzmocnienie statyczne obiektu

k = iim K(s) =1
s—»0

Wprawdzie zatozenia (i) i (ii) w rzeczywistym uktadzie na ogét nie sg
spelnione, to jednak niespednienie ich nie ma istotniejszego znaczenia dla
uzyskanych wynikéw. Ich przyjecie natomiast znakomicie upraszcza dalsze roz-
wazania. Przypadki, gdy czas martwy nie jest catkowitg wielokrotnoscia okre-
su prébkowania oraz nastawa sygnatu sterujacego i préobkowanie sygnatu wyjs-
cionego odbywaja sie w réznym czasie, rozpatrzone zostaty szeroko w pracy
Niederlinskiego , gdzie pokazano, ze powoduja one tylko powigkszenie
wielomianu B(z ") o dodatkowy parametr bQ. Zatozenie (iii) oznacza, ze
wobiekcie brak jest idealnego roézniczkowania, co w rzeczywistosci zawsze
wystepuje. Zatozenia (iv) - (vi) przyjeto tylko ze wzgledu na uproszczenie
dalszych rozwazan i ich niespednienie nie ma istotniejszego wpitywu na wnio-
ski koncowe, poza komplikacjag wzorow (2.4) do (2.8).

Przy przyjetych zatozeniach prawdziwe sa nastepujace zaleznosci

K(s) =- F O @.9
1-J @ + sit)
i-1
n . n i
i
Z! iz S 2
Hz_1) = L — —Ifi @.5)
1+~P axz~ I~j" @ Lz i)
i=1 1=1
gdzie:
-T /T.
;=e P 1<1 (2-6)
n
ai = ~x~1 ~i”
1=
n-1 n
az2 Z * iV
1=1 j=i+l
n-2 n-1 n
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Wzmocnienie statyczne modelu dyskretnego opisane jest zalezno$ciag

3. Wptyw okresu proébkowania na strukture modelu

Jednym z podstawowych elementéw projektowania ukdadu sterowania przedsts
wionego na rys. 1 jest wybdér okresu prébkowania T . Znane jest powszech-
nie, wynikajace z prawa Kotielnikowa-Shannona, gérne ograniczenie zakresu
mozliwych do wyboru T . Jezeli natomiast chodzi o dolne ograniczenie, €
czesto mozna jeszcze spotka¢ sie z btednymi pogladami, ze okres probkowani,
powinien by¢ jak najmniejszy, gdyz wtedy obiekt dyskretny jest najbardziej
zblizony swymi whasciwosSciami do obiektu ciggtego. Z punktu widzenia mxli-
wosci identyfikacji parametréw transmitancji (2.5) podejscie to jest calo-
wicie bdedne. Nalezy zwré6ci¢ uwage na fakt, ze zmniejszenie okresu probko«
nia powoduje wprawdzie wzrost wartosci /V az do wartosci bliskich 1, ac
za tym idzie, wzrost bezwzglednych wartosci parametrow a», ale jedoczei-
nie maleja wartosci réznic 1 -A”, a wiec wartosci sum oraz 1 +S,
beda dazy¢ do 0. Moze to by¢ przyczyng istotnych trudnosci w identyfikac;
parametrow wielomianu B(z 2), co w przypadku pewnych algorytméw regulacji
cyfrowej (np- regulacja minimalno wariancyjna), dla ktérych wielomian ten
wystepuje w mianowniku transmitancji regulatora, moze mie¢ bardzo powazne
konsekwencje. Ponadto bardzo niewielkie btedy wystepujace przy identyfika-
cji poszczeg6lnych parametréw moga powodowaé bardzo istotne réznice whasci
wosci wejsciowo-wyjsciowych modelu i obiektu, np. wzmocnienie statyczne t&a
delu moze sie znacznie roé6zni¢ od obiektu,moze wystgpic¢ nieminiraalnofazowol
transmitancji modelu.

Osobnym zagadnieniem jest wpdyw zbyt krotkiego okresu proébkowania na g
be uwarunkowanie ukdadu réwnari wykorzystywanego do identyfikacji. Isermaro
£47] podat nastepujace heurystyczne reguty doboru okresu proébkowania dla
obiektu o transmitancji (2.4)

T = (0.18,...,0.36) . T _
P Ej
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gdzie:
™, = suma statych czasowych mianownika, minus
suma statych czasowych licznika transmitancji, G.2)
Iub
T = (0.09,...,0.18) . Tu @G-3)
gdzie:

Tu - czas ustalania sie odpowiedzi obiektu na skok jednostkowy do 95%
wartosci ustalonej.

Reguty te podane zostaly bez uzasadnienia teoretycznego, ale jak wykaza-
4a praktyka stosowanie ich umozliwia wkasciwy wybdér okresu prébkowania.
Przy takim doborze okresu proébkowania wida¢, ze juz dla inercji czwartego
rzedu, nawet w sytuacji optymalnej, gdy wszystkie state czasowe beda bli-
skie sobie, poszczeg6lne wartosci Tu. beda mniejsze niz C.5, awiec kolej-
ne parametry wielomianu A(z_ ) beda szybko malaty.

W tabeli 3.1 podano wartosci parametrow modelu dyskretnego dla inerc
czwartego rzedu o statych czasowych: T1 =4, T2 =5, = 6, -7
i wybranych zgodnie z reguta (3.1) okresach probkowania T = 4 oraz

Tabela 3.1

Parametry modelu dyskretnego dla inercji czwartego rzedu
o zblizonych statych czasowych

T 4 6
al -1.895 -1.317
a2 1.336 0. 639
a3 -0.415 -0.135
a4 0.048 0.010
b1 0.0070 0.0264
b2 0.0425 0.1210
b3 0.0231 0.0485
b4 0.0011 0.0017
. . 0.074 0. 198
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Tabela 3.2

Parametry modelu dyskretnego dla inercji czwartego rzedu
o statych czasowych 1, 5, 6, 7

TP 3 5
31 -1.857 -1.299
a2 1.175 0.561
a3 -0.271 -0.082
a4 0.011 0.0005
b1 0.0071 0.0338
b2 0.0361 0.1170
b3 0.0152 0.0300
b4 0.0005 0.0004
n

1 +Z ai 0.059 0.181
1-1

Tabela 3.3

Parametry modelu dyskretnego dla inercji o statych
czasowych 2, 4, 6, B

T 4 6
al -1.623 -1.113
az 0.925 0.414
a3 -0.212 -0.057
a4 0.016 0.002
b1 0.0125 0.0436
bo 0.0634 0.1562
b3 0.0277 0.0454
ba 0.0010 0.0010
0. 405 0.246
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JHwida¢ dla = 6 parametry i b4 sa tak mate, ze w praktyce moga
okaza¢ sie nieidentyfikowalne. Pominiecie ich, a wiec redukcja do trzeciego
rzedu, nie spowoduje zauwazalnych zmian we whasciwosciach wejsSciowo-wyjs-
ciowch modelu. Dla = 4 parametr a4 jest wprawdzie okoto pie¢ razy
wiekszy niz dla T =6, ale jednoczes$nie znacznie mniejsze sa parametry
b i b, wiec istnieje mozliwos¢ redukcji stopnia wielomianu B(z_1 )-
Ponadto suma parametréw mianownika jest tak mata, ze np. jednoprocentowa
zmiana wartosci parametru &‘ spowoduje dwudziestopiecioprocentowg zmiane
wartosci sumy.

Karto zwréci¢ uwage na fakt, ze podany przyktad jest bardzo "optymistycz-
ny', gdyz wartosci wszystkich statych czasowych sg do siebie zblizone.
Na og6t jednak wystepuja pomiedzy nimi istotne roéznice.

W tabeli 3.2 podano przykdtad obliczenia parametréw modelu dyskretnego
dla inercji czwartego tzedu, przy czym jedna ze statych czasowych jest znacz-
nie mniejsza od pozostatych. Okres prébkowania wybrano zgodnie z reguta (3.1).
Wtym przypadku prawiddowo dobrany okres prébkowania jest juz tak duzy (co
najmiej trzykrotnie wiekszy od statej czasowej T1 = 1), ze wpdyw na sygnat
wyjsciony modéw o matych statych czasowych jest niezauwazalny. Jak juz za-
znaczono wczesniej, skrocenie okresu prébkowania nie poprawi warunkéw iden-
tyfikacji tego modelu.

Dla uzupetnienia, w tabeli 3.3 podano parametry modelu dyskretnego dla
obiektu wieloinerey ,nego o catkowicie roéznych statych czasowych. Wnioski,
ktore mozna wyciagnac¢, pokrywaja sie z poprzednimi.

4. Wyniki eksperymentéw symulacyjnych

Dla przedstawionych powyzej systeméw dyskretnych przeprowadzono przy uzy-
ciu komputera symulacje obiektu opisanego roéwnaniem réznicowym

y (@) = -ary(i-1) - ... - ady(i-4) + bru-D + ... + bdu(i-4) + e(i)
4.0
gdzie:
e (@) jest dyskretnym biatym szumem o zerowej wartosci Sredniej i warian-
cji K2.

Symulacje przeprowadzono dla u(i) generowanego jako pseudoprzypadkowy
sygnak binarny okresowy i pozioméw zak#6écen N/S = 0.1,...,10. Poziom zak#o-
cenia N/S definiuje sie jako stosunek odchylenia standardowego zakdo6cenia
sprowadzonego na wyjscie obiektu do odchylenia standardowego wyjs$cia obiek-
tu niezakt6conego.

Dla uzyskanych ciagow {u (@)} i |y(i)} o ddugosci N = 100, 500, 2000
Przeprowadzono metodg najmniejszej sumy kwadratéw identyfikacje modeli

y i) = —aty(i-1) - ... - aFi-if) + bu@-1)+ ... + b~u(i-m) “4.2)

dla réznych struktur n, k, m.
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Dla uzyskanych modeli przeprowadzono weryfikacje struktury przy wykorzy-
staniu testu F i kryterium informacyjnego AIC (por. Zakacznik) . W tabe-:
li 4.1 podano przyktadowe wartosci funkcji kosztéw V  (potowa sumy kwadra-|
tow bledéw identyfikacji) oraz Ale uzyskane dla identyfikacji obiektu iner-
cyjnego czwartego rzedu o statych czasowych 4, 5, 6, 7 i okresie proébkowa-
nia TP =4 oraz poziomie zak#écen N/S = 1.

Tabela 41

Wartosci V i AIC dla identyfikacji obiektu z Tab. 3.1 przy N/S=1

N n,"i2,m 2,2.3 3,2.3 3,1,3 41,3 w14 5,1,5
v 0.224 0. 197 0. 197 0.196 0. 196 0.188
100 AIC -301 402 400 -398 -397 -397
v 1.503 1.295 1.295 1.292 1.292 1.200
500 AIC 1840 -1912 -1910 -1909 -1907 -1904
v 6.047 5. 399 5. 364 5. 332 5.332 5.331
2000
AIC 7371 -7596 -7606 -7616 7614 7611

Przeprowadzenie dla podanego przyk#adu wymienionych testéw pokazuje, z
nawet dla tak korzystnego, z punktu widzenia dynamiki, obiektu i bardzo dh-
giej serii pomiarowej w optymalnym modelu wystepuje redukcja stopnia wielo-
mianu B(z 1) do m = 3. Oba testy wskazuja, ze dla krétszych serii po-
miarowych nalezy wybra¢ model o strukturze

y (@) = —aly -0 - a2y(i-2) - "By (-3) + P2u(i-2) + " (-3

a wiec znacznie zredukowanej w poréwnaniu ze strukturg zasymulowanego obiek-
tu. Warto przyjrze¢ sie wartosciom parametréow a”~, bl, b z kolumny pierw-
szej tabeli 3.1. Parametry te sn tak mate, ze w przypadku identyfikacji mo-
delu czwartego rzedu uzyskane oceny odchylen standardowych dla tych parenie-:
tréow byty wieksze od ocen samych parametréw, co w praktyce oznacza, ze nie
posiadaty one ani jednej znaczacej cyfry. Przeprowadzone testy weryfikacji
struktury dla innych pozioméw zakkdécen N/S pokazaty, ze tylko dla bardzo
matych zak#6cen, rzedu 0.1, i niezwykle dtugiej serii pomiarowej (N = 2000)
optymalna struktura modelu odpowiadata rzeczywistej strukturze obiektu.
Dla pozostatych obiektédw przedstawione tendencje do redukcji struktury mode-
lu byty jeszcze bardziej widoczne. W przypadku kroétkich serii pomiarowych i
pozioméw N/S nie mniejszych niz 0.5, dla niektérych obiektédw przeprowadzone
testy preferowaty nawet modele rzedu drugiego.

Nalezy podkresli¢, ze oméwione badania symulacyjne przeprowadzono przy

zatozeniu doktadnej znajomosci ciggow U@} 1 Ay ()F (Scisle méwiagc z



Uniwersalno$¢ modeli.

dok#adnoscig do reprezentacji zmiennoprzecinkowej w komputerze). Tymczasem
«rzeczywistych warunkach, dla przetwornika analogo-cyfrowego 12-bitowego
rnalezy liczy¢ sie z tym, ze dysponowa¢ mozna pomiarami z doktadnoscig do co
najwzej 3 cyfr znaczacych. Powoduje to dodatkowe efekty wpdywajace na re-
dicje struktury modelu. Problemy z tym zwigzane zostaty szerzej omcwione
-

Jezeli jednak zdarza sie czasami, ze w literaturze podawane sg przyktady
eksperymentéw identyfikacyjnych, dla ktérych uzyskano modele wyzszego rze-
d, to najczesciej przyczyn tego nalezy doszukiwa¢ sie w btednym przeprowa-
dzeniu samych doswiadczen.

I tak np. w [5] podano cytowany za Astromem [2] przykdad identyfikacji
sodelu turboalternatora o mocy 50 MW, dla ktérego dla N = 1000 pomiaréw
uzyskano model rzedu pigtego o parametrach toru zterowania

a, =-2.638 - 0.031

a2 = 2.290 - 0.074

a3 = -0.715 - 0.084
a4 = 0.078 - 0.067
0.026
b, =-0.835 - 0.092
b2 = 1.120 - 0.244
b3 = -0.805 - 0.308
b, = 0.599 - 0.250
b5 = -0.080 - 0. 100
5
dk fatwo zauwazy¢, suma parametréw mianownika transmitancji 1 + 370 000(Q),
5 i=1
asuma parametrow licznika b = -0.001, a wiec otrzymany model jest
astatyczny. 5
Tymczasem dla N - 2000 pomiaréw uzyskano model, dla ktérego 1=~ ~ =0.003
-1
axz (;_i bi =70.001, czyli model statyczny o wzmocnieniu -0.33. Jednoczes$nie analiza zer
(=i

*biegundw transmitancji tego modelu pokazauje, ze wystepuja bieguny o war-
tosciach bliskich jednosci (1.000 oraz 0.983) i zero o wartosci 0.999. Po-
wedto uzyskane parametry i b. nie maja ani jednej znaczacej cyfry.
twiosek, jaki mozna wyciagnaé¢ z tego przyktadu, jest oczywisty - eksperyment
identyfikacyjny zostat Sle przeprowadzony. Wybrano stanowczo za maty okres
Prpbkowanla i stad wkasnie tak trudne do zaakceptowania wyniki.
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5. Wnioski koncowe

Przedstawione powyzej rozwazania pozwalaja na sformutowanie pewnej =
dy, nazwijmy ja "zasada nieoznaczonosci'':

- dla obiektu ciggtego wyzszego rzedu sterowanego w sposo6b przedstawiony
rys. 1 nie mozna tak przeprowadzi¢ eksperymentu identyfikacyjnego, ay
uzyskac¢ .odpowiednie pobudzenie wszystkich modéw systemu i jednoczesnie
whasciwe warunki identyfikacji parametrow licznika transmitancji oraz
wzmocnienia statycznego obiektu. Prawiddtowo dobrany okres prébkowania
umozliwia identyfikacje modelu co najwyzej trzeciego rzedu.

Te, sformutowang w sposdb jakosSciowy i moze niezbyt precyzyjny, zsai
potwierdza praktyka identyfikacji obiektédw rzeczywistych. Wyjatek stanot
moga obiekty o wyraznie nietypowej dynamice, dla ktérych trudno jest
mutowa¢ standardowe sposoby postepowania.
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ZALACZNIK

Dla btedu identyfikacji (btedu réwnaniowego, residualnego) okreslonego
réwnaniem

6(i) = y(@) + aty<i-1) + ... + a’yti-n) - "BUGE-"K) - ... -bALCi-m) @D

oblicza sie dla N pomiaréw funkcje kosztéw (strat)

(22)

1=1
Dysponujac modelem M1 o parametrach, dla ktérego obliczono funkcje kosz-
v oraz modelem M2 o p2 parametrach (przy czym p~ > p”), dla ktoérego
many , mozna obliczy¢ zmienng

Dla residuum normalnego zmienna t ma asymptotycznie rozktad Fishera-
Snedecora 0 N-p2 i p~-p” stopniach swobody. Poréwnujac obliczong war-
&€ t z wartoscig t odczytang z tablicy rozkkadu Fishera-Snedecora,
mozemy dla przyjetego poziomu istotnosci, w przypadku gdy t > t° odrzu-
ci¢ hipoteze zerowg o nieistotnosci dodatkowych p2 - p* parametrow wyste-
pujacych w modelu M2. JesSli t < , to przyjmujemy, ze struktura modelu
Ml odpowiada strukturze obiektu (por. £3], £5]) -

Kryterium informacyjne AIC, ktdérego wyprowadzenie przeprowadzit Akaike w
£7]- okreslone jest wzorem

AIC = -21nL + 2p

gdzie: t jest wartoscig funkcji wiarogodnosci dla zidentyfikowanego mode-
Iu, a p 1iloscig parametrow tego modelu.

Wykorzystanie tego kryterium polega na wyborze tego modelu, dla ktérego
AIC osigga minimum.
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yHHBEPCAJIbHOCTb MOfIEJIEIl HH3KOFO nOPH"KA AHH HEIIPEPHBHHX OEBEKTOB
C UHOPOBIIM ynPABIJEIBEIt

P e 3iome

B CTaite oroBopeHO BJiHHHiie nepno.ua onpoOoBaHHa Ha cTpyKiypy AZHHaMHHec-
Kol jiHHeitHoil fl[HcnpeTHOIii no BpeMeHH jiih HenpepuBHtDC ofiBeKTOB ynpaB-
ji-fieMux KOMNnbKlJiepoM. IloKa3aHo, hto npaBHJiBHo noAoCpaHHUE nepHoa onpoCoBaim
Befléi Ha npaKTHKe k yMeHBneraio nopn”~Ka cxpyKTypH TeopeTHHecKHe paccyame-

hhh npoHiuuocxpupoBaHO npHMepaMH CHMyjinuHH Ha 3BM,

UNIVERSALITY OF THE LOW ORDERED MODELS FOR THE CONTINUOUS-TIME
PLANTS CONTROLLED DIGITALLY

Summary

Experimental identification of systems continuous in time controlled by
digital controllers leads usually to discrete-time models of low order
although their real transfer functions have often high order. This paper
analizes reasons of this phenomena. The fundamental assumptions which
enable a computation of the discrete transfer function of the continuous
plant with sampling elements and extrapolator are given. Moreover the ef-
fect of the sampling interval upon a structure of the model is considered.
It has been proved that the sampling interval chosen correctly leads in
practice to the reduction of the structure of the model to the order not
greater than three. This fact is implied by vanishing of the input-output
model affection by the modes connected with small time- constants. The con-
siderations have been illustrated by examples in which the discrete-time
models parameters have been found for different continuous plants of the
fourth order and different sampling interval. Results of simulation expe-
riments are presented also. They are connected with generations of input
and output sequences of the given discrete-time plants for different lewls
of disturbances. The least square identification has been provided for the
obtained sequences and the models parameters have been estimated in diffe-
rent structures. The models have been verified by information criterion
AIC and F-test. The computational results prove the statements that optimal
structures of the models are poorer than the structure of the plants being
simulated.



