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Streszczenie. W pracy przedstawiono wzory na obliczanie wrażli­
wo śći— 5— I— 3— rźędu funkcji układowych (oraz ich modułu 1 fazy) w 
dziedzinie częstotliwości. Uwzględnienie wrażliwości wyższych rzę­
dów pozwala na rozszerzenie kresu górnego wrażliwości małoprzyros- 
towych. Pozwala to na lepszę aproksymację funkcji układowych przy 
większych odchyłkach parametrów.

1. Wprowadzenie

Do analizy zachowania się obwodów przy małych zmianach wartości para­
metrów wykorzystuje się wrażliwości małoprzyrostowe 1 rzędu. Można okreś­
lić ich kres górny [7 , lo]. Przy większych zmianach wartości parametrów 
wykorzystuje się wrażliwości wielkoprzyrostowe. Mankamentem tej metody 
jest znaczny nakład czasu na analizę.

Wykorzystanie małoprzyrostowych wrażliwości wyższych rzędów rozszerza 
znacznie zakres stosowania metod małoprzyrostowej analizy wrażliwośćiowej 
dla większych przyrostów parametrów. Takiemu postawieniu problemu i pró­
bie jego rozwiązania poświęcona jest ta praca.

Wyprowadzono wzory na obliczanie wrażliwości 2 1 3  rzędu efektywną me­
todę obwodów dołączonych w dziedzinie częstotliwości dla liniowych obwo­
dów złożonych z dwójników pasywnych i źródeł sterowanych i niesterowa- 
nych. Podano również wzory na wrażliwości modułu fazy prostych i złożo­
nych funkcji układowych.

Przeanalizowano ile i Jakich dodatkowych obwodów należy rozwiązać aby 
obliczyć współczynniki wrażliwości 2 i 3 rzędu.

Wskazano, na prostych przykładach, na możliwość znacznego zwiększenia 
kresu górnego wrażliwości małoprzyrostowych.

2. Wrażliwości 2 rzędu

Do obliczania wrażliwości 2 rzędu wykorzystano metodę obwodów dołączo­
nych [l, 2, 4, 5, 6, 8j, a uzyskane wyniki dla prostych funkcji układo-
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wych podano w pracach [9 , lo]. Dla przypomnienia podano wzory na wrażli­
wość napięcia wyjściowego układu U0 na zmiany admitancji oraz Yj

quo df i Y i a 2 u o Y i u uouo.i ( 1 )
y2 2 • U- • — 5“  ■ U- UiUiUi U )O O

2
„U0 df YiY 1 6 U0 V j , „  , .O, ,0 ,1 . . ,0,, ,,0,Ji fr,t

V j  "“T  ' ^Yi aYj C i U  +Ui UJUi  } (2)

gdzie
U^. Uj - napięcie na admitancji Y i(Yj) w obwodzie podstawowym,
U ° , U° - napięcie na tych samych elementach w obwodzie dołęczonym,
U° ’1 , U“ '1 - napięcia na Y ^ , Yj w obwodzie podstawowym zasilanym

przez SPM 1 A dołęczonę równolegle do admitancji Y^,
U°'J - napięcie na admitancji Y^ w obwodzie podstawowym zasi­

lanym przez SPM 1 A dołęczonę równolegle do admitancji Y ^ .
Wiadomo, że dla wrażliwości 1 rzędu

U IU I U
s„° ’ s i + 3<3vX1 xi ~xi

gdzie

Uo " l Uo l 8

|u | df X ć)|U |
Sx = |u"~ * T l —  “ wrażliwość względna 1 rzędu modułu napięcia

i I o

U

wyjściowego UQ na zmianę rzeczywistego para­
metru

o df" xi - wrażliwość 1 rzędu fazy napięcia UQ na zmianę
i 1 rzeczywistego parametru xi.

Zależność ta dla wrażliwości 2 rzędu Jest bardziej złożona. Można wykazać 
[10] , że np.

U„ luj . U 2 U |Uj U„
S ° = S 1 “1 - ¿(Q °) ♦ J(Q ° ♦ S ‘ 0lQ x°) (4)
x~ x2 2 xi xf xi xi

gdzie

|u | df . x2 e2 |U |
S 2 = 2 • TCTT '  5 ” wrdi^iwo^^ względna 2 rzędu modułu napię-
xi 0 cxi cia Uo na zmianę parametru x ^ ,
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U 2
Q ? r  1— 2  - wrażliwość 2 rzędu fazy napięcia U na zmianę pa-
x Bxi 1 rametru xt.

Ze wzoru (4) wynika, że

luj U , 2
S 2 * Re(s + l (Qx ) (5)
Xi X1 i

U. u u
Q ° -  Im(s °) -  s' 0 l Q ° (6)2 ' 2' X vxX* x *  X1 X1

Postępujęc analogicznie, uzyskano

UJ x .x ,  VT u j  u u„ u
K J . \  -  j i t f  • )  • o , ; « , ;  W

oraz

0 Uo df _ ® £ ^ _  .  I m ( s Uo ,  _ s l u o l 0 u o _ _ l u o L u o
Xj X̂j 1 J xixJ xi J XJ 1

Dla złożonych funkcji układowych (T ■ KI1,KT ,M,N,Y ,Y ) T ■ 4,u x w0 wy o
gdzie a, b proste funkcje układowe (prędy lub napięcia na wrotach), 
wrażliwości 2 rzędu na zmianę Jednego parametru x^ lub dwóch xlf x.; 
można wyznaczyć z zależności [lo] :

sT2 “ s82 ~ sb2 " s 82S x + (Sx ^  (9)x^ x^ x^ xi xi

ST —̂  ^ sa - Sb - sa Sb - sa sb + 2Sb sb (lO)xJxJ v x±xj x 1xJ xA Xj Xj x ± x Ł Xj

Po przekształceniach [lo] uzyskano wzory na wrażliwości modułu i fazy 
funkcji układowych:

S ^ 1 ■= s |al -  s |b |  -  s j a | sj^b l + ( s l b | ) 2 ( 1 1 )
xf xf xf xi xi xi
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i

( 12)

oraz

i

(14)

Z przeprowadzonej w pracach [lO 1 4] analizy wynika, że do obliczenia
wrażliwości 2 rzędu funkcji układowej na zmianę m parametrów obwodu na­
leży dodatkowo rozwięzać ■ układów równań opisujęcych układ podstawowy 
z wymuszeniami (SPM 1 A) połęczonymi równolegle kolejno do każdego ze 
zmieniajęcych się elementów lub gałęzi sterowanych zmieniajęcych współ­
czynnik sterowania źródeł.

3. Wrażliwości 3 rzędu

Obliczanie wrażliwości 3 rzędu metodę obwodów dołęczonych Jest bsrdzo 
ekonomiczne, wymaga bowiem tylko dodatkowej 1-krotneJ analizy obwodu pod­
stawowego (gdzie 1 - liczba zmieniajęcych się źródeł sterowanych) £lO] 
zasilanego przez SPM 1 A połęczonę kolejno równolegle do gełęzi steruję- 
cej zmieniajęcego się źródła sterowanego.

Wrażliwości względne 3 rzędu funkcji układowej T na zalany parame­
trów xAXjXk zdefiniowane sę następujęco:

(15)

(16)

S.;T
X . X  . X,i J k

df xix ixk
■ r - * » X jBX j t>Xk (17)



Prześledźmy wyprowadzenie wzoru na wrażliwość 3 rzędu prostej funkcji 
układowej , np. T » UQ na zmianę parametru x^ « Y^. Trzecia pochodna 
napięcia Uo podług wyznaczona Jest z zależności
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i 3u0 ®

8 Y i

r^-(2UiU°U°'i) = 2U1uJu°uJ’i + 2UtU°U°'1 ,U°'1 +

+ 2U1U“U“ ,','U

a wrażliwość 3 rzędu

U , Y3 03U Y3

6UiUl (Ui'i^

SJ  - 1  • r  • = 3 *  - OT » i W 1) • (18>Y± O BYj^ o

Oeszcze wyprowadzenie wzoru na wrażliwość 3 rzędu napięcia U0 na zmianę
współczynnika wzmocnienia napięciowego < ws^ 
wego sterowanego napięciem (ŹNSN). Trzecię pochodnę napięcia UQ podług

^ o  a ..0,221, O ,,0 .0,221 s
= ©ws^ liUli 221 li li 22i ^

gdzie [ 8]
0 0 221Uli- U li> u u  - napięcia na gałęzi sterujęcej i-tego ŹNSN kolejno w

obwodzie podstawowym, dołęczonym 1 podstawowym za­
silanym przez SPM 1 A połęczonę równolegle do gałę­
zi sterowanej tego źródła,

0  0  221U22iir'U221 • “ napięcie na gałęzi sterowanej i-tego ŹNSN kolejno w
obwodzie dołęczonym i podstawowym zasilanym przez 
SPM 1 A połęczonę równolegle do gałęzi sterowanej 
tego źródła.

Ponieważ pochodne częstkowe pierwszego rzędu można wyznaczyć [8] z zależ­
ności :

eUll „ ..li 
fwsT = 11 22i

,° ,221
°  11 ..0,221..0,221,11 
0 w s 1 uli 22i
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* i i 0221 ,,0 ,.0,221 
8 w8l " li 221

^ ! i i  , u °  uO.li 11 22i

,.0,221
Ł 221 .,0.221,.0,221.221
E w 9i = Uli 221

więc po przekształceniach i wykorzystaniu zasady międzywzajemności [l, 1<̂  
uzyskamy wzór na wrażliwość postaci:

SU° . i U (2U° ij0 • 221,,O ,221 .0 , O .221,2
«,«3 5  ' Ulil2UliUli 221 221 11 > *"Oj O

♦  ( i 9 )

Wszystkie wzory podano w pracy [lo], niektóre z nich umieszczono w ta­
blicy 1. Analogicznie, jak dla wrażliwości 2 rzędu, wyprowadza się wzory 
na wrażliwości 3 rzędu modułu 1 fazy prostych funkcji układowych (np.
T = UQ ) na zmiany parametrów xiXjX^ i tak fioj

.3 „3
J uol df i  * i  6  l uo l .  _ i  J u o l , A 2  n uon uo

3 “ £ ' ~0-- *  1   " ®^S 3' * 7  Sx
* 1  b U0 0xj * 1  2 xi xi x2 xi

(20)

S 2, 4-,u° l  t> ‘ . . 2 > ° 1 .  , . | s l u» l ( o y
*2XJ 2 l Uol Ć x2 cfcj x2Xj 2 x j  x !

• S i Uo1 • « W  * ° “ ° X  \ °  * « V  < M >i xi xj i j xi x* xj
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Q U0 df 1 p . Im(su0 } . s l-olQ-o . s luol Q “o .
x2Xj 2 1 i ć>x2iXj x2Xj x2 XJ x ixj xi

- = i U o ,» , \  -  s J U o l« US  • X “0 )2  ° .U°  < » )xi i J J x* * X 1 XJ

wreszcie

s lUol df XlX.1Xk a 3 luol . Re(su0 X + s luol 0\ u0 +
x ixJxk IU01 ’ B x i^xJ fixk xixjxk xi ’ xj ‘x k

♦ S |UoIq V °  ♦ S IU° W °  * ^  QU0 *
XJ X1 xk xk x i xk x ixJ xk

Un Un Un U„
+ Qx X Q X + QX X Q X (24>i k XJ XJ k xi

0U° df x x X „ Ial( sU° ) s |Uo1 oU°
xixjxk 1 i k i)xi<)xj xiXJXk xixj * ~xk

- s 1“»1 guo . s luo l 0“ o . s W 0 " o .
x iXkXJ XJ XJXk Xi xi xJxk

XJ xi k k xixJ ■ X 1 XJ k

Wzory dla złożonych funkcji układowych podano w pracy [ l o ] .
Tak więc dla obliczania wrażliwości małoprzyrostowej prostej funkcji 

układowej na zmiany, np. n parametrów metodę obwodów dołęczonych należy 
przeprowadzić analizę:

- obwodu podstawowego N i dołęczonego N° (wrażliwości 1 rzędu),
- n obwodów podstawowych (n 0 '1 , i = l,...,n) zasilanych przez SPM 1 A 

połączonę kolejno równolegle do każdego ze zmieniajęcych się elementów 
Jeśli Jest to dwójnik lub równolegle do gałęzi Sterowanych, jeśli zrais- 
niajęcym się parametrem Je3t współczynnik sterowania źródła starowanego 
(wrażliwości 2 rzędu),

- 1 obwodów podstawowych (gdzie 1 - liczba zmienlajęcych się współczyn­
ników sterowania źródeł sterowanych) 2ssllenych kolejno przez SPM 1 A 
połęczonę równolegle do gałęzi sterujęcych zmieniajęcych się źródeł
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(wrażliwości 3 rzędu) , czyli liczba niezbędnych analiz obwodu do obli­
czenia wrażliwości 1, 2 i 3 rzędu wynosi

N » 2 + n + 1. (26)

4. Zastosowanie

Oak już wspomniano wrażliwości wyższych rzędów mogę być wykorzystane 
również do lepszej aproksymacji funkcji układowych dla większych, niż to 
było możliwe przy uwzględnieniu tylko wrażliwości 1 rzędu, odchyłek war­
tości parametrów obwodu. Przeanalizujemy dokładność aproksymacji modułu 
funkcji układowej T.

Gdy uwzględnione zostanę wrażliwości 1 rzędu wówczas odchyłka

*'4Tl < ' * ! •  (27)
i = 1  1

gdzie
n - liczba parametrów obwodu uwzględnionych przy obliczaniu wrażli­

wości 1 rzędu, 
ti - odchyłka i-go parametru
Po uwzględnieniu wrażliwości 1 1 2  rzędu odchyłka aproksymowana jest 

zależnościę

» I n  - E  ^ i  + E  ¿ s v L v j
1=1 1 i=1 J = i 1 3

(28)

gdzie
m - liczba parametrów obwodu uwzględnionych przy obliczaniu wrażliwo­

ści 2 rzędu, 
t^ - odchyłka J-go parametru Xj.

Analogicznie, gdy uwzględnimy wrażliwości 1, 2 i 3 rzędu
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gdzie ,
o  .  ^iczba parametrów obwodu uwzględnionych przy obliczaniu wrażli­

wości 3 rzędu, 
t, - odchyłka k-go parametru xk#

Na uwagę zasługuje fakt, źe w zależnościach (28) (29) występuję wraż­
liwości modułów funkcji układowych a nie części rzeczywiste wrażliwości 
funkcji układowych.

Analogicznie, jak dla wrażliwości 1 rzędu, można i dla wrażliwości 
wyższych rzędów zdefiniować kres górny wrażliwości małoprzyrostowych jako 
tę wartość odchyłki parametrów, dla której moduł względnej różnicy między 
odchyłkę funkcji układowej aproksymowanej zależnościę (27) (28) lub (29) 
a dokładna wartością tej odchyłki jest mniejszy od zadanej wartości 
e(e = 0,005; 0,01; 0,05; 0,1) [3, 7, lo].

Dla najgorszych warunków pracy (dla wrażliwości 1 rzędu) i równych (co 
do modułów) tolerancyjnych parametrów zależności (27) (28) (29) redukuję 
się do postaci

t , n  - at.

IT I

at + bt .

at + bt*1 + ct^

(30)

(31)

(32)

Aproksymacja odchyłki jest przedstawiona w postaci potęgowego szeregu 
Taylora, więc uwzg lędnienie kolejnego wyrazu rozwinięcia zmniejsza resz­
tę, czyli błęd aproksymacji.

Oznaczmy dokładną wartość odchyłki modułu funkcji układowej przez t°T | 
wówczas kres górny wrażliwości małoprzyrostowych można wyznaczyć z za­
leżności :

‘ 1,1 - r1rl 

tf| r I
(33)

dla wrażliwości 1 rzędu.

i T t
(34)

dla wrażliwości 1 1 2  rzędu

f* t 0 I* IfJ ~ I TI 
to ! 
1 IT I

dla wrażliwości 1, 2 i 3 rzędu.

(35)



Zilustrujmy te wyniki prostymi, dla przejrzystości, przykładami. Bardziej 
złożone podano w pracy [loj.

Przykład 1
Należy określić kres górny wrażliwości małoprzyrostowej dla wrażliwoś­

ci 1, 2 1 3 rzędu oporowego dzielnika napięcia e G j G2 dla najgorszych 
warunków pracy dzielnika (tj = tG1 » t ■» -tQ ■ “ *2^ J®óli napięcie
wyjściowe T » UQ zbierane jest z G2 , t£ « 0 a nominalna wartości pa­
rametrów*: E « 3 V, Gj • 1 S, G2 “ 0,5 S '

Odchyłka napięcia U0 dla najgorszych warunków pracy aproksymowana 
jest zeleżnościę

tu "  (Sg0ti + SG°t2 ) + (s0?*? ♦ sG°G t.t + sU°t|) +
O G 1 1 2 G 2 1 1 2  1 2  G2

♦ s U° t 3 + s U°  t 2t + s U°  t t 2 + s V >  -+ pS1! + r2r 1 2  + %  _2 1 2 + . 3 2
1 1 2  1 2  2

Un Un U- U- u_ „
-  ( s  0  -  s  ° ) t  + ( s  °  + s °  -  s G° G ) t 2  +

G 1 2 G2 G2 1 2

* (<;U° * «5°° c;Uo e U°^ . 3 2 2 2 2 3
+ -3 + Sr .2 _ -2r " _3' " y  * - 5  * + 57 * •

G 1 1 2  1 2  2

Stęd można obliczyć, że kres górny tolerancji t » tg «wynosi:
- dla wrażliwości 1 rzędu t ■ —  3 e,
- dla wrażliwości 1 1 2  rzędu tg « —  sYTef,
- dla wrażliwości 1, 2 i 3 rzędu t ■ —  3 Y I*|Y
W tablicy 2 podano kresy górne tolerancji dla kilku wartości e.

Tablica 2
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|tg| dla wrażliwości rzędu: e = 0,05 e * 0,01 e = 0,05 e « 0,1
1 0,015 0,03 0,15 0,3

1 1 2 0,212 0,3 0,671 0,949
1, 2 i 3 0,513 0,646 1,11 1,393
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Przykład 2
Dzielnik z poprzedniego przykładu zastąpiono dzielnikiem EGC. Nominal­

ne wartości: E = 1 V, G = 1 S, co C = 1 S. Funkcja układowa T = UQ ,
gdzie UQ napięcie na zaciekach kondensatora.

Kresy górne tolerancji i modułu napięcia UQ dla najniekorzystniej­
szych warunków pracy (t « tę ■ ^ilku wartości e podano w ta­
blicy 3.

Tablica 3

|tg| dla wrażliwości rzędu: e = 0,005 e * 0,01 e ■ 0,05 e « 0,1
1 0,01 0,02 0,088 0,16

1 1 2 0,102 0,145 0,31 0,51

1, 2 i 3 0,215 0,27 0,428 0,52’

5. Wnioski

Wykorzystanie wrażliwości wyższych rzędów do zwiększenia dokładności 
aproksymacji lub rozszerzenia przedziału dopuszczalnych odchyłek parame­
trów przy stałym błędzie aproksymacji funkcji układowej budzi, ze względu 
na konkurencyjny w porównaniu z analizę wielkoprzyrostowę czas obliczeń, 
uzasadnionę nadzieję na ich szersze zastosowanie.

Uwzględnianie wrażliwości wyższych, niż 3 rzędów nie wymaga dodatko­
wych analiz obwodu, wydłużaję się Jednak wzory końcowe.
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AHAJ1H3 'iYBCTBHTEJIbHOCTH MAJHX IIPHPAIHEHHii BHCHMX IIQIHAKOB 

P  e  3  jo  u  e

B c i a i b e  n p e f l d a B j i e H  a H a j t H 3  l y B c i B H i e z b H o c z z ,  u e i o A o u  n p a c o e A H H b H H i c c  

o x e n ,  B i o p o r o  h  T p s i b e r o  n o p s A K a .  P a c c M a T p z B a e i c «  n p z M e z e H z e  e r o  k  a H a a z 3 y  

p a 3 f i p o c o B  b h x o a o b  3 A e K T p o H H H x  c x e u .  I l p e A O i a B a e H U  j j H c a e H H i i e  n p a u e p H ,

SOLVING OF HIGHER ORDER NETWORK SENSITIVITIES 
AND THEIR APPLICATIONS

S u m m a r y
In the paper formulas for solving second and third order network sen­

sitivities in the frequency domain and their application to the approxi­
mation of the transfer functions for larger change of parameters are 
given.


