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Stroszczenie. W pracy pokazano, źe stosowana powszechnie w teo- 
rii układów dyskretnych transformacja Z Jest przekształceniem 
Gelfanda w odpowiednio skonstruowanej algebrze 8anacha. Pozwala to 
na zastąpienie transformacji Z ogólniejszym przekształceniem, 
którego właściwości są dowodzone za pomocę aparatu analizy funkcjo
nalnej. Został podany przykład ilustrujący użyteczność takiego po
dejścia.

W teorii układów dyskretnych powszechnie stosowana Jest transformacja 
Z. Posiada ona szereg własności, które są dowodzone na gruncie teorii 
funkcji analitycznych czy rzeczywistych. Artykuł ten ukazuje zwięzek 
transformacji Z z przekształceniem Gelfanda, którego własności można 
badać na gruncie analizy funkcjonalnej. Zwięzek ten pozwala na traktowa
nie sygnałów dyskretnych Jako punktów pewnej przestrzeni unormowanej, w 
której określone jest ponadto struktura algebry. Umpżllwia to wykorzysta
nie zarówno zależności geometrycznych, jak i algebraicznych do dyskusji 
tak złożonych obiektów Jakimi są zbiory cięgów sygnałów dyskretnych.

Konstrukcja pewnej algebry Banacha:
Niech Pp(n + ) będzie zbiorem sygnałów x(n) o następujących właściwoś
ciach

Wstęp

n=0

Określamy w zbiorze Pr(N+ ) następujące działanie:

(x + y ) ( n )  = x ( n )  + y ( n ) (1)

(o tx) (n)  =oc .  x ( n )

/
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Zachodzi ponadto:

^T^|x(n) + y(n)| r_n «= ^^jx(n)| r-n ♦ ^ ~ ’|y(n) | r~n 
n-0 n*0 n«0

Wynika stad, że auaa elementów zbioru Pp(N+ ) jeet także elementem 
tago zbioru. Tok więc pp(N+ ) J«*t przestrzenia linlowę.
Określamy w Pr (N+) następujący funkcjonał II • II r

^~~l |x(n) | r" 
n«0

(2 )

Funkcjonał tan Jaat normę w Pr(N+), gdyż:

1° IIx IIp ■ 0< * x - ^oj

2° «OCX II r ■ II ot II . Il x II r Voce C. x « P r(N+)

3° l|x + y||r «£ II x||r ♦ || y.||r '

Gdy x(n) jaat elaaantaa Pr(N+ ), to x(n)r_n jaat element«« l (n + )
( W .  [2]). Z zupełności przestrzeni (l (n + ), ||. II ) wynika zupełność 
(pr (N+). H.||r).

Wnloaek : Zbiór Pr(N+) z dzlałanieal określonymi wzorami (l) z norma 
okraślon« wzorem (2) Jaat przestrzenia Banacha (Pr (N+ ), 11.11 r). W Pr (N+) 
wprowadzamy mnożenie określona wzorem:

xy(n) ■ YZ x(n - m)y(m) (3)
a e N

Jaat ono odwzorowaniem Pp (N+) x Pp(N+ )—  Pp (N+) , gdyż

y ! I *y(n)| r"n - | YZ x ^n ■ I r ~ n ■*£
n e N n e N m s N

<  Yi v(«> r-" YZ x(n - ■> r' (n"B) ■
M N  n c N

“ ^ — i |y(m)| r“m . YZ |x(n) | r_n.
o « N n € N
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Best ono także przemienne, a ponadto zachodzi:

ll*y|lr «S l|x||r . || y ||r

Mnożenie określone wzorem (3) jest łęczne, liniowe ze względu na keżdy 
czynnik z osobna, rozdzielne i przemienne z mnożeniem przez liczby zespo
lone (własności splotu). Posiada Jedność

(1 dla n > O

O dla n > O

a ponadto ||a||r » 1.

Wniosek i Przestrzeń (Pr(N+), ||.||r) z mnożeniem określonym wzorem (3) 
tworzy komutatywnę algebrę Banacha z jednościę [l] , [3] . Określenie prze
kształcenia Gelfanda w (Pf(N+) , ||.||r).

Definicja t

Przestrzenię pj/r(N+) nazywamy zbiór wszystkich sygnałów, dla których

Sup|x(n)|(i)"n <  + 0» 
neN

Twierdzenie:

Przestrzeń sprzężonę do przestrzeni (Pr (N+), ||.||r) można utożsamić z
przestrzenię (pi/P(N4.)< II* II00)» gdzie ||.|| »  » Sup |x(n) | rn. Ponadto

fl€ N
każdy liniowy funkcjonał zadany na pr(N+ ) określony Jest wzorem:

h(x) « ^ — : H(n) x(n) ■ H'(n)r-n x(n)
n e N n « N

gdzie

H(n)e P ~ r(N+ ), H'(n)c L~<*+ ).

Dowód:

Każdy cięg x(n)r“n Jest elementem L(N+) , a Jak wiadomo [l], [ 2 J  
każdy funkcjonał liniowy zadany ne l(n+) ma postać:

h(x) ■ H'(n)r-n x(n)
n t N+

gdzie H 1 (n) « L0 0 (Nł). Wobec tago H1 (n)r“n e ' co •roćczy dowód.
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Oeżeli x, y Pp(N+) , to

h(x, y) » y  , H'(n)r"n ) ' x(n-m)y(m)
n e N i c N

h(x, y) = y  i , I H 1(n+m)x(n)r”n y(m)r~"
nt N m € N

Funkcjonał tan jest aultlpllkatywny wtedy 1 tylko wtedy, gdy H' (n) s 
L ~ ( N +) spełnia równanie funkcyjne:

H'(m + n) ■ H 1(■) . H'(n) (4 )

Cedynym rozwiązaniem tego równania w L“°(n +) Jest rodzina

H 1 (n) n X c K(0, 1) (5)

lub co Jeat równoważne:

H 1 (n) ■ X ”n z e  C\K(0, 1)

Gest to oczywlate, gdyż w przypadku, gdy | Z | > 1  (dle 5) to wówczae H'(n) 
nie byłby elementem przestrzeni L“" ( n+ ). Można też przeprowadzić bar
dziej formalny dowód.

Wobec powyższego każdy homomorflzm (funkcjonał llniowo-multipllkatyw- 
ny) określony na Pp(N+ ) , taki że

h(x) - y _  X “n r_n x(n) » ^ \  Z~n x(n) 
n e N+ n e N+

można utożsamić z określonym punktem Ze C \ k (0, r) , przy czym zbiór ten 
wyczerpuje wszyatkle tego typu funkcjonały. Przekształcenie Gelfande 
([*] • [3]) elementu x(n) e Pr(N+) ma postać

x(z) = h(x) « y Z-n x(n) , z e  C\k(o, r) 
n e N+

Czyli przekształcenie Gelfanda danego cięgu przyporządkowuje mu Jego 
transformację Z. Przekształcanie Gelfanda Jest tutaj homomorfizmem alge
bry (Pp(N+ ) , || . ||r) na podalgebrze wszystkich ograniczonych C-wartościo- 
wych funkcji zadanych na C \  k (o , r). Przykład zastosowania wyprowadzo
nych zwięzków:
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Twierdzenie :

Dis każdej transformaty Z istnieje Jednoznacznie wyznaczalns trans
formata odwrotna określona wzorem:

x(n) > -i x'n^(z), n € N .n i +

Nie istnieje dwe różne cięgi |xn | 6 Pr^N-t̂ posladejęce tę se*ę trans
formatę Z.

• °} ‘ i0}
algebra (Pr(N4 ), ||.||r) Jest algebrę półprostę [lj , [3].
Ne mocy odpowiedniego twierdzenia analizy funkcjonalnej [lj odwzorowania 
x — x(z) dla Z e C \ K ( 0 , r )  Jest izomorfizmem, dbu.

Wnioski :

Dzięki interpretacji transformacji Z Jako przekształcenie Gelfanda 
możemy w teorii układów dyskretnych stosować eparat analizy funkcjonal
nej, co może znaczisie wzbogacić arsenał środków dostępnych przy analizie
czy syntezie układów dyskretnych,
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Dowód¡

Ponieważ:

Ker ( J * .  (x e P (N ) : A i (Z)
r ł Z € C \ K ( 0 , r)

Wpłynęło do redakcji dnia 2 maja 1984 r.
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AHCKPETHbM AHCAMEJlb yCTPOHCTB HA OCHOBAHHE 

EAHAXOBHX A JirE E P

P e 3 lo m e

B p a 6 o ie  noKasaHO, n o  npHMeHaeMaa BoeoCme b TeopHH AHCKpeiHHX ycxpoitciB  
TpaHO(J)opMaiiHa Z flBJtaeicfl npeo6pa30BaHHeii rejih ijiaiaa b ajirefipe EaHaxa. 3to 
no3BajiseT Ha 3aMeHy TpaHC<J>opMamiH Z fiojiee oCibhm npeo6pa30BaHHeu, CBoftCTBa 
KOToporo flOKa3HBajoicH npa noMOHH a n n a p a ia  tJjyHKHHOHajibHOro aaajiH 3a. HpuBeAeH 
npHMep HajaooipHpyiomHfi npHroAHOCTt TaKoro noAxo^a.

DISCRETE REPRESANTATION OF SYSTEMS BASED 
ON BANACH ALGEBRAS

S u m m a r y

In the paper it has been proved that the well known discrete Z trans
form is the Gelfand transform in a Banach algebra. The Z transform may 
be substituted by the more general transform whose properties are derived 
using functional analysis. The example has been given to present advan
tages of this approach.


