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OYSKRETNA REPREZENTACJA UKLADOW
W OPARCIU O ALGEBRY BANACHA

Stroszczenie. W pracy pokazano, ze stosowana powszechnie w teo-
rii uktadéw dyskretnych transformacja Z Jest przeksztatceniem
Gelfanda w odpowiednio skonstruowanej algebrze 8anacha. Pozwala to
na zastapienie transformacji Z og6lniejszym przeksztakceniem,
ktérego wkasciwosci sa dowodzone za pomoce aparatu analizy funkcjo-
ga!nej. Zostat podany przykdtad ilustrujacy uzyteczno$¢ takiego po-

ejscia.

Wstep

W teorii uktadow dyskretnych powszechnie stosowana Jest transformacja
Z. Posiada ona szereg wkasnos$ci, ktore sa dowodzone na gruncie teorii
funkcji analitycznych czy rzeczywistych. Artykut ten ukazuje zwiezek
transformacji Z 1z przeksztatceniem Gelfanda, ktérego whasnosci mozna
bada¢ na gruncie analizy funkcjonalnej. Zwiezek ten pozwala na traktowa-
nie sygnatow dyskretnych Jako punktéw pewnej przestrzeni unormowanej, w
ktérej okreslone jest ponadto struktura algebry. Umpzllwia to wykorzysta-
nie zaroéwno zaleznos$ci geometrycznych, jak i algebraicznych do dyskusji
tak ztozonych obiektéw Jakimi sa zbiory ciegéw sygnatéw dyskretnych.

Konstrukcja pewnej algebry Banacha:
Niech Pp(n+) bedzie zbiorem sygnatéw x(n) o nastepujacych wkasciwos$-
ciach

n=0
Okreslamy w zbiorze Pr(N+) nastepujgce dziatanie:
(x +y)(n) =x(n) + y(n) (€))

(otx)(n) =oc. x(n)
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Zachodzi ponadto:

ATAIx(n) + y(n)] r_n«= A jx(n)] r-n ¢ ~~"ly(n) |r~n
n-0 n*0 n«0

Wynika stad, ze auaa elementéw zbioru Pp(N+) jeet takze elementem

tago zbioru. Tok wiec pp(N+) J«*t przestrzenia linlowe.
Okreslamy w Pr(N+) nastepujacy funkcjonat Wellr

A~=1x(n) | r* (2)
n«0

Funkcjonat tan Jaat norme w Pr(N+), gdyz:
1° lixlp m 0<* x - "oj
2° «CXUr m Botl . Exlir Voce C.x«Pr(N+)
3° Ix+ ylIr <€ IX]|r ¢ JlyIr *

cdy x(n) jaat elaaantaa Pr(N+), to x(n)r_n jaat element«« 1 (n+)
(W. [21)- Z zupei#nosci przestrzeni (1 (+), |I-B ) wynika zupednosé

(pr (N+). H.]Ir).
Wnloaek : Zbiér Pr(N+) =z dzlatanieal okreslonymi wzorami (I) z norma

okraslon« wzorem (2) Jaat przestrzenia Banacha (Pr(N+), 1lr). W Pr(N+)
wprowadzamy mnozenie okreslona wzorem:

xym) = YZ x(n - my(m ®
aeN

Jaat ono odwzorowaniem Pp(N+) x Pp(N+)-— Pp(N+), gdyz

y Hi*y(n)] r''n - |YZ X~n = Ir~n mw¢

neN neNmsN

< Yi v(«> r-" YZ x(n ~w> r"(n"B) =
M N

ncN

“A_ iy rem . YZ Ix(n) Ir_n.
N n€N

0 «
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Best ono takze przemienne, a ponadto zachodzi:
IFY|Ir«<S Idir - By Iir

Mnozenie okreslone wzorem (3) jest #eczne, liniowe ze wzgledu na kezdy
czynnik z osobna, rozdzielne i przemienne z mnozeniem przez liczby zespo-
lone (whasnosci splotu). Posiada Jednosé

dla n >0
dla n >0
a ponadto |Jallr » 1.

Wniosek i Przestrzen (Pr(N+), |l-llr) z mnozeniem okreslonym wzorem (3)
tworzy komutatywne algebre Banacha z jednoscie [1], [3] . Okreslenie prze-
ksztakcenia Gelfanda w (PF(N+), |l-lIr)-

Definicjat

Przestrzenie pj/r(N+) nazywamy zbidr wszystkich sygnatéw, dla ktoérych

Sup[x(n)[(i)"n< + 0»
neN

Twierdzenie:

Przestrzehn sprzezonedo przestrzeni (Pr(N+), |l.llr) mozna utozsamic¢ z
przestrzenie (pi/P(N4.)< IFFID0)» gdzie |||l » »i%%|x00 | rn.Ponadto

kazdy liniowy funkcjonat zadany na pr(N+) okreslony Jest wzorem:

h(xX) « ~= 2 H(M) x(n) = H*(n)r-n x(n)
neN n« N

gdzie

H(n)e P~r(N+), H*(n)c L~<*+).

Dowéd:

Kazdy cieg x(n)r“n Jest elementem L(N+), a Jak wiadomo [I], [2J
kazdy funkcjonat liniowy zadany ne [I(n+) ma postac:

h(x) = H*(n)r-n x(n)
nt N+

gdzie H1(n) « LOO(N+#). Wobec tago HI1(n)r“n e " co eroéczy dowdd.
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Oezeli x, y Pp(N+), to

h(x, y»y SH'(m)r'n ) x(n-m)y(m)
neN icN

h(x, =y i LH1(n+m)x(n)r”’n y(m)r~"
ntN m€N

Funkcjonat tan jest aultlpllkatywny wtedy 1 tylko wtedy, gdy H" (n) s
L~(N+) spednia réwnanie funkcyjne:

H*(m + n) m H1(m) . H"(n) @)
Cedynym rozwigzaniem tego réwnania w L“°(n+) Jest rodzina

H1(n) n X ck(, 1) ®
lub co Jeat réwnowazne:

H1(n) =X ”n ze C\K(O0, 1)

Gest to oczywlate, gdyz w przypadku, gdy |Z|>1 (dle 5) to wéwczae H"(n)
nie bytby elementem przestrzeni L“'(n+). Mozna tez przeprowadzié¢ bar-
dziej formalny dowéd.

Wobec powyzszego kazdy homomorflzm (funkcjonat Ilniowo-multipllkatyw-
ny) okreslony na Pp(N+), taki ze

h(x) - y_ X “n r_n x(n) » ~\ Z~n x(n)
ne N+ ne N+

mozna utozsami¢ z okreslonym punktem Ze C\k(@, r), przy czym zbiér ten
wyczerpuje wszyatkle tego typu funkcjonaty. Przeksztatcenie Gelfande
([*1 = [3]) elementu x(n) e Pr(N+) ma postac

xX(2) = h(x) «y Z-n x(n) , ze C\k(o, 1)
ne N+

Czyli przeksztaktcenie Gelfanda danego ciegu przyporzadkowuje mu Jego
transformacje Z. Przeksztakcanie Gelfanda Jest tutaj homomorfizmem alge-
bry (Pp(N+), I-1Ilr) na podalgebrze wszystkich ograniczonych C-wartos$cio-
wych funkcji zadanych na C\ k(@ , r). Przyktad zastosowania wyprowadzo-
nych zwiezkow:
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Twierdzenie :

Dis kazdej transformaty Z istnieje Jednoznacznie wyznaczalns trans-
formata odwrotna okreslona wzorem:

x(n) > ﬁii x"n™(z), ne€nN, .
Nie istnieje dwe rozne ciegi |[xn]|6 PrAN-t* posladejece te se*e trans-
formate Z.
Dowdd

Poniewaz:
Ker (3J*. (x eP (N ) :A i©® ® c =
r + Z€ C\K(0,n c} Q

algebra (Pr(N4), ||-lIr) Jest algebre poétproste [1j , [3]-

Ne mocy odpowiedniego twierdzenia analizy funkcjonalnej [lj odwzorowania
x— X(z) dla ZeC\K(O0,r) Jest izomorfizmem, dbu.

Wnioski :

Dzigki interpretacji transformacji Z Jako przeksztatcenie Gelfanda
mozemy w teorii uktadéw dyskretnych stosowaé eparat analizy funkcjonal-
nej, co moze znaczisie wzbogaci¢ arsenat Srodkéw dostepnych przy analizie
czy syntezie uktadéw dyskretnych,
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AHCKPETHbM AHCAMEIJIb yCTPOHCTB HA OCHOBAHHE
EAHAXOBHX AJIrEEP

Pe3lome

B pa6oie noKasaHO, no npHMeHaeMaa BoeoCme b TeopHH AHCKpeiHHX ycxpoitciB
TpaHO(@)opMaiiHa z fIBJtaeicfl npeo6pa30BaHHeii rejihijiaiaa b ajirefipe EaHaxa. 3to
no3BajiseT Ha 3aMeHy TpaHC<J>opMamiH 2z fiojiee oCibhm npeo6pa30BaHHeu, CBoftCTBa
KOToporo flOKa3HBajoicH npa noMOHH annapaia tJjyHKHHOHajibHOro aaajiH3a. HpuBeAeH
npHMep HajaooipHpyiomHfi npHroAHOCTt TaKoro noAxo”a.

DISCRETE REPRESANTATION OF SYSTEMS BASED
ON BANACH ALGEBRAS

Summary

In the paper it has been proved that the well known discrete Z trans-
form is the Gelfand transform in a Banach algebra. The Z transform may
be substituted by the more general transform whose properties are derived
using functional analysis. The example has been given to present advan-
tages of this approach.



