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Streszczenie. W  pracy sformułowano teorię niejednorodnych linio- 
wych obwodów o parametrach rozłożonych z użyciem równań funkcyj­
nych. Podano ogólne rozwięzania równania funkcyjnego obwodu. Na­
stępnie rozpatrzono obwody kawałkami różniczkowalne, kawałkami Jed­
norodne, kawałkami analityczne. W tych przypadkach równanie funk­
cyjne sprowadzono do równań całkowych obowięzujęcych na kawałkach. 
Podano rozwięzanie tych równań całkowych metodę perturbacyjnę, me­
todę kolejnych przybliżeń i metodę szeregów potęgowych. Zapropono­
wano też metodę faktoryzacji równania funkcyjnego.

Na rysunku 1 pokazano czwórnik sku­
piony, w którym wektor napięcie - pręd 

v 1 jest zwięzany z wektorem napięcie - 

pręd odwzorowaniem afinicznym

(A,a):

m (a ,b )v 2 - Av2 + a (l)

Odwzorowanie to składa się z macierzy łańcuchowej A i wektora źródeł a. 
Czwórnik nie zawierajęcy źródeł autonomicznych ma zerowy wektor źródeł i 

będzie nazywany bezźródłowym. Jednostkowe odwzorowanie afiniczne ma pos­
tać (i,®), gdzie I Jest maclerzę Jednostkowę. Złożenie odwzorowań 

afinicznych, odpowiadajęce kaskadzie czwórników, odbywa się według wzoru:

(Aj.aj)'®" (A2 ,a2 ) = (a 1A2 , A ±a2 + a ^  (2)

2. Równania funkcyjne linii

W pokazanym na rys. 2 odcinku, linii operator afiniczny więżęcy napię­
cie i pręd w miejscu x z napięciem i prędem w miejscu y zależy od 
pary (x ,y), 0 < x < y < l t

1. Czwórnlki skupione

(A, a)

< ’] V2
= u 2 

l2J
Rys. i. Czwórnik skupiony
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v(x) = “ ] ( * )  \i(y) = “ ]  (y) (A,a) (x,z)
 A ______

x y

Rys. 2. Odcinek linii

(A,a) (x,y) (A.a) (y,z) ^

x y Z

Rys. 3. Dwa przylegające odcinki

v(x) » (A,a)(x.y)v(y) ■ A(x,y)v(y) + a(x,y). (3)

Kaskada widoczna na rys. 3 prowadzi bezpośrednio do równania funkcyjnego, 

w którym niewiadoma Jest operator afiniczny odcinka linii zawartego mię­

dzy przekrojami x,y:

(a ,a)(x,z) « (A,a)(x,y) o (A,a)(y,z), (4 )

gdzie x y z.
Sformułujemy podstawowa własność równania"(4). W tym celu dokonamy 

tzw. regularnego podziału linii dzieląc Ję na skończony cięg rozłącznych,
przylegających do siebie 
otwartych odcinków A k< 

k - i,2,... (rys. 4). Symbo-

^k-1 V 1

Rys. 4. Regularny podział linii

lami t)A k , A k c), ć)A|(ć) ozna* 

czymy brzegi odcinka A k od­
powiednio: lewy, prawy i obu­

stronny. Przez A k (x ) ozna­

czać będziemy odcinek, do 

którego należy x.

Niech x,y,z « A k i niech (A,a)k (x,y) spełnia równanie funkcyjne (4) - 

powiemy też, że funkcja (A,a)k (x,y) spełnia równanie (4) na odcinku 

Wówczas funkcja

(A,a)(x.y) i (A.a)k(x)(x, A ^ x)) ° (a ,a) [k(x)łl] ( 3 A [ k(x] +1j ) ° ...

o ( A ,a ) [k(y)-i]{̂ [ k (y )-i])° (A.a)k(y)( i ó k(y).y) (5)

jest rozwiązaniem równania (4).
Założenie operatorów afinlcznych dane wzorem (2) rozbija równanie (4) 

na dwa równania funkcyjna

A(x,z) » a (x ,y) A(y,z)

a(x,z) » a (x ,y) a(y,z) + a(x,y).

(6a)

(6b)

I
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Widać, że równanie (6a) Jest niezależne od (6b). Dlatego równanie (6a) 
odgrywać będzie dalej rolę zasadniczę.

Ze względów praktycznych dużę rolę odgrywaję linie kawałkami różnlcz- 

kowalne, tj. takie dla których istnieję regularne podziały na odcinki 4 k# 

na których funkcje (A,a)k (x,y) sę różniczkowalne, Różniczkujęc wówczas 

równania (6) na odcinku 4 k podług z w punkcie z = y otrzymamy:

sę tzw. tworzącymi macierzy A k (x,y) i źródła ak (x,y), będziemy też mó­

wili: tworzącymi na odcinku A  k. Tworzące reprezentują rozkłady parame­

trów i źródeł autonomicznych wzdłuż linii, dlatego uważamy je za znane w 

procesie analizy obwodu. Funkcje A k (x,y), ak (x,y) możns wyznaczyć przez 

rozwiązanie równań różniczkowych (7) przy warunkach początkowych

Rozwiązanie równanie funkcyjnego (4) dla funkcji kawałkami różniczkowal- 
nych ma postać:

Powróćmy do równań (7a,b) dla odcinka 4 k . Jeżeli znajdziemy rozwiązanie 

równania (7a) , to rozwiązanie równania (7b) można określić wzorem

A k,y^*'y  ̂ = A k (x,y )Hk (y) (7a)

8 'k , y ( x . y ) - A k (x,y)hk (y) (7b)

gdzie

(8a,b)

A k (x,x) - I, ak (x,x) »© (9a,b)

(a ,a)(x,y)

o ( A -a)k(y)( 8 4 k(y)'y) ( 10 )

V

( 11)
x \

Odcinek 4 k nazwiemy wzajemnym. Jeżeli nie zawiera on rozłożonych źró­

deł sterowanych, tj. gdy macierz ma strukturę
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M y )  = (y) ( 12)

gdzie Z k i Y k to impedancja podłużna i admitancja poprzeczna odcinka 

na jednostkę długości. Źródła sterowane rozłożone zapełniają miejsca ze­

rowe w macierzy (12). Z tożsamości Oakobiego dla równania (7a) wynika, że 

dla odcinka wzajemnego

|A k (x.y )| = ex
JF trh (P ] d3

(13)

3. Linie z nieznaczna niejednorodnością

Rozważmy odcinek linii, na którym istnieje tworząca H + EF(x) , gdzie 

H Jest stałę macierzowę, a £ małym parametrem. Równanie różniczkowe 

(7a) na tym odcinku przyjmuje postać:

A'y (x,y) = A(x ,y) [h + £ F(y)] . (14)

Równanie to doprowadzimy do równania całkowego Volterry:

A(x,y) = e (y_x)H + £ j łA(x,x+^) F(x+^)e(y-X_S )Hd§ (15)
0

Stosujęc metodę perturbacyjną poszukujemy rozwiązania równania (15) w po­

staci szeregu potęgowego parametru:

A(x,y) = [i + £ A 1(x,y) + £ 2A2 (x,y) ♦ ---] e (y_ x )H (1 6 )

Podstawiając funkcję (16) do równania (15) łatwo otrzymuje się formuły 

rekurencyjne dla macierzy A (x,y):

y-x

A n* l ( x 'y) * /  A n ( x 'x+P °  ^ F(x+S )e"^Hd^' (l7)
0

A 0 (x -y) =



Poszczególnych funkcji An (x,y) będziemy poszukiwać w postaci szeregów

Równania funkcyjne w teorii układów...________________________________________ i43

A n (x,y) = (y-x)n ^  (y-x)m An m (x) (18)
m =0

W tym celu rozwinięto w szereg potęgowy funkcję 

F ( x * p =  FQ (x) + ^ F 1 (x) + J 2 F2 (x) + ----

(19)

Fn (x> ■ ńT  [F(n)<x+^ ]  5 = 0

Korzystając ze wzoru 9akera - Campbella - Hausdorffa [2]

eA Be"A = B + QA,B ] + |[A,[A,B]] + y y [ A , [A . [A , 3]] ] + ...

gdzie

[a ,b ] = a b  - b a

Jest komutatorem macierzy, mamy kolejne rozwinięcia:

e!H F0 (x)e"3H = Fq (x ) + 5 [ h ,F0 (x )] + * ^ 2 [H . [H , FQ (x)] ] +

♦ 3 r 3 3 tH -CH,QH,F0 (x)]] ] + ...
+ ^ 2 [H.F1 (x )] + 5-^3[h ,[h ,F1 (x )] ] +

♦ 3t 5 4 [h.[h.Ch.f1(x)]]] + ... 

e'SH5 2 F2 (x)e'5H = 5 2 F2 (x) ♦ J|3 CH , F2 (x > ] ♦ j J 4 [h,[h,F2 (x)]] *

♦ 3T ^ 5 tH.[H,[H,F2 ( x ) ] ] ] ł ...

Po zsumowaniu powyższych wzorów otrzymujemy rozwinięcie

etHF(x+5)e"3H » Q0 (x) + | 0 1 (x) + 5 2Q2 (x) + ... (20)
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gdzie

Oo (x) = Fo (x)

(x) » [ h .Fq (x )] + Fx (x)

Q 2 (x ) - |[H.tH,F0 (x)]] 4 [H,F1 (x): + F2 (x )

Qj ( x ) -  5 j [ h , [ h , [ h . f 0 ( x ) JJ ]  4 5 [ h , [ h , f 1 ( x ) ] ]  4 [ h , f 2 ( x )]  4 f 3 ( x ) 

Zanim skorzystamy ze wzoru (17), trzeba wymnoiyć szeregi (18) i (20)i

An ( x , X 4  $ ) e * HF ( x 4 ] p e “ 3 H >

■ 1 n £ 5 " A n . (x>[Qo(x) + W X > + ”
m*0

“ S nAn o (x)Qo (x) + S n+1[A n l (x)Qo (x) + A n o (x)Ql (x)] +

+ S n+2[A n 2 (x)Qo (x) + A n l (x)Qi*x) + A n o (x)Q2 (x)J + *'*

Wzór (17) daje

( 21)

A n+ i(x .y) ■ (y-x )
n4l

T r T T  An o (x) Q o (x) +

+ (Y-x)iTT-5[A n l (x) Q o (x) + A n o (x) Q l (x)] +

+ (Y-x)2 irr-s[A n 2 (x) Q o (x) + A n l (x) Q l (x) +

+ An o (x) Q 2 (x)3 +

Stęd łatwo określić wzór rekurencyjny dla macierzy - współczynników sze­

regu (18) :

An4l,m(x) = — Ł T T i E  A n.m-p(x> Q p (x> ■ 
p*0

(22)

przy czym

A q o (x ) ■ I, A o m (x ) =  ® » dla m >  0.
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4. Linie kawałkami analityczne

Linię kawałkami analityczna nazywamy linię, dla której istnieje podział 

regularny taki, że na poszczególnych odcinkach tego podziału istnieje 

tworzęca rozwijalna w odpowiednio zbieżne szeregi potęg przyrostów argu­

mentu x. Weźmy pod uwagę odcinek A  linii, na którym istnieje tworzęca 

H + F(x), gdzie H Jest macierzę niezależna od x.

Równanie (7a) ma w tym przypadku postać:

Ay(x,y) - a (x ,y )[h + F(y)] (23)

Równanie (23'' łatwo doprowadzić do równania całkowego Volterry:

A(x ,y) - a (y~*)H + J a ( x , x+ $) F ( x+ £) e^y'x" ^ )Hd^ (24)

O

Rozważmy równanie (24) z punktu widzenia zasady odwzorowań zwężających. 

Niech <8 będzie takim ciągłym operatorem przekształcającym przestrzeń me­

tryczna R  w siebie, że pewna Jego potęga 3) = $ n Jest zwężeniem, wów­

czas równanie

X - 3 ( x )

ma w i* Jednoznaczne rozwiązanie. Iatotnie, niech X będzie punktem sta­

łym operatora S) , tj. 3) (x) n X.

Wtedy

s  (x) « <8[£)k (x)] -2)k [ S  (x)] = 2)k (xo )—  x , (k-~°°)

ponieważ operator 3) jest zwężeniem i dlatego cięg 

5)(x0 ), 2)2 (x0 ), i)3 (xo ),...

dla dowolnego XQ « R  dąiy do punktu stałego X operatora 3). Zatem 

3(x) = x. Ten punkt stały Jest Jedyny, gdyż dowolny punkt stały względem 

¡j Jest stały również względem operatora zwężającego 3  > dla którego 
punkt stały może być tylko Jeden. Niech

[3(A)] (x,y) - e (y-x)H + Vj  a(x.x+$T F ( x+| )  e (y-X" ? )Hd^ (251
O

Oest to więc operator równania (24). Zbadamy i8tnienie i jednoznaczność 

rozwięzania równania (24) w przedziale: x,y t A  .
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Metrykę wprowadzimy następujęco:

p(A,,A,) - max ÜAjfxiy) - A (x,y)| 
x . y « A

gdzie li • II Jest zwykłę normę macierzy A  ■ [ 8 ij]' “ 11 ,N

IX

“ "a* X > t1|.

Wykażemy, że pewna potęga operatora (25 ̂ Jest zwężeniem:

U [SÍAj^líx.y) - [ 3 (a 2 )] (x  ,y) || -

' 7  0

y-x

J  [Ajíx.x+J) - A^x.x-t-^)] F(x+^)e^y_x”P Hd£

<u(y-x) max I A,(x,y) - A_(x,y)|| ■ u(y-x) p(A,,A_), 
4 x,yc¿ "

gdzie

p. max || F(x)e(V-x)HIL 
x,y « 4

Stęd

2

Z a t e m :

(A1 )](x,y) - [ ^ ( A g ) ]  (x,y)||^ p 2 p ( A ltA 2 )

[3°(Ai)]('l*y) - [ 3 n (A2 >] t‘n f,Łn ^ n p ( A ltA 2 >

gdżle IA I oznacza długość odcinka A . Wynika stęd, że zawsze można wy­
brać na tyle duże n, aby

(/X|A|)n _ .
— n f -  *■ 1 -

Czyli 3n Jest zwężeniem i równanie (24) posiada Jednoznaczne rozwlęza- 
nle, które Jest granicę cięgu danego wzorom:
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A n+i (x ,y) - e (V-x)H + Vj  An (x .x+p  F(x+$) e (V-x- P Hd^ (26)

O

W celu dalszej analizy równania (24) wprowadzimy pojęcie szeregu abso­

lutnie <1 - zbieżnego. Szereg

O O  _
i :  * v
n =0

(27)

gdzie A n sę stałymi macierzami, nazywamy absolutnie <J - zbieżnym. J e ­

żeli istnieje taka liczba 6 >  0, że dla każdego |x| <  cl szereg liczbowy

£ ] M n ||An || <2 8 >
n=0

jest zbieżny. Szczególnym przypadkiem jest szereg absolutnie zbieżny, dla 

którego przy wszystkich x szereg (28) Jest zbieżny. Łatwo przekonać 

się, że szeregi

ex A , cos(xA), sin(xA)

sę przykładami szeregów absolutnie zbieżnych. Oczywiście wielomian

A_ + XA. + ... + X ° A  ,o i  n

Jest szeregiem absolutnie zbieżnym. Niech szeregi

n=0 n=0

będę absolutnie ó - zbieżne. Zbadajmy iloczyn sum częściowych: 

N N N N 2N

E  E  ■ i :  E  ■ E  - V
n»0 m«0 n=0 m*0 n«0

gdzie

n

C * S  A B .  n / .i n-p p
p=0
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Zachodzi nierówność

2N 2N n 2N n

E l x | n |Cn || - E |x|n| l E A n-pBp H X > n X > n -
nnO n«0 p=0 n=0 p=0

2N n N N

E lx|nE i i An-piniBpii = E E |x,n+>niinB«J ■
n«0 p«0 n=0 m*O

- E ix|niAni i E |x|"iiB™11,
n*0 m =0

z której wynika, że iloczyn absolutnie <J - zbieżnych szeregów również 

Jest absolutnie <5 - zbieżny.
Załóżmy teraz, że macierz F ( x + P  rozkłada się w absolutnie 6 -  zbież­

ny szereg (19). Szereg ten pomnożony przez absolutnie zbieżny szereg funk­

cji e^y-x"S^H daje w  wyniku szereg absolutnie ó  - zbieżny. Przyjmujęc 

Ao (x,x+J) s i i całkując otrzymamy A 1 (x,y) w postaci absolutnie <5 - 

zbieżnego szeregu potęg (y-x). Z drugiej strony łatwo zauważyć, że ope­

rator (25) przekształca absolutnie 6  - zbieżny szereg potęg (y-x) w 

absolutnie <T - zbieżny szereg tych potęg. Na zasadzie indukcji wynika 

więc ze wzoru (26), że równanie (24) ma Jednoznaczne absolutnie - zbież­

ne rozwiązanie. Przyjmując

A0 (x.y) - e(y-x>H 

i stosując iteracje (26) otrzymamy

A^(x ,y) - e (y“x)H ♦ J* e5H F(x*$).(y-x-$>H«ę - 
0

-[i + (y-zJPjjiz) + (y-x)2 P12(x) + ...] e ŷ_x Ĥ - 

- P^.y) .(y-^H,

gdzie Pj^.y) Jeet absolutnie d - zbieżnym szeregiem potęg (y-x). 

Podstawiając do wzoru.(26)

pBpl

An (x.y) - Pn (x,y) e (y-x)H,
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gdzie Pn (x,y) Jest absolutnie - zbieżnym szeregiem potęg (y-x) i 

Pn ( x , x ) =  I, otrzymamy

A n+ i{ x -y) - pn+ i( x -y> * (y"x ) H .

gdzie pn+i(x 'V0 też Jest absolutnie cJ - zbieżny i Pn + 1 ( x , x ) =  I.
Zatem Jedynym rozwięzaniem równania (24) Jest funkcja

A(x,y) = [p0 (x ) ♦ (y-x)P1 (x) + (y-x)2 P2 (x) + ...] e^y_x)H, (29)

PQ (x)=  I, gdzie szereg w nawiasie kwadratowym Jest absolutnie ó - zbież­

ny. Równanie (24) przepiszemy w formie

y-x

A(x,y)e^x-y^H • I + J a(x,x+£) F(x+^) e”^ HdJ. (30)

O

Będziemy wyznaczać niewiadome macierze P1 (x), P2 (x),... bezpośrednio, 

wstawiajęc funkcję (29) do równania (30):

(y-x) P 1(x) + (y-x)2 P2 (x) + ... -

y-x

= / [ p0 (x) + ^ pl(x) + ^ 2p2 ^ x) + F(x+J)e'lHd^. (31)
O

Rozwijamy w szereg potęgowy funkcję

•tH F(x*$)e"iH = 0 Q (x) *'$Q1 U )  + ̂ 2Q 2 (X ) + •••

przy czym macierze Q q (x ) , Qj(x) , Q 2 (x),... wyznaczamy za pomocę wzorów 

(19) 1 (21). Wymnoźenie szeregów daje:

[  p0 ( x )  + ^  P i ( x )  + ^ 2 P2 ( x ) + . . . ]  [ Q 0 (x )  + $ Q 1 ( x ) + ^ 2Q2 ( x ) + . . . ]  -  

= P0 ( x )Qq ( x ) + J  [ p 1 ( x )U0 ( x ) + Pq ( x )Q 1 ( x ) ]  +

^ 2 [p2 (x )Q0 (x ) + p1 (x)Q1 (x) + Pq (x )Q2 (x )] + (32)
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Wstawiajęc szereg (32) do równania (31) i całkując otrzymamy 

(y-x)P1 (x) + (y-x)2 P2 (x) + (y-x)3 P3 (x) + ...

= (y-x)P0 (x)Q0 (x) + (y-x)2 | [ p 1 ( x )Q0 ( x ) + Po (x)01 (x)] +

+ (y-x)3 3-[p2 (x)Q0 ^x) * p i(x ^ l ^ x  ̂ + p 0 (x )Q2 (x )] + •••> 

a stęd wynikają wzory rekurencyjne :

Pa (x) = P3 (x)Qp (x)

P2 (x) = ¿ | p 1 (x )Qq (x ) + P0 (x)Q1 (x)J

P3 (x) = ^[P2 (x)0o (x) * P1 (x)Q1 (x) + Pq ( x )Q2 ( x ) ]  ^

n-1

P (x ) = i  Pn . ( x ) q ( x )n m x n-l-m m
m =0

Oeżeli funkcja p ( x t p  w równaniu (24) rozwija się w absolutnie <J - zbież­

ny szereg potęg ^ , to równanie to ma jedyne rozwiązanie (29), gdzie sze­
reg w nawiasie kwadratowym jest absolutnie zbieżny. Wniosek ten ma zna­

czenie wówczas, gdy F ( x + p  Jest wielomianem.

5. Faktoryzacja rozwiązenia [ć]

W tym rozdziale otrzymamy macierz A(x,y) w postaci iloczynu wielo­

mianów i funkcji wykładniczych. Zapiszmy równanie (7a) w postaci

A’ = AH , (34)O

gdzie

HQ (y) * H(y)

jest tworzącą odcinka linii, symbol A* oznacza Ay(x,y).

Podstawmy w równaniu (34):

A(x # y) * A d l (x,y)AQ (x,y).
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co zapiszemy krótko

(35)

Otrzymamy równanie

(36)

odzie
(37)

Macierz A., nazwiemy macierz? linii resztkowej. Linia resztkowa spełnia di
równanie (36) z tworzącą H 1 (x,y) zadaną wzorem (37). Macierz linii 

resztkowej powinna być możliwie bliska macierzy jednostkowej, co ma miej­

sce gdy tworząca H 1 (x,y) Jest równa macierzy zerowej, czyli gdy speł­

nione Jest równanie:

Ponieważ macierz resztkowa A dl spełnia równanie (36) o takiej samej 

strukturze co równanie (34), można więc z macierz? Arfl postąpić tak sa­

mo jak z macierz? A. Kontynuując ten proces dalej uzyskuje się ciąg rów­

nań :

H2 = (A1H1 - A’1)A1_1

H3 = (A2H2 - A’2 )A2_1

A , s A . -A dn d,n+l n

Proces ten jest prowadzony w kierunku uzyskania najmniejszej co do normy 

macierzy tworzęcej Hn# Stęd otrzymujemy
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W  powyższym ciągu równań najważniejsze są te, które ujęto w ramki.

W praktyce proces zaczynamy od wyboru funkcji A Q (x,y), a następnie ob­

liczamy H j ^ . y )  przyjmujęc HQ (y) = H(y). Potem wyznaczamy A 1 (x,y), 

a stęd H2 (x,y). Postępując tak dalej w kierunku wyznaczonym przez strzał­

ki dochodzimy do pewnej tworzącej Hn+i^x >y^' która powinna być mała co 
do normy. Każde z równań ujętych w ramki można zastąpić równaniem całko­
wym Volterry, dlatego proces rozwiązywania równania (34) może być sprowa­

dzony do następującej procedury:

Wybieramy, funkcję A Q (x,y), 

wyznaczamy rekurencyjnie

(39)

y-x
(4 0 )

O

zapisujemy rozwięzanie w formie iloczynu

(41)

to funkcji A n (x,y) będziemy poszukiwać w formie szeregu: 

An (x,y) = I + (y-x)Pn l (x) + (y-x)2 Pn 2 (x) + ...

a macierze pn i^x ) wyznaczymy ze wzorów (33) :

We wzorze (39) zachodzi konieczność odwrócenia macierzy A n (x,y). Można 
to zrobić wykorzystując wzór

(I + X)-1I + X)"1 = I - X + X 2 - X 3 + . . .



słuszny przy II XII <  1. W tym przypadku za X przyjmujemy część szeregu 

funkcji A n (x,y), tj.!

(y-x)Pnl (x) + ...

Dzięki temu otrzymamy macierz A~1 (x,y) w postaci szeregu potęg (y-x). 

Uwzględniając obcięty szereg

I - X + ... + (-1)NXN

popełniamy błąd, który można określić z równości

(i + X) I - X + ... + (-1)NXN - 1 ♦ (-1)NXN+1

Oeżeli przyjąć

(y-x)E .(x)
A n. x (x.y) e , (42)
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to

(y-x)En_ 1(x)r  , (x-y)En_ x (x)
Hn (x,y) = e [Hn-l^x,y) “ E n-l^x J  6

  pokrywa się z wynikiem otrzymanym w rozdziale 6. Macierze współczynni­

ki rozkładu funkcji Hn (x,y) w s z e r e g  uzyskujemy ze wzorów (21). ¿Jeżeli

natomiast

Hn (x,y) - Q n o (x) ♦ (y-x)Qn l (x) + ... + (y-x)N Qn|g(x),

A n (x,y) = I + (y-x)Pn l (x) ♦ ... + (y-x)M PnM(x), (43)

to

Hn+ l(x'y) * L Pn l (x) + (y-x )2Pn 2 (x) + ••• + (y-x)"+M(N+Młl)Pn,N+M+ l (x) "

- Pn l (x) - (y-x)2Pn2 (x) - ... - (y-x)M‘ 1MPnM (x)]A ‘ 1 (x>y) -

- [(y-x)M (M+ l)Pn M + 1 (x) ♦ ... + (y-x)N+M(N+M+ l)Pn>N+M+1(x)]A;1(x,y)

Stosując na przemian funkcje (42) i (43) otrzymamy funkcję A(x,y) w pos­

taci naprzemiennego iloczynu wielomianów potęg (y-x) i macierzy wykład­

niczych argumentu (y-x).
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$yHKUHOHAJIbHHE yPABHEHUH B IE0PHM UEHEki C PAC Iffi&EJliSHHHMH 
1IAPAMETPAMH

P e 3 10 m e

B p a d o ie  p a 3 p a 6 o ia H a  TeopHH HeonHopoAHnx jiHHeSHHx u en e ft c p acnpeA ejigH - 
humh n a p a u e x p a u E  c npaueH eK H eu cfyHKUHOHajibHux ypaBueHHti. HaftAeHO o 6 q e e  pe- 

meHHe ®yHKUH oHajibHO ro  ypaBHeHHH n e w .  H ajiee  paccM oipeH H  K ycoH H o-peryjw pH tie 
uenH, Kyoosao-OAHopoAHiie h KycoHHo-ajtajiHTiraecKHe u e m .  B sthx c jtjm a sx  <SyH- 
KUHOHajibHue ypaBaeHHH CBexeHu k  KycoHHo-HHTerpapeeuuM  ypaBHeHXHii. HaitneHo 
pemeHHe s t h x  HHTerpajibHtoc ypaBHeKHit mstoaom w ajioro  n a p a u e T p a , HHTepauHOH- 
hhm MeiOAOM h MeioAOB oTeneHHbix phaob. IIpeAJioxeH l a x z e  u e to A  4>aKTopH3aiiHH 
peneHHH $yHKHHOHajii>Horo ypaBHSHHH.

FUNCTIONAL EQUATIONS IN THE THEORY OF THE SYSTEMS WITH 

DISTRIBUTED PARAMETERS

S u m m a r y

The theory of nonhomogenous systems with distributed parameters by the 

means of functional equations was formulated. The general solution of 

circuit functional equations was given. Piecewise differentiable, piece­

wise homogenous, and piecewise analytic circuits were examined. The func­

tional equations of this cases are reduced to integral equations suitable 

for the pieces. The solution of the integral equations with the use of 

periupbation method, step by step method and power series method is gi­

ven. The factorization of functional equation solution is proposed.


