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1. WSTEP

Fakt, iz modele stosowane przy syntezie sterowania uktadami nie w pet-
ni odpowiadajg rzeczywistym relacjom zachodzacym w tych uktadach jest
powszechnie znany i brany pod uwage wsérdd specjalistow z dziedziny stero-
wania. Jak podkre$la sie w wielu klasycznych pozyojach z zakresu podstaw
regulacji automatycznej (np.j [63] , [68] , [74], [187], [45] ), wtiasdnie
Swiadomos$¢ tego problemu legta u podstaw najbardziej istotnej idei stero-
wania automatycznego, jakag jest idea sprzezenia zwrotnego, czyli wyznacza-
nia sterowania bezposrednio na podstawie dostepnej biezacej informacji
pomiarowej o zachowaniu sie uktadu.

Niemniej jednak samo "sprzezenie zwrotne" dobrane Jedynie na podstawie
modelu w wielu sytuacjach nie zapewnia dostatecznie dobrego zachowania
sie uktadu, moze doprowadzi¢ do rozwigzan niezadowalajacych, przeideali-
zowanych czy wrecz niebezpieonnych. Nieuwzglednione w modelu zaktdcenia,
nieliniowodci, niestacjonarnos$ci, réznice strukturalne miedzy modelem i
obiektem, niedoktadnie znane parametry, biedy pomiaréw wyj$s¢ powoduja,
iz wrzeczywisto$ci problem syntezy sterowania na podstawie modelu jest
problemem podejmowania decyzji w warunkach niepewnosci. Jes$li dysponuje-
my informaojg o tej niepewnosci, moze ona postuzy¢ do zbudowania modelu
niepewnosci, ktéry z kolei stanowi podstawe analizy jakos$ci sterowania
wyznaczonego na podstawie modelu lub tez syntezy sterowania na podstawie
modelu uwzgledniajagcego niepewno$¢, ozyli tzw. modelu z niepewnoscig.
Postugujac sie terminologia zaproponowang przez Wierzbickiego w [192] ,
pierwszy z tych modeli, tzn. model bez niepewnos$ci, bedziemy nazywali
podstawowym, drugi natomiast, tzn. model z niepewnos$cig, nazywa¢ bedziemy
rozszerzonym.

Zagadnienie ooeny wpltywu niedoktadnosci modelu na jako$¢ sterowania
wyznaczonego na podstawie modelu podstawowego jest przedmiotem ogdlnie
rozumianej analizy wrazliwo$ci. Po raz pierwszy problem wrazliwos$ci ukta-
déw optymalnych zostat sformutowany w [40] . Pagurek w [112] dla problemu
liniowo-kwadratowego, a nastepnie Witsenhausen w [194] dla do$¢ ogdlnej
klasy probleméw sterowania optymalnego wykazali, ze wrazliwo$¢ pierwszego
rzedu nie zalezy od struktury, w jakiej sterowanie zostato zaprojektowane,
a wleo Jest taka sama dla sterowania w uktadzie otwartym i ze sprzezeniem
zwrotnym. Wynik ten zwany paradoksem Pagurka-Witsehhausena byt wyjasniany
przez Kreindlera [84] , Kokotovloa i in. [80], Youle i Dorato [200] , znaj-
dujac petne ,wyjasnienie w pracach Wierzblokiego i wspéipracownikéw [190] ,
[192, 193] . Krelndler proponuje zastgpienie problemu wrazliwosci wskaz-
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nika amalizag wrazliwos$ci trajektorii [84] - [86] , wychodzac z zatozenia,

ze w wielu wypadkach wskaznik jest jedynie narzedziem projektowania, a
Interesujgce bardziej jest zachowanie trajektorii. Linia ta jest rowniez
zaprezentowana w innych pracach [33], [34] , [115] dotyozacyeh gtéwnie
tzw. wrazllwo$oi poréwnawczej. Podstawowy rezultat tao otrzymany jest

w zasadzie rozszerzeniem pokazanej juz przez Kalmana [73] wtasnos$ci ukta-
dow liniowych optymalnych (w sensie probleau liniowo-kwadratowego), a mia-
nowicie faktu, iz dla tego typu uktadéw réznica zwrotna jest wieksza od
jednos$ci. Rzadko natomiast spotyka sie podejscie wykorzystujagce analize
wrazliwos$ci wyzszego rzedu. Analiza taka stosowana' w pracach autora

[146], [147], [148], [152], [154] byta rowniez wykorzystywana przez
Wierzbickiego [188], [189jl [193] , ktéry przekonywajgco uzasadnit jej po-
trzebe w [192] .

Nalezy zwr6oié uwage, ze analiza wyzszego rzedu umozliwia ocene wplywu
nie tylko nieskonczenie matych, ale réowniez skonozonych odchytek. Jest to
tym bardziej istotne, iz inne proby analizy wrazliwosci dla skonczonych
odchytek, oparte np. na aparaoie Hamiltona-Jaoobiego-Bellmana (np. [118]),
majg bardzo ograniczony zakres.

Wniniejszej pracy ocena jakos$ci sterowania oparta jest na modelu roz-
szerzonym zawierajagcym nieréwnosciowy model niepewnosci wprowadzony po
raz pierwszy w [146] . Nierownos$ci w nim wystepujace sa wynikiem informa-
cji o ograniczeniu btedu aproksymacji obiektu réwnaniami modelu. Stad nie-
rownosci okre$laja norme zmiennej niepewnej i mogg mie¢ charakter chwilo-
wy lub suaacyjny (za caty horyzont sterowania).

Analiza wpltywu niepewnos$ci na jako$¢é sterowania moze mie¢ dwojaki cha-
rakter. Po pierwsze mozna ocenia¢ wptyw niedoktadno$ci modelu podstawowe-
go, zaktadajgo, ze model rozszerzony pokrywa sie z obiektem. Oceniamy
woéwczas, jak wptywa stosowanie modelu podstawowego do syntezy sterowania
na pogorszenie jakos$ci w stosunku do optymalnej dla obiektu. Z drugiej
strony optymalna warto$¢ wskaznika dla modelu podstawowego i odpowiadajace
mu zachowanie sie trajektorii modelu sg czesto wielko$ciami narzuconymi
projektantowi i interesuje nas, jak wielko$¢ niepewnosci wplywa na odchyt-
ki od tych warto$oi. Istnieje wowczas potrzeba oceny wplywu wielko$ci nie-
pewnosci na odchytki od jakosci nominalnej. Oba te aspekty bedg analizo-
wane w niniejszej praoy w rozdziale 2.

Analiza jako$oi prowadzi do wynikéw majacych z reguty jedynie charakter
jakosSciowy, gdyz otrzymane oszacowania Sg zazwyczaj zawyzone. Niemniej
jednak moze wskazywaé na niebezpieczenstwa zwigzane z wykorzystaniem mo-
delu podstawowego do syntezy, preferowaé pewne struktury, implikowaé¢ ko-
nieczno$¢ stworzenia lepszego modelu lub wykorzystania modelu rozszerzo-
nego na etapie syntezy. Pewnym po$rednim rozwigzaniem jest synteza algo-
rytméw sterowania optymalnie wrazliwego (np. [81], [93], [119], [121],
[186] , [199] , [33] ), w ktérych stosuje sie modele wrazliwo$soiowe do synte-
zy uktadéw suboptymalnyoh ze wzgledu na wrazliwo$¢ lub odpornych na nie-
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doktadnos$ci modelu (np.: [6], [m], [114] , [123], [127], [139], [198]).
Tego typu algorytmy sterowania nie lezag w centrum zainteresowania niniej-
szej pracy, przedstawimy jednak w rozdziale 2 pochodzace z prac autora
[149], [151], [153], [155] rezultaty, ktére mozna zakwalifikowac¢ do tej
grupy.

Synteza algorytmdéw sterowania na podstawie modeli z niepewnos$cig ma
rowniez do$¢ dtuga historie. Tradycyjnie modele niepewnos$ci majg charak-
ter probabilistyczny, a synteza najczes$ciej dotyczy wdwczas zachowania
sie uktadu (scharakteryzowanego np. przez wskaznik jakos$ci) w sensie
Srednim (np.: [1, [2., [15] , [54], [55], [62]., [72], [92], ([101] , ([123],
[137] , [143] , [205] '). Rzadziej spotyka sie inne reguty decyzyjne wynika-
jace z obserwacji, ze branie pod uwage jedynie pierwszego momentu statystycz
nego nie redukuje prawdopodobienstwa uzyskania ztej jakoSci w pojedynczej
realizacji (np. [97]-, [1S3],). Otrzymanie charakterystyk statystycznych
zmiennych niepewnych, jak réwniez trudno$ci w testowaniu hipotez zwtasz-
cza przy krotkich seriach pomiarowych (najczesciej wymaga sie spetnienia
pewnych zatozen dotyczacych proceséw losowych oraz zmiennych niepewnych,
np. charakteru gaussowskiego) powodujg, ze model probabilistyczny niepew-
nosci bywa nierealny, trudny w okres$leniu lub nieadekwatny. Klopotéw tych
nie sprawiajg stosowane w pracy modele nierownosciowe, gdyz informacje
0 ograniczeniach na zmienne niepewne uzyskiwane sg jakby mimochodem na
etapie tworzenia modelu podstawowego. Modele nieréwnosciowe nakazujg trak-
towaé zmienne niepewne jako elementy domknietych zbioréw, tym samym upo-
dabniaja je do tzw. zmiennych o rozktadzie ograniczonym (np.: [13] , [21] ,
[22] , [24] , [57] ., [137] , [182] ,[195] ) Poniewaz jednak geneza niepewnos-
ci, a tym samym informacja o niepewnosci jest w tym przypadku odmienna
(btad aproksymacji a nie zaktdcenia o rozktadzie ograniczonym), metody
syntezy i problemyprzy niej wystepujace wydajg sie byé odmienne. | tak
w przypadku modelu  ze zmiennymiograniczonymi naczelnym problemem jest
estymacja- stanu modelu i ws$réd cytowanej literatury prace dotyczace tego
zagadnienia stanowiag znaczng jej czes$¢ ([23], [24], [29], [91], .[130],
[136] , [137] , [196] ). Stosowanie modelu nlerébwnosSciowego jest natomiast
czesto powigzane z zatozeniem, iz wymlarowo$¢ stanu modelu podstawowego
pokrywa sie z wymiarowos$cig dostepnego pomiarowo wyjscia, co powoduje, iz
problem estymacji stanu nie jest krytyczny. Wpracy (rozdziat 3) przed-
stawione zostang oparte na'wynikach-autora-uzyskanych w [165] , [169] ,
[1771, [170] , [174] , .[173] , [176]. metody syntezy sterowan bezpiecznych,
gstarantujagcyoh okre$long warto$¢ wskaznika jakosci badZ inne charakterys-
tyki zachowania sie uktadu wykorzystujace teorie gier, jakoSciowg teorig
rownan rézniczkowych lub twierdzenia o punktach statych.

Oprocz wspomnianych juz przyczyn, dla ktérych model nieréwnosciowy
jest w pewnym sensie konkurencyjny w stosunku do probabilistycznego, na-
lezatoby wspomnie¢ o zagadnieniach, w ktorych jest on jedynym racjonalnie
uzasadnionym. Sytuacja taka wystepuje przede wszystkim w przypadku, gdy
model podstawowy jest wynikiem $wiadomie dokonanych uproszczen, np.: po-
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minieciem nieliniowos$ci lub ich rozwinieoiem w szereg (np. [61], [33],
[107] ), redukcjag rzedu uktadu (bogaty przeglad literatury z tego zakresu
zawarty jest w [53] ), btedami modelowania badz dyskretyzacja. Traktowanie
pominietej cze$ci dynamiki jako niepewnos$ci losowej jest catkowicie nie-
uzasadnione, podczas gdy bez trudu mozna wydoby¢ informacje potrzebne
dla modelu nier6wnos$ciowego, niezaleznie od stosowanej metody redukcji
rzedu, np. przez pozostawienie dominujagcych wartosci witasnych (np. [30],
[36] , [161] ) czy tez rdéznego typu aproksymacje tranamitanoji, np.: apro-
ksymacje Pade, Routha (np.: [r1] , [141] ) itp. Przyktady ' zo typu osza-
cowan wykorzystywanych w wielowarstwowych uktadach stero lia mozna znaT
lez¢ m.in. w pracach autora  [145] , [157] , [158] , [161] , [168] . Szczegol-
nie pociagajagce jest réwniez stosowanie tego typu modeli w zagadnieniach,
w ktérych dysponuje sie niewielkg liczbg pomiaréw przy dos$¢ znacznym ich
rozrzucie, co ma miejsce np. przy modelowaniu probleméw biomedycznych
(np. [25], [30], ([59], [108] , ([164] , [178], [17]).

Rozszerzeniem modeli o rozktadzie ograniczonym sg modele rozmyte nie-
pewnosci (np. [20], [202] , [203] , [204] ). Modele te nie sa przedmiotem
rozwazan tej pracy. Pokazemy jednak, ze sg one podobnie jak modele proba-
bilistyczne 1 nierdwnosciowe szczeg6lnymi przypadkami ogdlnyoh modeli nie-
rownosciowych opartyoh na aparacie probabilistycznych przestrzeni metrycz-
nych. Przedstawione w rozdziale 4 uog6lnione modele nier6wnosciowe powsta-
ja poprzez (uzasadnione w wielu wypadkach) zastgpienie normy tzw. norma
niepewng. Rezultaty dla tej klasy modeli, stanowigce pewng modyfikacje
wynikéw autora przedstawionych w [156] , [159] , [160], [167] , [172] , ogra-
niczajg sie do sformutowania modelu niepewnos$ci, pokazania jego zwigzkéw
z innymi modelami niepewnos$ci, okre$lenia odpowiednikow podstawowych po-
je¢ teorii sterowania dla tych modeli, podania pewnych warunkéw reallzo-
walnosci celu sterowania oraz sformutowania problemédw optymalizacyjnych
i zwigzkdw miedzy nimi. Niemniej jednak istotng warto$cig tej czesci pra-
cy jest nie tyle uog6lnienie modelu niepewnos$ci, co mozliwo$¢ racjonalne-
go spojrzenia na sposob formutowania celu przy projektowaniu uktadéw w
warunkach niepewnosci.

Reasumujac, celem pracy jest przedstawienie mozliwos$ci, jakie dajg mo-
dele nierdwnosciowe w zakresie analizy i syntezy sterowania w warunkach
niepewnosci, przedstawienie wybranych, opartych na nierdwnosoiowych mo-
delach niepewnoéci, algorytméw sterowania, lub przynajmniej sformutowa-
nie niektérych probleméw mogagpych takie algorytmy implikowaé, a takze
przedyskutowanie pewnych ogdélnych zagadnien zwigzanych z podejmowaniem
decyzji w warunkach niepewnosci.

Oznaczenia i nomenklatura stosowane w pracy nie r6znig sie od stoso-
wanych w wiekszo$ci pozycji literaturowych z zakresu teorii sterowania,
np.: [4], [74], [120].
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Wprzypadku pewnych szczegélnych oznaczeri lub pojeé stosowanych w pracy
zostang one doktadnie omoéwione. W zasadzie stosowana symbolika jest wspol-
na dla -catej pracy. Moze sie jednak zdarzy¢, ze z® wzgledéw zwyczajowych
ten sam symbol w r6znych rozdziatach oznacza te samg jakosSciowo wielkos$¢,
lecz wyrazong inng zalezno$cig matematyczng, zwigzang ze specyfikg danego
modelu matematycznego.

Symbol normy ||. || stosowany jest dla okre$lenia réznego typu norm za-
rowno w przestrzeniach skonczenie wymiarowych, jak i funkcyjnych. Je$li
zachodzi potrzeba rozréznienia norm, jest to wyraZznie sprecyzowane, w in-
nym przypadku rodzaj normy wynika z kontekstu. "O" oznacza nie tylko cyfre
zero, ale réwniez element zerowy rozwazanej przestrzeni, co jednak nie po-
winno powodowa¢ niejednoznacznosci.

Wiekszo$¢ rezultatéw niniejszej pracy zostato opublikowane w pracach
autora, stad w przypadku podrozdziatdw pokrywajacych sie w zasadzie z od-
powiednimi publikacjami, po tytule podrozdziatu podany zostat numer odpo-
wiedniej publikacji.

Poczawszy od roku 1986 badania byty wspierane finansowo przez iffliSzZwW
w ramach Programu Resortowego RP.1.02.: Teoria sterowania i optymalizacji
ciggtych uktadéw dynamicznych i proceséw dyskretnych.



2. ZASTOSOWANIE MODELI NIEROWNOSCIOWYCH DO ANALIZY JAKOSCI
OPTYMALNYCH UKEADOW STEROWANIA

2.1. STOSOWANE MODELE NIEPEWNOSCI

Opis uktadow sterowania za pomoca modeli o postaci réwnan stanu i wyjs-
cia lub tez zaleznos$ci wejsciowo-wyjsciowych stanowi Jedynieaproksymacje
rzeczywistych relacji zachodzacych miedzy zmiennymi procesowymi. Jes$li do-
stepna jest informacja charakteryzujaca btagd tej aproksymacji, cmoze by¢
ona wykorzystana w analizie jakos$ci uktadow sterowania, ktérych synteza
zostata oparta na modelu podstawowym. Najczesciej dostepng informacjg wy-
daje sie by¢ ograniczenie go6rne normy btedu aproksymaoji, gdyz otrzymuje
sie jg w procesie wyznaczania parametrow aproksymujgcych modeli.

Tak wiec w przypadku uktadéw ciggtych w czasie oprdcz modelu podsta-
wowego w postaci roéwnaf stanu:

xm(t) = i(*m(t),u(t),t) tf£ [tontk] « xm(to5 = x0 (2-1)
dysponowaé¢ mozemy oceng btedu tego réwnania w postaci ograniczenia normy:
[Ix(t) - f(x(t), u(t),tywe<e (2.2)

przy czym x oznacza w tym przypadku zmienne wystepujagce w rzeczywistym
obiekcie odpowiadajgce zmiennym stanu modelu podstawowego X0,

xn(t)eRn Jest wektorem stanu modelu podstawowego,
x(t)eRn Jest wektorem stanu modelu rozszerzonego,
u(t)cRm jest wektorem warto$ci sterowan w chwili t,

f : R x Rmx [tO»*id~> R  “Jest funkcja, ktérej wtasnosci zostang sprecy-
zowane w konkretnych zagadnieniach; tu zatéozmy, ze f jest ciggta
. funkcjg swoich argumentéw, co wystarcza do zapewnienia istnienia-roz-
wigzania rownania (2.1). (Zalozenie to nie jest konieczne, wystarczyt-
by warunek" Caratheodory [4] , lecz w pracy nie ma potrzeby rozpatrywa-
nia takiego przypadku). Umozliwia to budowe modelu rozszerzonego (z nie-
pewnos$cig) o postaci réwnania:

x(t) = f(x(1), u(t),t) +v(t) (2.3)
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w ktorym v o warto$ciach w Rn jest defektem réwr.ania stanu wzgledem
stanu modelu podstawowego [117] stanowigcym zmienng niepewng charaktery-
zujacag btad aproksymacji obiektu réwnaniami stanu.

Zmienna niepewna Vv scharakteryzowana jest nierownoscig:

IMI i £ (2.4)

Norma ||| wystepujaca w (2.3) i (2.4) moze mie¢ rdzng posta¢. W pewnych
przypadkach norma moze mieé¢ charakter chwilowy, tzn. dotyczy chwilowej
warto$ci v (t), czyli Jest normg w przestrzeni Rn. Przykladowo moze to
by¢ norma Euklidesowa:

t)yiu =1 v2(t) = (vT(t)v(t))7

lub jednostajna:

Iv(t) = Max |v, (t)

Woéwczas wielkosé¢ £ moze by¢é funkcjg czasu £ =£ (t). Sytuacja taka wyste-
puje, gdy v (t) jest wynikiem pominietych nieliniowo$ci, wyzszych wyrazéw
rozwiniecia w szereg, zaktdcen, dynamiki wyzszego rzedu, i wprowadzony w
ten? spos6b btgd mozna oceni¢ w kazdej chwili czasu.

Jezeli jednak informacja o defekcie otrzymywana jest jedynie z wykony-
wanego wcze$niej eksperymentu identyfikacyjnego prowadzonego przez okres
[tQ, tj , wowczas norma ma charakter sumacyjny, np. jest normg w przestrze-
ni  k2[(to, Rn] » w postaci:

}

ml o J

L v (t)v(t)dt

to

Wtym przypadku 6 nie jest funkcjg czasu. Je$li aproksymacja jest apro-
ksymacjg jednostajna,.wowczas (norma w przestrzeni ( > Rn))!

max  [[v(t)]|
t 6140 K]
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Wtym przypadku ograniczenie nierdwnosciowe moze by¢ rozumiane zaréwno
jako chwilowe, tzn:

llv(t)|| § ¢
jak i dotyczace catego przebiegu, tzn.:
INI ¢ « £

Nalezy zauwazy¢, ze jezeli w przypadku norm chwilowych przyjmiemy
max £(t) =£, wobwczas ograniczenie chwilowe mozna utozsamiacz ogra-

no'*kl . .
niczeniem w sensie normy typu maksimum.

Stad bedziemy przyjmowa¢ w dalszych rozwazaniach, ze nieréwno$¢iowy mo-
del dla defektu v ma jedng z dwodch postaci:

vl k £1

lub

M 2 = (0 IIVDII2 d)? = (j vT(v(Ddy? § &

0 0

Poniewaz norma chwilowa jest normg w przestrzeni Rn, stad wszystkie normy
sg (w sensie topologicznym) réwnowazne. Dla ustalenia rozwazaé¢ przyjmiemy,
ze jest to norma Euklidesowa.

Wsensie matematycznym nie jest obojetne, jaka zostaje przyjeta normaj
odpowiada to rozwazeniu v jako elementu odpowiedniej przestrzeni, np.:
funkcji ciggtych dla normy |[|.]| 0 lub catkowalnych z kwadratem dla II*||

Zatozenia te sa w zasadzie niesprawdzalne, niemniej z fizykalnego punktu
widzenia przyjecie catkowalno$ci z kwadratem (ograniczonosci niesionej
energii) jest catkowicie uzasadnione.

Zastosowanie normy sumacyjnej ma sens tylko wowczas, gdy rozwazane mo-
dele sg stacjonarne - funkcja f nie zalezy jawnie od t.

Nona sumacyjna Jest szczegdlnie uzasadniona, gdy btad aproksymacji roz-
wazany jest nie jako defekt réwnania stanu, lecz jako rdéznica miedzy stanem

Xm
réwnaniem stanu (2.1 ) oraz nierownoscia:

x " xj| $E (2.5)
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Model rozszerzony sktada sie wdwczas z réwnania stanu (2.1) i rownania
wyjscia:

x=xQ+e (2.6)

gdzie e jest biedem stanu modelu podstawowego stanowigcym zmienng nie-
pewng scharakteryzowang nieréwnoscig:

Ue| < E (2.7)

Dla uproszczenia przyjmowaé bedziemy, ze stan poczatkowy jest okreslony
doktadnie, tzn. ze:

(V. =W = *o (2'8)

zaré6wno w modelu (2.3), jak i (2.6).

Przyjecie normy sumacyjnej ma swoje uzasadnienie zwtaszcza w przypadku,
gdy liczba mierzonych (niezaleznych) wyjs¢ obiektu jest réowna n, tzn. licz-
bie zmiennych stanu modelu podstawowego, a parametry estymowane sa metoda
najmniejszych kwadratow. Wtym przypadku model (2.7) ma postac:

1\ 1
(G lle@®ll 2 dt)yr = eT(t)e(t)dt)? i: E2

te

Niemniej jednak ograniczenie chwilowe moze by¢ réwniez uzasadnione, zwtasz-
cza gdy niepewno$¢ jest miarg doktadno$ci pomiaréw badz ich przetwarzania.
Wbwczas model (2.7) ma postac:

lle(t)|| « E,

Zauwazmy, ze w tym przypadku ograniczenie bedzie dotyczyto poszczeg6lnych
sktadowych i moze charakteryzowaé btad wzgledny, tzn, :

le.(t)] « E1 |xBi|

Nie bedziemy jednak szczeg6towo analizowaé tego modelu, ograniczajac sie,
podobnie jak poprzednio, do rozwazan dla normy Euklidesowej.

Wprzypadku modelu nier6wno$oiowego sumacyjnego ograniczenie E moze
by¢ w niektorych przypadkach traktowane jako funkcja normy sterowania.
Dzieje sie tak zwtaszcza, je$li dane do estymacji parametréow uzyskiwane
sg poprzez aproksymacje w dziedzinie czestotliwo$ciowej. Bardziej szczeg6-
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towe omowienie tego problemu przedstawimy w przypadku modeli wej$ciowo-
wyjs$ciowych. Zauwazmy tu Jedynie, ze racjonalnym modelem nieréwnosci owym
bedzie w tym przypadku relacja:

IMI I2 A E)\(NI12+E4

czyii:
o> 1 ok |
"I eT(t)e(t)dt)2 -i E3(J uT(t)u(t)dt)2 + E4
tO to

W przypadku modeli dyskretnych w czasie, obok modelu podstawowego w po-
staci réwnan stanu:

xm(k+1) =fk(xm(k), uCk)); k =0,1,...,N-1; xm(0) = xQ (2.9)
dysponujemy oceng biedu tego réwnania w postaci ograniczenia normy:
lIx(k#1) -fk(x(k), u(k)l ¢t (2.10)

Prowadzi to do modelu rozszerzonego o postaci:

x(k+1) = fk(x(k), u(k)) +v(k); x(0) =xQ (2.11)
i nierdwnosci:
vif  ~ 6 (2.12)

Wymiary wektora stanu i sterowania sa takie jak w przypadku ciggtym. Po-
dobnie jak poprzednio nier6wno$¢ (2.12) moze mie¢ charakter chwilowy, tzn.:

vk Il « £1

lub sumacyjny (norma np.: w 12 [o, N4 ):

N-1 1 N1 1
vl 2 =("~ vT(k)v(k))? = (~ HvKk) 2)? § £.
1 k=0 k=0

Nalezy zwréci¢ uwage, ze v(k) w przypadku modeli dyskretnych .ma dodat-
kowg ciekawg interpretacje nie wystepujaca w przypadku ciggtym, jest bo-
wiem btedem jednokrokowej predykcji stanu modelu. Stad obie postacie ogra-
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niczeri: chwilowe i sumacyjne wydaja sie by¢ w petni uzasadnione. Wprze-
ciwienstwie do sytuacji z reguty wystepujacej w przypadku uktadéw ciggt.yc
w czasie, uzyskanie ograniczenia na v(k) bezposrednio z pomiaréw jest
catkowicie realne.

Niemniej jednak czesto wygodniejszy moze by¢ model rozszerzony w po-
staci réwnania stanu (2.11), rdwnania wyjscia:

x(k) = xfi(k) + e(k) (2.13)
i nierbwnosciowego ograniczenia na btagd e(k):

INI < E (2.14)

Zastosowanie normy sumacyjnej moze by¢ interpretowane jako ogranicze-
nie btedu w metodzie najmniejszych kwadratow zaréwno w przypadku modelu
nierownosciowego dla zmiennej e, jak i .

Przyjmowanie réwnosci wymiaréw dostepnego wyjscia obiektu i stanu mo-
delu podstawowego jest pewnym uproszczeniem. Niemniej jednak moze byé réw
niez traktowane jako zatozenie metody tworzenia modelu tak, aby iiczba
zmiennych stanu modelu podstawowego byta taka, jak liczba obserwowanych
zmiennych obiektu (tzn. mierzonych badZz odtwarzanych ze znang doktadnos-
cia).

Inne uwagi dotyczace rdéznych przypadkéw modeli nieréwnos$ciowych (2.12)
lub (2.14) sa analogiami odpowiednich rozwazan dotyczgcych uktadéw cigg-
tych w czasie. Dotyczy to w szczegdlnosci faktu, iz korzystanie z ograni-
czenia sumacyjnego ma sens jedynie w przypadku stacjonarnosci uktadu, tzn
niezaleznosci funkcji f od k.

2.2. ANALIZA JAKOSCI STEROWANIA UKEADOW CIAGEYCH NOMINALNIE OPTYMALNYC

2.2.1 . Wstep

Wrozdziale tym rozwazany bedzie model podstawowy (2.1) i rozszerzony
(2.3), (2.4) lub (2.6), (2.7). Model podstawowy jest wykorzystywany w ce-
lu wyznaczania sterowania (w uktadzie otwartym) badz prawa sterowania
(w uktadzie zamknietym) minimalizujagcego wskaznik jakosci:

T
(2.15)

gdzie:

L:Rx Rnx [0,T]—R, h : Rn—>R, T - dane
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Zaktadamy, ze speinione sg nastepujace postulaty:

Al. f oraz | sg dwukrotnie rézniczkowalne w sposéb ciggty wzgledem u
oraz x i ciggte wzgledem t, a h dwukrotnie ciggle ro6zniczkowalne
wzgledem x(T).

A2. lIstnieje rozwigzanie optymalne u(t) dla rownania modelu (2.1) mini-
malizujgce wskaznik (2.15) dla x(t) = xm(t).

Wprzypadku dtugich horyzontow sterowania T-»00 zaktada¢ bedziemy do-
datkowo :

A3. Model podstawowy i rozszerzony sg asymptotycznie globalnie stabilne.

Przed przystapieniem do oceny wplywu niepewnosci na jako$¢ sterowania
zdefiniujemy pojecie sterowania nominalnego.

Definicja 2.1.

Sterowanie u(t), t 6 [0, t] nazywamy nominalnym, jes$li minimalizuje*,
wskaznik (2.15) dla x(t) = xm(t) danego roéwnaniem modelu podstawowego
(2.1). Odpowiednio trajektoria x_(t) wynikajgca z tego sterowania oraz
odpowiadajgca im warto$¢ wskaznika jako$ci nazywane bedg nominalnymi. Pra-
wo sterowania P takie, ze u = P(x(t),t) o warto$ciach réwnych stero-
waniu nominalnemu u(t) dla nominalnej trajektorii (tzn. u(t) = P(xffi(t),t))
nazywa¢ bedziemy nominalnym prawem sterowania. Uklad sterowany przez nomi-
nalne sterowanie u(t) Ilub nominalne prawo sterowania nazywany bedzie
uktadem nominalnie optymalnym odpowiednio otwartym lub zamknietym.

Ilustracjg definicji 2.1 jest rys. 1.

Przyjmowane zatozenia Al i A2 umozliwiajg korzystanie z wariacyjnych
warunkéw koniecznych optymalno$ci sterowania oraz z rozwiniecia wskaznika
jakosci i wykorzystywania pierwszych dwoch wyrazéw tego rozwiniecia, czyli
pierwszej i drugiej wariacji wskaznika.

Analiza jako$ci w warunkach niepewnosci moze byé rozumiana dwojako:
po pierwsze jako ocena wpltywu niepewnos$ci, tzn. wielko$ci btedu aproksy-
macji na odchytke od wartosci nominalnej; po drugie jako ocena wptywu nie-
doktadnosci modelu na warto$é wskaznika, tzn. odchytke od warto$ci opty-
malnej dla obiektu.

Nalezy zauwazyé¢, ze abstrahujgc od roéznic w trudnos$ciach przy rozwig-
zywaniu kazdego z tych problemdéw, wybér jednego lub drugiego sposobu oce-
ny zalezy od celu stawianego na etapie projektowania uktadu sterowania.
Jezeli celem jest osiggniecie wartosci wskaznika bliskiej wartos$ci opty-
malnej dla modelu podstawowego, wowczas interesowaé nas bedzie pierwszy
spos6b oceny. Nalezy zwrocié uwage, ze czesto wskaznik jakosSci nie jest
miarg rzeczywistych kosztow w uktadzie, lecz stanowi narzedzie syntezy
wybrane dla konkretnego modelu podstawowego [45] « Wowczas uzytkownika in-
teresuje ocena odchytki od warto$ci nominalnej, ktora powinno gwarantowaé
mu zastosowanie sterowania nominalnego. Z drugiej strony, jes$li wskaznik
jest rzeczywistag miarg kosztow i celem sterowania jest uzyskanie wartosci



Aokt

obiekt
Modei podstawowy
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IModei rozszerzony

Rys. 1. Wyznaczanie i wykorzystanie sterowania nominalnego a) oraz nomi-
nalnego prawa sterowania

Fig. 1. Design and use of the nominat control a) and nominat strjategy b)

optymalnej wskaznika, wodwczas istotne jest okreSlenie odchytki od warto$-
ci optymalnej wywotanej uzyciem sterowania' nominalnego. Ocena tych strat
jest analogiczna do stosowanej w [192] miary wrazliwosci.

Oceny strat dokonuje sie w stosunku do funkcjonatu jako$ci optymalnej,
ktéry mczna zdefiniowa¢ nastepujaco.

Definicja 2.2

Funkcja J(v) (odpowiednio J(e)) nazywana jestfunkcjonatem optymal-
nej jakos$ci, jes$li okre$la ona zalezno$¢ minimalnej wartosci funkcjonatu
(2.15) dla modelurozszerzonego (2.3) (odpowiednio(2.1), (2.6)) od zmien-
nej niepewnej v (odpowiednio e). A

tatwo zauwazy¢, ze nominalna warto$¢ wskaznika jakosci J = J(0).

Oznaczajac przez J(v) warto$é wskaznika jakosci dla obiektu sterowa-
nego nominalnym sterowaniem, mozna wptyw wielko$ci niepewnosci oceni¢ wy-
razeniem:

AJ = [3(v) - J(0)] (2.16)
a straty spowodowane niedoktadnos$cig modelu - wyrazeniem:

Al = I(v) - i(v) (2.17)
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Odpowiednio dla zmiennej niepewnej e:

Al

[Jie) - J(0)| 12.18)

oraz
Al = JU) - ite) (2.19)

Szczego6lnie proste rezultaty mozna otrzymac¢ dla problemu liniowo-kwadra-
towego, ktdry ma istotne znaczenie praktyczne zaréwno ze wzgledu na wias-
nosci rozwigzan optymalnych (np. [74], [75], [115] ), popularno$¢, uzasad-
nione zastosowanie (np. ,[105], [33], [26] ), Jak i mozliwo$ci analityczne-
go projektowania regulatora [4], [46], [62] .

Nasze rozwazania rozpoczniemy od tego problemu, tym bardziej, ze jak
wspomniano, oceny dokonywa¢ bedziemy w ogolnym przypadku réwniez przez
aproksymacje ocenianych réznic funkcjonatem kwadratowym wynikajagcym z
uwzglednienia dwdch pierwszych wyrazéw rozwiniecia tych roznic.

2.2.2. Problem liniowo-kwadratowy (stacjonarny)

ZajmowacC sie bedziemy zagadnieniem, w ktdrym model podstawowy ma pos-
tac:
*m = tém + Bu (272°)

gdzie A oraz B sg macierzami statymi odpowiednich wymiaréw, natomiast
minimalizowany wskaznik jako$ci ma postac:

T
I =) ~ (XT & + uT Ru)dt (2.21)
0

gdzie Q, R sa statymi macierzami symetrycznymi odpowiednich wymiarow
odpowiednio poétdodatnio i dodatnio okres$long. Zaktada¢ bedziemy, ze model

(2.20) jest sterowalny.
Sterowanie nominalne ma posta¢ (p.np. [4]):

u(t) =- R‘1 BT K(t)xm(t)
a nominalna warto$é wskaznika:

J =j xT(0)K(0)x(0)



K(t) jest symetrycznym dodatnio okreslonym rozwigzaniem rédwnania Ricca-
tiego:

K+ KA+ ATK- KBR1 BTK+ Q=0 (2.22)
Modele rozszerzone majag odpowiednio postac:
X = AX + Bu +v (2.23)
IMI ~ £
lut (2.20) oraz réwnanie wyjscia:
X (2.24)
(2.25)

Posta¢ funkcji f i L w przypadku problemu liniowo-kwadratowego oraz
przyjete zatozenia gwarantujg spetnienie zatozen Al i A2

Zatozenie A3 dla modelu oznacza, ze macierz A jest stabilna, tzn.
ma wartosci wiasne o ujemnych czesciach rzeczywistych. Zatozenie to nie
jest jednak konieczne, je$li sterowanie nominalne realizowane jest w ukta-
dzie zamknietym. Wowczas wystarczy zatozenie o sterowalnosci modelu i

wi
obserwowalnosci pary (A, Q ), gdzie Q oznacza takg macierz Ql, ze

= Q. Te zatozenia mozna zreszta jeszcze ostabi¢ [62] .
Problem stabilno$ci modelu rozszerzonego jest bardziej ztozony. Je$li
v nie zalezy od sterowania, warunki stabilnosci modelu podstawowego i
rozszerzonego sa takie same. Jes$li Jednak v jest funkcjg sterowania, to
przyjmujac, ze |v|| <'JpIMl |, mozna poda¢ nastepujacy lemat wykorzystujgcy
metode Lapunowa i stanowigcy niewielkie rozszerzenie warunkéw podanych
w [139] .

LEMAT 2.1
Je$li model (2.20) jest stabilny, a 2?2 £dzie WO sPet~
Vd\+ ATVs |

to model rozszerzony (2-23) jest réwniez asymptotycznie stabilny.
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1
Jes$li model (2.20) jest sterowalny, para (A, QD) obserwowalna, a
1< i Al (V +K), gdzie K jest ustalonym rozwigzaniem rdwnania
max

(2.22), a Vc spetnia réwnanie:

VC(A - BR1 BTK) + (A - BR-1BT&)T Ve = - |

to model rozszerzony (2.23) z nominalnym prawem sterowania u = -R_lBTﬁX

jest asymptotycznie stabilny.

2.2.2.1. Funkcjonaty optymalnej jakosci

Stosujac réwnanie Hamiltona-Jacobiego-Bellmana [4] do zagadnienia mi-
nimalizacji wskaznika jako$ci (2.21) dla rownania (2.23) otrzymujemy funk-
cje optymalnej jakosci:

Jt(v) =\ XT(H)K (t)x(t) - g~ (t)x(t) +ij)(t) (2.26)
i .odpowiadajace jej sterowanie:
u(t) = - R~1IBTK(t)x(t) + R"1BTgv(t) (2.27)

gdzie gv jest rozwigzaniem rownania:

gy(t) = -(A - BR-1IBTK (1))Tgv(t) + K(t)v; gy(T) =0 (2.28)
natomiast
N(t) = - gM(t)v +\ gMNHBR*1BTgv(t); 'i (T) =0

Funkcjonatl optymalnej jako$ci ma zatem postac:

T
J(v) =~r*1 K(0)xo - g"(0)xo +\ | (2g”(t)v - g”~(t)BR 1BTgv(t))dt
(2.29)

Jak wida¢, J(0) =J.
Podobnie minimalizacja wskaznika (2.21) przy ograniczeniach (2.20),
(2.24) daje funkcje optymalnej jakosci:

Jt(e) =j xT(OHK()x(t) - gg(t)x(t) trgft) (2.30)



sterowanie :

u(t) =- R1BTK(t)x(t) + R1BTge(t) (2.31)
gdzie:

ge(t) = -(A - BR'IBTK(t))Tge(t) + Qe; Ce(T)=0 (2.32)

ie(t)= -j eTQe +» g"BR-1BTge; ~e(T) =0

A zatem funkcjonat optymalnej jakos$ci przyjmuje postac:

T
J(e) = 2XT(O)K(C)X(0) - 0j(0)x(0) +\ j (eT[3e ~ BR~1BTge )d t (2.33)
(0]

Zwr6émy uwage, ze otrzymane postacie funkcjonatu optymalnej jakosci
zostaty uzyskane przy zatozeniu istnienia sterowanie optymalnego dla od-
powiedniego modelu rozszerzonego (a wiec w pewnym sensie dla obiektu).
Poniewaz wykorzystane one bedg jedynie dla oszacowania strat na optymal-
noséci, sprawdzanie tych zatozen nie jest konieczne. Je$li bowiem sterowa-
nie optymalne dla obiektu nie istnieje, otrzymane w dalszej czes$ci osza-
cowania roznic (2.17), (2.19) beda spetnione (a fortiori), je$li sterowa-
nie u zastgpione zostanie dowolnym sterowaniem u “lepszym" od nomi-
nalnego. Wprawdzie naturalnym tokiem analizy bytaby ocena wplywu niedo-
ktadnosci na jako$¢ sterowania, a potem ewentualna ocena wptywu wielkos$ci
niepewnos$ci na odchytke od nominalnej wartosci wskaznika, to jednak przyj-
miemy odwrotng kolejno$¢ analizy. Uczynimy tak, gdyz oceny wielkosci Al
sa prostsze niz Aj, a tym samym tatwiej pokazal przyjeta metodyke i wyko-
rzysta¢ w dalszej cze$ci uzyskane rezultaty.

2.2.2.2. Ocena wptywu wielkos$ci niepewnosci na odchytke od jakosci
nominalnej [146] , [152] - ograniczenia chwilowe

Rozpoczniemy rozwazania od oceny wyrazenia (2.16) poprzez oszacowanie
pierwszych wyrazéw rozwinigcia tej roznicy, tzn. pierwszej i drugiej wa-
riacji wskaznika od warto$ci nominalnej. Zauwazmy, ze wariaeje te sg re-
zultatem zmian wielkos$ci zmiennej niepewnej od warto$ci nominalnej 0 do
wartoéci v ograriczonej co do normy, ktéra jest w tym przypadku norma
w Rn (dla ustalenia uwagi - normg Euklidesowsg).

A zatem oszacujemy:

AJ = [J(v) - J(0)] < |5 + | 2] (2.34)
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Sterowanie bedzie realizowane w strukturze otwartej (réwne sterowaniu no-
minalnemu) lub strukturze zamknietej (nominalne prawo sterowania).

Mozna udowodni¢ nastepujace twierdzenie bedace odpowiednikiem paradoksu
Wtsenhausena-Pagurka w klasycznej teorii wrazliwos$ci:

TWIERDZENIE 2.1

Ocena pierwszej wariacji wskaznika od wartosci nominalnej nie zalezy
od struktury, w jakiej realizowane jest sterowanie nominalne.

Dowdd : Wprowadzmy hamiltonian:
- T -
H(x,u,v,p) =1I(x,u,t) +p (f(x,u,t) +v) =
= Mxl'gx + uTRu) + pT(AX + Bu + v)

gdzie p(t)e Rn jest wektorem zmiennych sprzezonych.
Przy przyjetych zatozeniach Al i AZ2:

T T
(2.35)
gdzie pochodna liczona jest wzdtuz trajektorii nominalnej.
Wykorzystujagc oszacowanie lv| < £
mamy
T
dt (2.36)

Poniewaz p(t) jest liczony dla odpowiadajgcej mu trajektorii nominalnej,
wiec nie zalezy od struktury sterowania i twierdzenie jest prawdziwe.

Uwaga 2.1

Wprzedstawionym dowodzie nie wykorzystuje sie jawnie postaci zadania
liniowo-kwadratowego, tak wiec twierdzenie jest prawdziwe dla dowolnych
funkcji zadania spetniajacych zatozenia Al i A2

Uwaga 2.2

Aczkolwiek oszacowania pierwszych wariacji w obu strukturach sa jedna-
kowe, rzeczywiste wrazliwo$ci (nawet pierwszego rzedu) mogg by¢ rézne.
Wielko$¢ btedu v moze i w praktyce czesto zalezy od sterowania (bezpo-
$rednio badZz przez stan), co wiecej oszacowanie wielkosci C moze by¢
rézne w otwartym i zamknietym uktadzie sterowania.
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Uwaga 2.3

Nic dziwnego, ze oszacowania zaleza od przebiegu zmiennej sprzezonej.
Zmienna niepewna Vv reprezentuje bowiem odstepstwo obiektu od modelu
podstawowego stanowigcego ograniczenie nominalnego problemu optymalizacji,
a zmienna sprzezona stanowi wtasnie miare wrazliwo$ci problemu optymaliza-
cji wzgledem ograniczen.

Uwaga 2.4

Dla problemu liniowo-kwadratowego

p(t) = K(t) #+(t,0)xQ (2.37)
gdzie (t,0) jest macierzg tranzycjl réwnania trajektorii nominalnej:
5 = (A - BR1BTK(1))x (2.38)
oszacowanie przyjmuje wowczas postac:
T

I$J] < £ 1lxoll £ [IK(t)i> (t,0)I dt (2.39)

przy czym dla dowolnej macierzy M, |m| jest normg indukowang przez nor-
nme Euklidesowa, tzn. |MJ2 =" max (M”"i).
Korzystajac ze zgrubnych oszacowan [56] mamy:

[|4>(t,<;)]] « DL exp(-d(t - 6))oraz ILK®I 4 1| (2.40)
[fid]«6]||x0] K| »~ ¢ (1 - exp(-dt)) (2.41)
gdzie:
1 i 1 1
d =, (K QKr+ BR_1BTK?) (2.41a)
nx 4, fee-e- TTT" ;K“l" l/xt.r K2'BR_18T II;K” lin'
DI = ||k-1 r K exp — Ameeen jmmmmmmmmmmmmen (2.41b)

K jest rozwigzaniem ustalonym réwnania (2.22), istniejgcym na podstawie
zatlozenia o sterowalnoS$ci.
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Uwaga 2.5

Nawet jes§li sterowanie w uktadzie otwartym nastawiane jest niedoktad-
nie, tzn. u =u + gu, ze wzgledu na warunek SH - 0 wptyw niedoktadnej
nastawy nie ujawni sie w wyrazach pierwszego rzedu.

Wprzypadku oceny wyrazo6w drugiego rzedu prawdziwe jest nastepujagce
twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.2

Oceny drugich wariacji wskaznika od wartosci nominalnej zalezg od
struktury, w ktérej realizowane jest sterowanie optymalne.

Dowdd : W przypadku struktury otwartej druga wariacja wyraza sie wzorem [26]

02H 02H <,

0? OxSu
dt
SI1. U (2.42)
a2h  02h
JDulOx 0 ?.

(gdzie wszystkie pochodne liczone sg wzdtuz trajektorii nominalnej). Dla
uproszczenia zatozymy, ze sterowanie nastawiane jest doktadnie, tzn.:

& = 0.

Poniewaz 8x spetnia réwnanie:

<5X. ASXT + B&l + v ;£x (0) =0 (2.43)
zatem:
[ISxr] =C J |lexp(A(t - 0)) V1 do (2.44)
0
czyli:
t
[[6xr | A lexp(A(t - 1))lldt (2.45)

52j( A ligit J llexp(A(t - t )] dil2 dt (2.46)
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Woprzypadku realizacji sterowania w uktadzie zamknietym u = -R_lBTK(t)x,

nawet przy doktadnej realizacji prawa sterowania nominalnego, wartosci
sterowania réznig sie od wartosci nominalnych.
Druga wariacja ma postac:

T
1 1 Sx* (Q + K(t)BR-1BTK(t))6xs dt (2.47)

gdzie 8xg spetnia rédwnanie:

8xg = (A - BRIBTK)<Gxg + v ¢ <5g(0) = o (2.48)
a zatem:
t
Bxs = §(t.ijydo (2.49)
czyli:
N&x31|«E | HO(t«DIldo (2.50)

[s2dk |e2 |||IQ + K(t)3R"13TK(t)|| (J||*(t-e)||dZ)23dt

lub przy wykorzystaniu zgrubnych oszacowan [56] :

[62j K N 6 2D2 D2t - |[(1-exp(-dt)) + (l-exp(-2dt))|
gdzie
2 = Hk“1] Xmax(K?Q ~+ B R _1BT") (2.51)

Uwaga 2.6

Twierdzenie pozostaje stuszne réwniez dla innych funkcji L i f spet-
niajgcych zatozenia Al, A2. Zmieniajg sie jedynie oszacowania, ktdre
przedstawione zostang w dalszej cze$ci pracy.



Uwaga 2.7

Przedstawione oszacowania nie dajg jednoznacznej odpowiedzi, ktora
struktura daje lepsze efekty w sensie przyjetego kryterium, aczkolwiek
pozwalajg dla konkretnych danych okres$li¢ te witasnoéci.

Przyktad 1:

Przyktadowo, dla obiektu opisanego modelem podstawowym pierwszego rze-
du przy danych:

B=1, R=1, T=10, xQ=1, Q=1

otrzymuje sie nastepujgce oszacowania AJ i rzeczywiste straty dla
roznych przebiegow v:

oszacowanie rzeczywiste rzeczywiste oszacowanie rzeczywiste
AJ  przy Al
Al v = 0,2 v = 0,2x Al V = *>
a =-0,2
uktad . .
otwarty 1,41 1,3 0,7 31,9 niestabilny
uktad
zamkniety 0,43 0,41 0,21 7,4 1,2
a =- 1,0
uktad
otwarty 0,41 0,38 0,18 4,51 1,8
uktad
zamkniety 0,17 0,17 0,09 2,8 1,0

Twierdzenia 2.1, 2.2 pozostajg w mocy w przypadku modelu nieréwnos-
ciowego (2.20), (2.24), (2.25). Poniewaz analiza jest wowczas bardzo po-
dobna do przedstawionej powyzej, poprzestaniemy jedynie na oszacowaniu
pierwszej wariacji wskaznika jako$ci wywotanej zmiang wielkoSci zmiennej
niepewnej od warto$ci nominalnej 0 do warto$ci e ograniczonej co do
normy przez wartos¢ EL.

Wprowadzajac w tym celu hamiltonian:

H = L(x,u,t) + pT f(xmu,t) = L(xm+ e,u,t) + pTF(xmu,t) =

= |(xm+ e)T Q(xm + e) + uTRu + pT(Axm + Bu)



otrzymuje sie:
T
{i . Jg . a« £ |;x;laQedt
co umozliwia oszacowanie:
T T

[6J] < Er | UI QIdt < 21 [|*o|l [IQ) j Ili(t,0)]jdt (2.52)

Ocena drugiej wariacji jest oparta, jak poprzednio, na ocenie wariacji
X w uktadzie otwartym i zamknietym.
Wuktadzie otwartym:

6xr = e (2.53)

natomiast w uktadzie zamknietym:

e - | <N(t6)BR-13TK(0)e(S)di( (2.54)

Drugie wariacje oceni¢ mozna jako:

T
[02jl < i fll&cl 2 |Q| dt (2.55)

przy sterowaniu w uktadzie otwartym oraz

.
w2\ 4 JJ 2 IQ+ k(sr-1BTK (t3jdt (2.56)
0

przy sterowaniu w uktadzie zamknietym.
tatwo zauwazy¢, ze uwaga 2.5 jest prawdziwa réwniez w tym przypacku.
Zauwazmy ponadto, ze jezeli bigd aproksymacji e oest wytgcznie wyni-
kiem "przeniesienia ra wyjscie" defektu stanu v (rys. 2), to rezultaty
oszacowanh dla oou modeli niepewnos$ci sg w petni réwnowazne.
Kamy bowiem nastepujacy zwiazek miedzy e oraz v:

e i te ov e(C) s C
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1AU
inB

b)

Rys. 2. 3tad aproksymacji jako defekt stanu'przeniesiony na wyjscie
Pig. 2. Approximation error as a defect transfered to the output

czyli:

X
j exp(A(t - 1)) ver)d-i

A zatem:

| | exp(A(t Z)) v(r)do dt *

T T Te
L ( r-501t)Q exp [a(t - S)]v(t)d'i dt = p~(t)v. it
n

r AN

Podobnie mozna pokaza¢ réwnowazno$¢ wyrazen (2.44) i (2.03) craz (2.-59
i (2.54).

2.2.2.3. Ocena wptywu niedoktadnos$ci modelu na odchytke cd jakosci
optymalnej [ipc] --ograniczenia chwilowe

T celu maksymalnej' zwieztoSci rozwazan ograniczmy sie jedynie do moce:
(2.21), (2.25) i ocenmy wyrazenie (2.17);
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Jak wspomnielismy, jes$li sterowanie optymalne dla rzeczywistego obiektu
nie istnieje, otrzymane oszacowania bedg a fortlori prawdziwe dla dowolne-
go sterowania "lepszego" od nominalnego.

Zauwazmy, ze roOznica w wartosciach wskaznikdw jest tynr razem wywotsna
réznicg w zastosowanych sterowaniach, a nie réznicg w modelach, do ktérych
sterowanie zostato zastosowane, jak miato to miejsce w punkcie 2.2.2.2.

Warto$¢ A S wynika zatem z odchytki sterowania nominalnego od opty-
malnego. .

Sterowanie optymalne dane jest przez réwnanie (2.27!.

Jezeli sterowanie nominalne realizowane jest w uktadzie otwartym, wowczas
odchytka sterowania wyniesie:

Sur = - R~13TK(t)Sx + R‘1BTgv(t) (2.57!
gdzie 6x dane jest réwnaniem:
Sx = (A-ER"1BTK(t))<bx + 3R-13Tgv(t) + V; £x(0) =0 (2.58)

Natomiast jezeli sterowanie nominalne realizowane jest w uktadzie zamknie-
tym, wowczas odchytka sterowania wyniesie:

Su3 = - R"1BTK(t)5xs + R‘1BTgv(t) (2.59)

przy czym Sx8 jest odchytkg trajektorii wywotang odchytkg Su= okres-
long réwnaniem:

S =(A-BR~1BTK (t))5xc + BR_lSTgv(t) +Sv; 6><S(0) =0 (2.60)
Podobnie odchytka Sxr wywotana odchytka 5ur okre$lona jest réwnaniem:
Sxr = ASxr - BR~1BTK(t)Sx + BR"1BTgv(t) +Sv; Sxr(0) = 0 (2.61)

gy(t) jest okreslone réwnaniem (2.23). 6v =0, jesSli v nie zalezy od
uzytego sterowania, natomiast w og6lnym przypadku jest rdznicg miedzy war-
tosciami v dla sterowania nominalnego i optymalnego i moze byé wdwczas
oszacowane jako:

iIsv|f <2 £
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Mozni; sformutowaé nastepujace twierdzenie dotyczace oszacowania strat
wynikajgcych z zastosowania sterowania nominalnego.

TitISRDZSNIS 2.3

Straty wynikajgce z zastosowania sterowania nominalnego zalezg od osza-
cowania niepewnos$ci £ w potedze nie nizszej niz druga.

Dla dowodu ograniczmy sie do dwoch wyrazéw rozwinigecia réznicy (2.17).
Pierwszy wyraz rozwiniecia <$J jest pierwszg wariacjg wskaznika jakosci
od wartos$ci optymalnej j(v) wywotang przyrostem sterowania 1 jako taki
jest (przy przyjetych zatozeniach) réwny zero.

Drugi wyraz rozwiniecia w przypadku sterowania nominalnego w uktadzie
otwartym rta postac;

T
20 =i | j&J (j i K3H_13TK)5xs - 26*; K3H-13Tgy + g7 ER-13Tgw dt
° (2.63)
Zauwazmy, Zze:
T
rv(t) = - fj & 7(t,o)Kvdz (2.64)
t
5x(t) =| f(i,zZ)(v + Br 13Tgv )do (2.05)
fxs(t) = ) G(LiJ(Sv + 3R-13Tgajd? (2.66)
a as
0" =1J exp(A(t-Z) KSv + 3R-13T(gv - K<5x))dE (2.67)
0
ct.rzytiaay zatem:
llov (DIl .6 | [IK*(t D) (2.68)
[EX(t)]| 46 " (t; (2.69)

ISXR(t)[| 48 F2(t) (2.70)
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ll&er (1) Fl« £ F3(t) (2.71)

gdzie F1, ?2, Fj nie zalezg od £» eo po wstawieniu do wyrazen (2.62),
(2.63) daje:

152 jl1 < \e2 | j?23®Ilall + FA(H]| KBR-1 BTK|| + 2|iK3R-1BT||.

T T ,
F.(1) | Ik (0,T)]|dz + [[BR"1BT|(] IK$Z, T)lldZ)21 dt (2.72)
t t

w przypadku sterowania w uktadzie otwartym oraz

T
is2j| < \t 2| |f](t)]lqg + kbr"lbtk|]| + 2 |lebr"1bt| F2(t).

T T 1
. JIXNZ , Tl do + [|BR-1BT|(J ||K~a,T)[|do)2j dt (2.73)

w przypadku sterowania nominalnego realizowanego w uktadnie zamknietym.
Otrzymane oszacowania w obu .przypadkach zalezg od £ -

Uwaga 2.8

Do podobnego wniosku mozna doj$¢ zapisujagc AJ  w postaci:
Al = J(yﬂ‘- i(0) + ¢(0) - J(v)

i korzystajac z analizy funkcjonatu optymalnej jako$ci oraz wyrazen (2.35),
(2.37), (2.64) w celu pozbycia sie wyrazen liniowych wzgledem £, a nastep-
nie wykorzystujagc oszacowania wyrazen drugiego rzedu.

Aczkolwiek posta¢ oszacowan jest bardziej skomplikowana od odpowiednich
wyrazen z punktu 2.2.2.2, to jednak mogg by¢ one réwniez przydatne w ana-
lizie, zwlaszcza jakosSciowej, umozliwiajagc zorientowanie sie, czy uzyty
model jest dostatecznie dobry czy tez wymaga zmiany lub przynajmniej adap-
tacji w czasie sterowania.

2.2.2.4. Zagadnienia z ograniczeniami sumarycznymi

Jak wspomnielismy, czesto informacja o bledzie aproksymacji wprowadza-
nym przez model ma charakter sumaryczny za caty horyzont sterowania, nie
za$ chwilowy, jak to zaktadaliSmy w punktach 2.2.2.2 1 2.2.2.3. Dzieje
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'sie tai: zwtaszcza wtedy, gdy model otrzymywany jest przez zastosowanie me-
tody najmniejszych kwadratow i ograniczenie btedu sredniokwadratowego
eproksymacji jest otrzymywane na etapie identyfikacji. Poniewaz najcze$-
ciej model otrzymywany jjest na podstawie pomiarow wejs¢ i wyjs¢, tak
wiec zmienna niepewna bedzie interpretowana jako btad aproksymacji wyjs-
cie. obiektu wyjsciem modelu. Analize przeprowadzimy zatem dla modelu
(2.20), (2.24), przy czym rozpoczniemy rozwazania cd problemu, w ktérym
ograniczenie na bigd aproksymacji nie jest funkcjg sterowania, tzn.:

0

Problem ten analizowany przez autora w [154] nie ro6zni sie jakos$ciowo
od zagadnien przedstawionych w 2.2.2.2 oraz 2.2.2.3. Zmienig sie jedy-
nie oszacowania poszczeg6lnych wielko$ci. Natomiast twierdzenia 2.1, 2.2
i 2.3 pozostang w mocy. Mozna sformutowaé zatem nastepujace twierdzenie.

TWERDZENIE 2.4

Oszacowanie wptywu wielkos$ci btedu aproksymacji metodg najmniejszych
kwadratow na odchytke od jakos$ci nominalnej w przypadku ograniczen nie-
zaleznych od sterowania jeat dla wyrazéw pierwszego rzedu niezalezne od
struktury, w jakiej realizowane jest sterowanie nominalne, natomiast dla
wyrazéw drugiego rzedu zalezne od tej struktury. Rdéznica miedzy wartoscia
wskaznika optymalng a otrzymang w wyniku zastosowania sterowania nominal-
nego daje sie oszacowa¢ pr2ez wyrazenia co najmniej drugiego rzedu od Ej.

Dla uzyskania odpowiednich oszacowan wystarczy zastosowan nierdwnosé
Schwartza-Buniakowskiego do otrzymanych wcze$niej wyrazen na pierwsze i
drugie wariacje wskaznika Jakosci odpowiednio od warto$ci nominalnej lub
optymalnej.

Otrzymamy wowczas:

ISJj ~ E? I'Q 0<t,0)xc| ' < 121|x0] liCi D, (2.74)
niezaleznie od tego, czy sterowanie nominalne realizowane Jeet w struk-

turze otwartej czy zamknietej (1 dane jest przez (2.41)).
Natomiast ocena dla drugiej wariacji wynika z oszacowania:

Vo«i * i iQli A ' (2.751
v. przypadku sterowania W uktadzie otwartym oraz
i£2ir] <j 22 |faf| .2 (2.7¢”

(Dj Jest dane przez (2.51)), w uktadzie zamknietym.-
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ii ogélnym przypadku dobre oszacowani fi|l& JI poprzez wielkos¢ E-, rie
jest sprawg prostg. Przedstawione w flng og'gacowanie:

&8 I £ S2(1 -ll <(t,E)BR~13TKH )
12

gdzieJIlJIl jest norma indukowang przez norme w |2 [0,T], tzr.. [l 2 ~

:b (I: I(.)||“ dt dz, Jezt bardzo zgrubne, niemniej wskazuje ra zalez-

noze 062J cd Ej.

7l przypadku dtugich horyzontéw sterowania 1 zastosowania stacjonarne-
go prawa sterowania, tzn. z wykorzystaniem ustalonego rozwigzania réwna-
nia Riccetiego K mozna otrzymac¢ lepsze oszacowanie. Woéwczas bowiem:

$(t,S) = exp[(A - BR‘1BTK)(t-0)]

Dokonujac transformacji Laplace'a zaleznos$ci (2.77) otrzymamy:

[I - (sl - A BR"3TK) 1 3R_1BTK|e(s) =

SxE(0)

= (sl - A+ BRIBTK)"1(sl - A)e(s) =

Fs(s)F"1(a)e(s)

gdzie Eg(s) oraz Fr(s) sa odpowiednio transmitancjami uktadu zamknie-
tego i otwartego.
Korzystajac z twierdzenia Parsevala i85] oszacujemy:

N&ss 2 < 7T sup 1[Fs(jto)P;1(j«)]]2
: - (2.78)

gdzie:

IIF(jce)l 2 =X max(F*(ja.)?(ja>))
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(Podobne oszacowanie dla probleméw z horyzontem T skoAczonym mozna by

uzyskaé stosujac podejscie dystrybucyjne [lOi] ). Druga cze$¢ twierdzeniu,
a wiec oszacowanie odlegtos$ci miedzy optymalng warto$ciag wskaznika a jego
warto$cig uzyskang z zastosowania sterowania nominalnego” wynika z rozwa-
zan podobnych do przedstawionych w punkcie 2.2.2.3.

Zauwazmy bowiem, ze réwniez w rozwazanym przypadku pierwszy wyraz roz-
winiecia tf] jest pierwszg wariacjg wskaznika jako$ci od wartosci opty-
malnej J(e) wywotang odchytkg sterowania i jako taki jest rowny zero.

Jesli chodzi o drugie wyrazy rozwiniecia, to sg one podobne do odpo-
wiednich wyrazen (2.62) oraz (2.63).

Korzystajgc mianowicie z wyrazenia (2.31) jako okre$lenia sterowania
optymalnego uzyskamy wzo6r na odchytke sterowania w przypadku realizacji
sterowania nominalnego w uktadzie otwartym o postaci:

(2.79)

gdzie ¢'Xmr jest odchytkg trajektorii xfi wywotang odchytka tfu, okres-
long réwnaniem:

6Kr = (A " BH-13TkJ tfxmr - BR-13TEe; tfxmr.(C) = O (2.80)

Natomiast je$li sterowanie nominalne realizowane jest w uktadzie zamknie-
tym, to odchytka sterowania wynosi :

8Uy = - R'IBTK5x*3 + R1BTge + R 1BTKe (2.61)

gdzie jest odchytkg trajektorii xm wywotang odchytkag tfug okres-
long réwnaniem:

**ms = (A " BB-1B"K)tfxras + BR"1BTge + BR"1BTK e; tfxma(0) =0
(2.82)

Prowadzi to do oszacowania drugiej wariacji w postaci:

(2.83)



w przypadku sterowania nominalnego realizowanego w uktadzie otwartym oraz

X
=t J {(™ m +¢e)T Q(tfxca + tfe) +

* (<Sxa3 - e)T KBR-1BTK(tfxras - e) - 2(tfxfiS - e)T K3R"Vge} dt

(2.84)

w przypadku realizacji sterowania nominalnego w uktadzie zamknietym.
Zachodzi przy tym:

0 e .nie zalezy od wu
|6e]] < o E? gdzie ¢

2 e zalezy od u

Zauwazmy, Ze:

tt) =- \  <(t,-i)Qe(2)dz (2.85)
& ! ,C)BR-1BTge du (2.86)
1
tfxms(t) = j 0(t,Z)BR“1BT(ge + Ke)do (2.87)
A zatem:
lgp(t)ll = Ep [lIQ$(t.t (2.88)

co prowadzi do stwierdzenia, ze tf2J w obu przypadkach zalezy od (Ep)2.
Wwielu zagadnieniach dysponujemy ooeng btedu aproksymacji zalezng od
sterowania. lypowym przypadkiem jest oszacowanie:
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Przedstawiony zapis Jest uproszczony, gdyz przestrzenie L2 wyjsé i wejsi
sg inne, mianowicie: eel2l[o,T]; R), uclL2)[o,T], Rn), lecz nie pro-
wadzi to w zapisie (,2.89) do nieporozumien.

Tego typu oszacowanie uzyskuje sie przyktadowo przy prowadzeniu iden-
tyfikacji metodami czestotliwosciowymi. JeS$li ograniczymy sie do modeli
liniowych, Ej reprezentuje oszacowanie dopuszczalnych odchytek charakte-
rystyki czestotliwosciowej, natomiast E” oszacowanie wpltywu warunkow
poczatkowych. Je$li przyjmowany do identyfikacji wskaznik ma posta¢:

J (x-x~"Cx-xJdt

= maxU
ue m
i1 dt
0

to przy dostatecznie dtugich T mozna go zapisa¢ w postaci [52] :
@

1 x(jo>) - xm(ju))||2 &>

deu

co prowadzi do problemu znajdowania parametrow transmitancji Gn(jcu) mini-
malizujacych :

max  [lg(ju) - G (jo>)]I2,
w
Jesli zatem otrzymamy:
min max [|G{u>) - anjus) = B2
W
to woéwczas uzyskujemy (po pominigciu wptywu warunkéw poczatkowych):

x - xj|2 « E2|u|| 2
12 12

Taki sposdb oszacowania jest podobny do stosowanego w pracach Zamesa i ii
[207] © [208] » [209] , [47] , [48] modelu w postaci hiperkull obiektu o
$Srodku w postaci transmitancji modelu G"Cjto) (lub og6lniej operatora mo-
delu podstawowego) i promieniu odpowiadajgcemu wielkosci E”. Wopracach
tych W&I;orzystywane sg jednak z*igzki zachodzace w przestrzeniach Hardy
ego a nie w1 (odpowiadajgcych przestrzeniom ).
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Zastosowanie modelu rozszerzonego (2.20), (2.24), (2.89) do oceny wpty-
wu wielko$ci niepewnos$ci na odchytke od jako$ci nominalnej oraz oceny
wptywu niedoktadnosci modelu podstawowego na odchytke od jako$ci optymal-
nej nie roézni sie wsposdb zssadniozy od przedstawionego w dotychczas
przeprowadzonych rozwazaniach. Niemniej wyniki analizy ulegajg zmianie.
Istotne jest spostrzezenie, ze przestaje byé prawdziwe twierdzenie 2.1,

a $cislej odpowiadajgca mu cze$6 twierdzenia 2.4. Mozna zatem sformutowad

nastepujace twierdzenie«

TWIERDZENIE 2.5

Wprzypadku ograniczenia btedu zaleznego od sterowania, warto$ci osza-
cowania pierwszej wariacji wskaznika jakosci od warto$ci nominalnej zale-
z3 od struktury, w ktérej realizowane jest sterowanie.
Dowod

Wprzypadku realizacji sterowania nominalnego w uktadzie otwartym
zachodzi :

lurl = [R"1BTK x j = ||R-1BTKtf>(t,0)xJ (2.90)
L2 L2 L2

Natomiast w przypadku realizacji sterowania nominalnego w uktadzie
zamknietym:

|N| = [|h-1BTK x|
L

L
gdzie:
X = x8 + e
art jolabom taaoa&ajMo&nitfi w
natomiast:
-ianda u.i(fhwoOr->ao-w 9* 05a;*x»k; ys-—- e

Xg = €(t,0 )xQ- | (HEL)BR '3TK e di

a zatem:
i
t
[Jua|l = ||R“1BTK<Kt,0)x0 - R-1BTK j $(t,0)BR 1BTKedE+ R_1B TKe|l
L2 0 L

(2.91)
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Zastosowanie (2.90) i (2.91) do oszacowania wyrazenia:

8J< [IQi»t,C)x || (£ NI +2.) (2.92)
12 i2

prowadzi wiec do réznych rezultatéow.

Posta¢ wyrazenia (2.91), ze wzgledu na zalezno$¢ od wielko$ci biedu e,
nie nadaje sie do bezpos$redniego zastosowania. 'Vogoélnym przypadku znale-
zienie efektywnego oszacowania |ju [ napotyka na powazne trudnosci.

L2
'Vprzypadku jednak duzych T i wykorzystania stacjonarnego sprzezenia

zwrotnego mozna dokona¢ podobnych oszacowan, ktore prowadzity do nierow--
nosci (2.78).
Otrzymany mianowicie:

1
~sup  JFg(jcu)lj2'IxO] «
IT?< E3 INl L?+ sa < B3 wibeH B of P TOUeWlZROL

||es||_2 [/su? ||F-1(jco)Fs(j™M]] 2| HE4

czyli:

(1 -2, -1BTK -&= t feup ||P;1(ja.)F3(jco)||2)<
j2 " "fw

|[r-137Tk1 |N| I/suP.||Ps(ju,)||2'+ E4 (2.93)

Skomplikowana posta¢ oszacowah juz w tym najprostszym przypadku powo-
duje, ze nie zostang przedstawione oszacowania drugiej wariacji wskaznika
jakos$ci oraz oszacowania wptywu niedoktadno$ci modelu na odchytke od ja-
kosci optymalnej. Nalezy jednak zauwazy¢, ze roéwniez w przypadku oszaCo-
wan zaleznych od sterowania wyrazy pierwszego rzedu w oszacowaniu rézni-
cy AlJ(e) zeruja sie.

2.2.3. Problemy nieliniowe [i47] . [i5q

Rozwazania przedstawione poprzednio dla problemu liniowo-kwadratowego
dajg sie przenie$¢ na zagadnienia nieliniowe speiniajagce zalozenia
Poniewaz zastosowana metoda oceny bazuje na oszacowaniu pierwszych i dru-
gich wyrazen rozwiniecia, uzyskane wyniki majg charakter lokalny. Ograni-
czenie sie do dwdch pierwszych wariacji usprawiedliwione jest dobrym
przyblizeniem dostatecznie gtadkich funkcjonatéw w poblizu ekstremum prze!
funkcjonaty kwadratowe.
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2.2.3.1. Ocena wptywu wielkos$ci niepewnos$ci na odchytke od wartosci
nominalnej wskaznika

Jak zaznaczono w uwadze 2.1, twierdzenie 2.1 jest prawdziwe dla pro-
bleméw opisanych modelami rozszerzonymi (2.3), (2.12) ze wskaznikiem
(2.15), a ocena pierwszego wyrazu rozwiniecia dana jest niezaleznie od
struktury realizujgcej sterowanie nominalne nier6wnoscig (2.36). Oszaco-
wanie to zalezy jedynie od oszacowania normy zmiennej niepewnej Vv oraz
przebiegu wektora sprzezonego p(t) wzdtuz trajektorii optymalnej.

Oszacowanie drugiej wariacji jest zalezne od struktury realizujgcej
sterowanie nominalne. Wprzypadku realizacji sterowania w uktadzie otwar-
tym druga wariacja dana jest wzorem (2.42).

Zaktadajac doktadne nastawiania sterowania nominalnego otrzymamy okres$-
lenie <sxr poprzez rozwigzanie réwnania:

5xr =§§ Sxr +v ; Sxr(0) =0 (2.94)

przy czym pochodna liczona jest wzdtuz trajektoriinominalnej. A za-
tem:

t
Exr(t) =\ $r(t,z)v do

gdzie Or(t,o) jest macierza tranzycji réwnania (2.94).
A zatem

t
I[<oa ()] 46 | [lOr(t,i)jjdZ (2.95)

Podobnie przy realizacji sterowania nominalnego w uktadzie zamknietym
otrzymamy:

t
I&s ()| <€ | [[0B(t,i)[|dS (2.96)

gdzie: 0 (t,o)jest macierzg tranzycji rownania:

<5*3 = +S1 ¢ H)6xs +vi Sxs(0>=0 (2-97)

a wszystkie pochodne liczone sg wzdluz trajektorii nominalnej; P jest
nominalnym prawem sterowania.
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Drugi wyraz rozwiniecia wskaznika od warto$ci nominalnej daje sie za-

tem oszacowac jako:
— 0- -0b M

mi || el i * P 011 d*) (2"

w przypadku realizacji sterowania nominalnego w uktadzie otwartym oraz

2 |o2L . T S2f|i
. do N
!4>S(t,0)| ¢ + P (2" +211fe +

(2.99)

|§ dt

w przypadku realizacji sterowania nominalnego w uktadzie zamknietym.
(Wszystkie pochodne sa liczone wzdtuz trajektorii nominalnej).

Podobne wyniki uzyskuje sie w przypadku zastosowania modelu rozszerzo-
nego (2.19), (2.24), (2.25). Dla przyktadu oszacujemy wyrazy pierwszego
rzedu. Poniewaz hamiltonian dany jest jakoi

H=L(Xxm+e.u.t) +pTf(xmu,t)

a wiec:

gdzie obie pochodne liczone sg wzdtuz trajektorii nominalnej.
A zatem niezaleznie od tego, czy sterowanie nominalne realizowane jest
w uktadzie otwartym czy zamknietym:

y
6i] < E « ¢ |lg]| (2.100)
t=T "
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Drugi wyraz sumy w nieréwnosci (2.100) wynika z faktu, ze
x(T) = xm(Tj + e
a zatem:

<5x(T) = 6xm(T) + e

Biorgc pod uwage fakt, ze p(T) = ($8) T tatwo zauwazy¢, ze o0szacow»-
t

nie (2.100) jest odpowiednikiem oszacowania (2.36), jes$li e traktowacd
jedynie jako wynik defektu v "przeniesiony” na wyjscie.

Roéwniez dla probleméw, w ktérych ograniczenie na e ma charakter su-
macyjny, tzn. dotyczy normy w przestrzeni L, otrzymane oszacowania sg
podobne do otrzymanych dla problemu liniowo-kwadratowego (p. [154] ), acz-
kolwiek nie ma swojego odpowiednika przypadek stacjonarny prowadzacy do
zgrubnego oszacowania (2.78).

Wdotychczasowych rozwazaniach przyjmowana byta dokitadna znajomos$¢
stanu poczatkowego, tzn. 5x(0) = 0. Jes$li warunek ten nie jest spetnio-
ny, znane natomiast jest oszacowanie wielkosci e(0) w postaci

1x(0) - xm(0)]| = |[le(O)I[ s EO

wowczas W 0szacowaniu pierwszej wari'acji pojawi sie dodatkowy wyraz
P11 v

Jezeli natomiast wykorzystywany jest model nieré6wnosciowy (2.3), (2.12)
wowczas wszystkie rownania na pierwszefwariacje trajektorii powinnylby¢
catkowane nie’z warunkiem ¢>x(0) = 0, lecz z warunkiem poczatkowym £>x(0) =
= >0 takim, ze ||<5xJ| < EQ.

2.2.3.2. Ocena wptywu niedoktadnos$ci modelu na odchytke od jakosci
optymalnej

Problem oszacowania wielkosci AJ, czyli wptywu niedoktadnos$ci modelu
podstawowego na warto$ci wskaznika (w: stosunku do warto$ci optymalnej),
jest znaeznie bardziej skomplikowany niz dla problemu liniowo-kwadratowe-
go, ocena funkcjonatu optymalnej jakos$ci jest bowiem zazwyczaj niemozliwa,
z wyjatkiem pewnych szczegdlnych przypadkéw separowalnych wzgledem stanu
i sterowania.

Mozna jednak stwierdzié, ze jes$li sterowanie optymalne dla obiektu
istnieje, wowczas pierwszy wyraz rozwiniecia wskaznika wokot wartosci
optymalnej jest rowny zero. Zatem, je$li ogranieaamy sie do dwoch pierw-
szych wyrazéw rozwiniecia, wystarczy analizowaé¢ zachowanie sie drugiej
wariacji wskaznika od wartosci optymalnej.
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Oceny funkcjonatu optymalnej jako$ci mozna dokona¢ poprzez okreS$lenie
réznicy miedzy wartoscig optymalng i nominalng wskaznika jakosci, czyli

roznicy J(0) - J(v) = aJ*.
Druga wariacjar tej roznicy daje sie zapisa¢ w postaci:

gdzie wariacja Sx* dana jest-wzorem:

Sx* =flga* + g6 u* +v;, Sx*(0) =0 (2.102)

przy czym wszystkie pochodne w (2.101) i (2.102) sg liczone wzdtuz tra-
jektorii nominalnej. Przyjmujac, ze minimalna warto$¢ S2J* ma postac:

RI* = i(6x*TKXEX*) - g*T Sx* (2.103)

i rozwigzujac réwnanie Bellmana-Hamiltona-JAcobiego otrzymuje sie (przy
zatozeniu dodatniej okre$lonos$ci hesjanu 7 -j):

(2.104)
gdzie g* i K* spetniajg rownania:

. ) (2.105)
X*, K«!l., (giV .,¢].|~ KO>"'""<fe. <g§,V, .¢5 =0
K*(T) = (2.106)

dx

t=T



Oznaczajac przez 0*(t,?)) macierz tranzycji trownania:

-1 -1
(2.107)
otrzymuje sie:
g*(t) =-1 0 T(E-t)K* v dZ (2.108)
t
t -1
Sx*(t) = - J </*(t,c). (2.109)
0
Sx*(0) = O
A

Oceny AJ mozna dokona¢ poprzez oszacowanie:

AJ =J(v) - J(0) + J(0) - 5(v)

oraz przyjmujac, ze rOznica sterowania optymalnego i nominalnego daje
aie przyblizy¢ przez tzn.:

- 1=686u"
Ograniczajac sie do wyrazéw drugiego rzedu otrzymuje sie:
(2.111)

Oszacowanie wyrazenia (2.111) zalezy od struktury, w ktdérej realizowane
jest sterowanie nominalne, gdyz od tego zalezg warto$ci wyrazenia o"J
oszacowanego przez (2.98) lub (2.99).



Mozna zastosowaé oszacowanie:

[« - | « jl(<5x* + <Sx)T Mj-
dx

*2 |1j"S1* ST

(6x* - Sx)| +
t=T

"HCF&* N *

. >V & F <Y>"*F*FS&* - x & *VAEF,"L

m&>V *e*T VvV 4

Przyktadowo, w przypadku realizacji

st

(2.112)

sterowania nominalnego w uktadzie

otwartym u = u,, otrzymuje sie nastepujgce oszacowania poszczegdlnych

elementéow prawej strony wzoru (2.112),

(2.95) i przyjmujac dla uproszczenia niezalezno$¢ v od

HSx* - <&|] <£ j f 1Aft, o) 1fi2n-)
07 2u

t
+ J HOr<-t,0) - O* (t.S)Il di
O

T

lN&c* + Sx|| €£ 110*(t,E)

=

t
|
0
t

+¢ I N r(t,o) + O0*(t,t)]||dz
0]

[5x><f3 j [l0*(t,Z) [| I~])
oT 30

t
+ £ j 110*U,7)]] dz

(I]) Ots,t)K*||dsdZ +

-4

(1 1)TO*(s,t)K*"| | dsd7.

(18)T 0*(s, T)K*[|dsd7 +

korzystajagc z (2.109),

(2.94),

(2.113)

(2.114)

(2.115)



12.116)

(2.117)

gdzie (t) oraz F2 powstaty z wykonania odpowiednich operacji we
wzorach (2.112) - (2.116). Oczywiscie tak otrzymane oszacowanie wielkosci
A(@Q ma jedynie charakter orientacyjny i nadaje sie wytgcznie do oszaco-
wan jako$ciowych najczes$ciej numerycznych. Niemniej jedna); sugeruje ono,
ze dla rozwazanych zagadnien tw. 2.3 pozostaje w mocy, tzn. wplyw niedo-
ktadnosci modelu na jako$¢ sterowania daje sie oszacowaé przez wyrazy co
najmniej drugiego rzedu od £ .

2.2.3.3. Zagadnienia stabilizacji z zadanym stanem koncowym [146]

W dotychczasowych rozwazaniach stan koncowy nie byt zadany. Cbecr.ie
zajmiemy sie problemem sterowania docelowego,- a wiec takiego, w'ktorym
nalezy uktad przeprowadzi¢ do zadanego stanu koncowego; dla uproszczenia
przyjmiemy, ze jest to stan x(T) = 0.

Niepewno$¢ wystepujgca w modelu rozszerzonym (2.3), (2.12) powoduje,
iz z wyjatkiem bardzo szczeg6lnych przypadkéw (np.: [167] , [i29] ) zadany
stan koncowy nie zostanie osiggniety w przypadku zastosowania sterowania
nominalnego.

Niezrealizowanie celu sterowania (rézna od zera odchytka (>x(T)) powo-
duje, iz wskaznik jakos$ci jest okreslony. Wierzbicki [189] , [192] propo-
nuje zastgpienie wskaznika:

T
J =~ L(x,u,t)dt (2.116)

wskaznikiem (2.15), w ktérym h(x(T)) =q )x(T)||* i jest karg za r.ieosiag-
nlecie zera. Przy g- 00 otrzymuje sie sterowanie nominalne jak dla proble-
mu x(T) = 0.

Innym realnym i praktycznie uzasadnionym podejSciem jest zaproponowa-
ne w pracach autora [147] , [l4e] rozwigzanie polegajagce na ewentualnej
zmianie czasu sterowania o warto$¢ dT, tak aby odchytka stanu koncowego
od zera dx(T) zawierata sie wkuli dopuszczalnych tolerancji.

Wielkosé¢ d x(T) zdefiniowana jako [26] :

d x(T) =¢>x(T) + x(T)dt (2.119)
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musi zatem leze¢ w zbiorze okreSlonym przez nieréwnos$é:
fla x(T < r (2.120)

Zaktada¢ bedziemy, ze eifelet ten da sie osiggng¢ za pomocag stosunkowo
krotkiego czasu dl (w poréwnaniu z T) tak, ze sterowanie w przedziale
[T, T+ dl] jest state.

Oszacowujac wptyw wielkos$ci niepewnos$ci reprezentowanej przez v na
odchytke od nominalnej warto$ci wskaznika mozna zauwazyé, ze juz pierwszy
wyraz rozwiniecia bedzie r6zny dla uktadéw z otwartg i zamknietg realiza-
cja sterowania nominalnego ze wzgledu na roéznice w odchytkach <Bx(T) przy
obu realizacjach pojawiajagcg sie w pierwszej wariacji wskaznika. Ogranicz-
my sie do przedstawienia oszacowan dla przypadku realizacji sterowania
w uktadzie otwartym.

Pierwsze przyblizenie réznicy AJ ma postac:

dJ =0+ L(xfM(T), u(T), T)dT (2.121)

gdzie Xri(T) jest wynikiem sterowania nominalnego dla modelu podstawowe-
go (2.19), natomiast 0J dane jest jako:

T
5J =  pT(T)<Sbt(T) +j pT(t)v dt 0 (2.122)
0
Ze wzgledu na relacje:
T 1183
8 m (2.123)
)i3w
oraz
T
(2.124)
t
otrzymujemy:

(2.125)



[djl * £ j J |I$£ Or(S»tf do dt + [1(0,u(T),T)| 1d* = (2.126)
ot

Warto$¢ czasu dT wynika z rozwigzania (2.120) w przypadku réwnosciowym
po uwzglednieniu (2.119) oraz faktu, ze:

x(T) = £(0,n(T)) (2.127)

Otrzymamy zatem:

- BXT(T)x(t) +/r2]|f(0,u(T))||12 - 2 [6xi(T)F;)(0,a(T))- 5xj(T)fi(0,5(T))

dT = L<-L
[If0,u(M)I 2

(2.128)

ROwnos¢ (2.128) ma rozwigzanie rzeczywiste, jes$li:

) 2

ii.j r8x.(T)f.(0,u(T)) - 5XL(T)fi(0,u(l))
£ * 1 i- <r2

L<-1 m,1
f(O,u(T)) 2

Zastosowanie (2.128) do oszacowania (2.126) -jest niewygodne, mozna jed-
nak dT oszacowa przez nier6wnosc:

dT1 i dT ~ dT2

gdzie f(O,u(T))dTj + £x(T) jest punktem styc¢znos$ci hiperptaszczyzny
normalnej do kierunku wektora f(0,u(T)). z kulg (2.120), a f(O,u(T))dT2"
+ 6x(T) jest punktem stycznos$ci hiperptaszczyzny réwnolegtej do kierunku
wektora f(0,u(T)) z kulg (2.120).

Oszacowanie drugiej wariacji wskaznika ma posta¢ identyczng jak dla
problemu ze swobodnym stanem koricowym.

Dla przyktadu rozwazny model uktadu jednowymiarowego, ktérego model
podstawowy jest modelem liniowym danym w postaci fazowej, a wskaznik ja-
kosci jest kwadratowy, tzn.:



*n = ? stxi - *u
T
J =i | (XxTQx t Su2)dt
O
r,::(a;T)) = o ; io=1,..

f.(C,a(7)) ~ b ufT)

i>

t u2(t)R
Zbiér (2.* Z«’ jest walcem:

1

2 & iT) * r2

i , dr,, wynosza:

-r sgr. [h ufT)] - Sx (T)
1z, = b-"TT7---m 1—

alz - 'V 2(TI

?0r ‘ewsz:
Ru(T) - - b (?), zetem:
1 J r.ozr.n ¢.'jzaciraa ‘ j.::iez;

ol < U b,'r NJ|b 2 ;im-esll

,-dzie axp (/'T-t;, jest oothtnia wierszem macierzy trenzycji exp(A(T-t)!
Poniewaz mozna przyjaé, zc niepewno$é wystepuje jedynie w ostatnim row-

naniu uztarUr réwnan ster;u, o zetem:



K1 < £

Oszacowanie dJ sie upraszcza do postaci:

r T Tt
|dj| « flexpnn (A("-t))] dt+2 j j [Ix*(2)Qexpn (AT(t-£) )] di dtj
L 0 00

gdzie expj.(A~(t-ti)) Jest ostatnig koluir :g macierzy exp,CA("t-C)), za:
E 3

m
expnn (A (t-£)) ostatnim jej wyrazem.

llustracje dopuszczalnych odchytek ¢>x(T) craz dx(T) w przypadku mo-
delu drugiego rzedu przedstawia rys. 3.

Rys. 3. Eopuszczalne odchytki £x(T) craz dx(T)
dis uktadu drugiego rzedu

Fig. 3# Admissible variaticns 6x'l) and dx(I)
for the secor.d order system

2.2.4. Algorytmy sterowania wykorzystujgce informacje pomiarowa
o wielko$ci btedu modelu [1491. L151]

Niedostateczna Jako$¢ sterowania nominalnego moze by¢ poprawione po-
przez uwzglednienie informacji nie zawartych w modelu podstawowym, a do-
stepnych w obiekcie i ewentualnie uwzglednionych w modelu rozszerzonym.
Czes¢ algorytmoéw wykorzystujacych tego typu informacje oparta Jest na me-
todyce stosowanej w analizie Jakos$ci sterowania nominalnego. Wprzypadku
podejscia wrazliwosciowego algorytmy tego typu wykorzystujg funkcje wraz-
liwosci pierwszego rzedu (sterowanie wrazliwe w spos6b optymalny [81] , ste-
rowanie sgsiednie wzgledem optymalnego [26] ) badZz wyzszych rzedéw (subcp-
tymalne sterowanie adaptacyjne [186] ). Opisana w poprzednich paragrafach
metoda analizy nasuwa pomyst wykorzystania informacji ¢ wielkosci v lub e
do poprawy sterowania nominalnego w problemie liniowo-kwadratowym.
Wszczego6lnosci postacie algorytmow sterowania dla przypadkow sterowania
nominalnego realizowanego w uktadzie otwartym i zamknietym wynikajg z ana-
lizy funkcjonatu optymalnej Jakos$ci i idei tzw. sterowania prawie optymal-
nego  [56] .
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2.2.4.1- Algorytm sterowania w przypadku realizacji sterowania
nominalnego w uktadzie otwartym
Zaktada¢ bedziemy, ze model ma postaé¢ (2.20), gdzie A jest macierzg
stabilng, (A,B) - parg sterowalng i mierzona jest roznica wyj$s¢ obiektu x
(0o tym samym wymiarze, co stan modelu) oraz stanu modelu xm, tzn.:

Minimalizowany wskaznik jako$ci ma postac:

T T
(xTQx + uTRu)dt =»>fAxm + e)TQ(xm + e )+ uTRu)dt
e
Minimalizacja iunkcji optymalnej (2.30) odpowiadajgcej takiemu zadaniu
daje sterowanie u (wzdér (2.31). Odpowiada to zadaniu nadgzania stanu xm
za wielkoscig - e.
Posta¢ sterowania i wystepujacej w nim wielkosci gg danej rdéwnaniem
(2.32) stawia konieczno$¢ znajomosci e (£) w catym przedziale (a wiec
w chwili t - wprzéd na odcinku [t,1] ) lub jej przewidywania na podstawie
aktualnego pomiaru e(t). Wymaganie to nierealne w przypadku ciggtych
uktadow dynamicznych ostabimy, dokonujac ekstrapolacji e(£) na przedzia-
le (t,t+s] na podstawie aktualnych (ewentualnie réwniez przesztych) po-
miaréw i zastosujemy sterowanie zblizone do optymalnego o postaci:

us(t) = - R1BTK *m(t) + R 1bT 85(t) (2.129)
gdzie SgCt) jest wartoscig poczatkowa rozwigzania réwnania:
gs(£) = -(A-BR-1BTE)T ggCE) + Qe(Z)*gg(t+s) = O
ZE [t, t+s)

(dla t > T-s warunek koncowy nalezy zastgpi¢ przez gs(T) = 0).

W przypadku ekstrapolacji statowarto$ciowej mamy:

uso(t) =- r"1b”~ xm(t) + r_1bT e8o(t) (2.130)
gdzie:
S
g80(t) = - | exp [(A-BR-1BTK)Tz]dZQ e(t) =
0

= |(A-ER_1BTK)T _1 jl-exp [(A-BR"1BTK)T s] Qe(t) (2.131)
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At" J-t t+s>T
Rys. 4. Schemat blokowy uktadu sterowania ze statowartouciowg ekstrapo-
lacjg btedu e i otwartg realizacjg sterowania nominalnego

a) wymiar wyjscia rowny wglmiaro_wi stanu modelu, b) wymiar wyjsScia nizszy
od wymiaru stanu modelu

Fig. 4. Block diagram of the control system with zero-hold extrapolation
of the error and open-loop realization of the nominal control

a) dimension of the output equal to the one of the state, b) dimension
of the output lower than the one of the state

-6 FhRrxk x M w 10*0*60? jla* - ¢4 * N« ~H
Schemat blokowy uktadu sterowania moze by¢ przedstawiony jak na rysur.
ku 4a.
Podany algorytm moze by¢ stosowany réwniez w przypadku, gdy wymiai
dostepnego ;» wyjscia obiektu y jest nizszy niz stan modelu, a mierzona
jest roznica wyjs¢ obiektu i modelu:

e =y - Cxp
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Wskaznik jakosci moze by¢ zapisany w postaci:

T
(2.132)

a zatem problem moze by¢ traktowany jako problem nadgzania wyjscia za
wielkoscig - e.
Sterowanie prawie optymalne ma wowczas postac:

- * -
Uge =" RlB (cXm + HlBTgSC (2.-
gdzie 05 Jest rozwigzaniem w chwili t rownania:
i(sc = -"-BR'IBTKc)Tgsc + CTQ e ; gsc(t+s) = O (2.134)

a Kc jest ustalonym rozwigzaniem réwnania Riccatiego:
K KCA - ATKc + KeBR-1BTKc - CTQC ; Kc(T) = O

W przypadku ekstrapolacji statowarto$ciowej schemat blokowy uktadu ste-
rowania ma posta¢ jak na rys. 4b.

Dobor'przedziatu ekstrapolacji s nie jest prosty i wymaga w zasadzie
badan symulacyjnych. Jego diugos$c.jest kompromisem pomiedzy jakoS$cig ste-
rowania prawie optymalnego (zwiekszajacag sie z wydluzeniem przedziatu)

a jakoscig ekstrapolacji (zmniejszajaca sie z wydluzeniem przedziatu).

Postugujac sie modelem rozszerzonym oraz oszacowaniami wielkosci:

llge(t+s)[l,  [I0(t,S) - exp [(A-BR-1BTK)(t-i}]ll,
Hu —us I i ||xm- xg] podanymi w [56] , a takze uwzgledniajac, ze

llee " esll < 1Mt t+8)l lige(t+s)|| +

t+S
+ [0T(t,S) - exp((A-BR-1BTK)T(t-t))] e(t) +

046 41
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i przyjmujac
e < E, lle] < E*

otrzymuje sie w przypadku ekstrapolacji statowarto$Sciowej oszacowanie
réznicy J(uso) - J(u) jako:

T
[J(U80) - J(G)| < {j]lu-uj IrlKlud  + I ) +
+ik - xsJ w<2E + ii*j + lixsoinj

N oexp(-ds)[THI1+N5+sN6+E'(TN7+Nb+N9 exp(-dT))

* +N24N3 e P(.~aTHE  TK7+N8+N9exp(-dT ))+Ndexp(-dT) =A

gdzie d dane jest przez (2.41a),
-1 -1
a ="mn(K"*» KMN{N>N2,..., Ng zalezg odA,B,R,Q.E

a Ng, oraz Ng, Ng dodatkowo od x(0).

Minimalizacja oszacowania wzgledem s pozwala orientacyjnie ocenic
wtasciwy horyzont ekstrapolacji. Mozna tego dokona¢ rozwigzujac réwnanie:

-TNANg-sNg+Ng+E'(TN7+N8+Ngexp(-dT))(® - s) =0

0 ile znane jest ograniczenie defektu stanu v, tzn.: |V wowczas
wielko$ci E i E’ moga by¢ ocenione na podstawie oszacowan:

Hell4lAllfel + M|
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czyli:

;
E=Ch llexp(AT- ) dt
O

B =£ jl + IA] J [lexp(AT=t))L dtj
c

Z.2.i.2. Algorytm sterowania w przypadku realizacji sterowania
nonir.alnegc w uktadzie zamknietym

Zaktada¢ bodziemy, ze rccdel ma posta¢ (2.20), a stan obiektu daje
sit; zr.pieac za pomocag rownania (2.23).

Minimalizacja funkcji optymalnej jakos$ci (2.26) prowadzi do sterowania
(2.27), cc odpowiada rozwigzaniu zadania stabilizacji w obecnosci zakto-
cef v.

Sterowanie takie, a w szczegdlnosci znalezienie wartosci ) (danej
rownaniem (2.28)) w chwili t wymaga znajomosci v w catej przysztosci,
tzn. w przedziale [t, T].

Zastgpione ono zostanie (podobnie jak w 2.2.4.1) sterowaniem zblizonym
do optymalnego:

= “Em “f ~ S B 8« .
u(t) =- R-13TK x(t) + R 1BTEc(t) (2.135)

wymagajacym ziajoﬁoréi v"j'edynie z wyprzedzeniem o s, gdyz:
ic(Z) =- (A-BR~1BTK)Tgc(?:) + Kv(t)e gc(t+s) =0 (.2.136)

ie[t, t+s)

Jezeli mierzona jest rdéznica stanu modelu i obiektu e, to korzystajgc
z faktu, ze

otrzymuje sie:

= Ke(t) - exp|(A-3R_1BTK)Tsj Ke(t+s]

+ i|[a-BR“1BTk] T exp [(A-BR_1BTi )Td] K +
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+ exp [(A-3R 1BTi5)Ti] K4 e(t+L)dr =

= K e(t) - exp [(A-3R-'3TS)Tq JCe(t+s) - j exp [(A-SR-1 3TK)Tt]

. QeCt+0OdC (2.177)
Woprzypadku ekstrapolacji statowarto$Sciowej otrzymujemy (rys. 5):

eco(t) = - [(A-BR_1BTK)T] " 1j l-exp [(A-BR"13TK)Ts]j KAe(t) (2.13fa)

a w przypadku wykorzystania pomiaru e(t) oraz e(t-p) i ekstrapolacji
liniowej otrzymamy:

Rys. 5. Schemat blokowy uktadu sterowania z zamknietg realiz_acjtﬁ sterowa-
nia nominalnego i statowarto$ciowg ekstrapolacja edu e

Fig. 5. Block diagram of the control system with zero-hold extrapolation
of the error and closed-lccp realization of the nominal control

gcl(t) = - [(A-BR13TK)T]“1 1 (:-exp [Q-3R"1BTK)Ts]) KAe(t) +

+ ( [(A-BR"13TK)T] "1 [T-exp((A-BR-1BTK)Ts)] Q- s exp [(A -

- BR-Vft)Ts] KA) fe-~ .r.e(trp) | (2.139)
Jezeli istnieje mozliwo$¢ rézniczkowania sygnatu x woOwczas mozna
wyznaczy¢ v (t) i dokonaé¢ jego ekstrapolacji. Na przyktad w przypadku

ekstrapolacji staloworto$ciowej otrzymujemy:

gco(t) = [(A-BR'IBTK)T] “1 [l-exF((A-BR~1BTK)TE)] K(x-Ax-Bu)
(2.1 4C)
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Wymaganie dotyczace stabilno$ci macierzy A nie musi by¢ speinione. Przy
zwyktych zatozeniach c¢ sterowalnosciiobserwalno$cimodelu mozna go usta-

bilizowa¢, obejmujac go "optymalnym" sprzezeniemzwrotnym.
Model opisywac¢ bedzie rownanie:

xm = (A-BR"1BTE)xm + BR*1BTgc (2.141)

a obiekt réwnanie:

x
1

(A-BR_1BTK)x + BR*1BTgc + v (2.142)

Czyli:

@D
1

(A-BR-13TK)e + v (2.143)

co prowadzi w przypadku statowarto$ciowej ekstrapolacji e do uktadu ste-
rowania przedstawionego za pomoca schematu blokowego na rys. 6.

Przyktad 2:

Przyktadowe przebiegi zmiennych stanu oraz zaleznos$ci wartos$ci wskaz-
nika od dtugosci horyzontu ekstrapolacji dla obiektow opisanych modelami
pierwszego i drugiego rzedu z zamknieta realizacjg sterowania nominalnego
i statowartoSciowag oraz liniowg ekstrapolacje e przedstawiajg rys. 7 i 8
Obiekty symulowane sg komputerowo, przy czym réznig sie miedzy sobg cha-
rakterem wielkos$ci v.

Przedstawione algorytmy sterowania moga by¢ zastosowane w spos6b ite-
racyjny w przypadku sterowania repetycyjnego, tzn. przy kazdej kolejnej
repetycji mozna prognozowa¢ przebieg wielko$ci e na podstawie poprzed-
niego przebiegu. Takie postepowanie jest skuteczne, je$li e zalezy w
niewielkim stopniu od sterowania, a proces ma charakter periodyczny.

Dla przedstawionych algorytméw trudno sformutowa¢ w sposéb ogoélny wa-
runki stabilno$ci. Wprzypadku kiedy v nie zalezy od sterowania, wys-
tarczy zbada¢ stabilno$¢ odpowiednich liniowych uktaddéw.

Przyktadowo, ukitad z rys. 4a opisujg réwnania stanu:

-BR-1BTic BR 13T[(A-BR-1BTK)T]"1jl-exp [(A-BR-1BTE) Ts] j'C
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& Rh 8t Obiekt

A-BR BrK

Rys. 6. Schemat blokowy uktadu sterowania dla obiektu niestabilnego ze
statowarto$ciowg ekstrapolacjg btedu e

Fie. 6. Block diagram of the control system with unstable plant and zero-
-hold extrapolation of the error

natomiast uktad z rys. 5 réwnania:

-BR-1BTE  -BR-1BT{k+[(A-BR-1BTZ)T] '1 [I-exp[(A-BR'1BTE) Ts]] ¢4
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Rys. 7. Przyktadowe wyniki symulacji algorytmu sterowania dla obiektéw
0 modelu pierwszego rzedu

Fig. 7. Exemplary results of control simulation for the plant with first
order models

Rys. 8. Przyktadowe wyniki symulacji algorytmu sterowania dla obiektow
o modelu drugiego rzedu

Fig. 8. Exemplary results of control simulation for the plant with second
order models

A zatem stabilnos$¢ jest zagwarantowana przez stabilno$¢ macierzy A i zw-
kte zatozenia o sterowalnosci i obserwowalno$ci modelu. W przypadku ukfadi
przedstawionego na rys. 6 stabilno$¢ macierzy A nie jest wymaganaj jes-
li jednak, co najcze$ciej bedzie miato miejsce, v zmienia sie ze sterowa-
niem, warunki stabilnos$ci sg trudne dc ustalenia.
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Dla obiektu roztozonego wzdtuz jednego wymiaru sterowanego w stanie
ustalonym mozliwy jest pomiar e(£) dla Z>t, np. dla Z= T (na koncu)
i wowczas mozna korzystaé¢ z postaci sterowania u po dokonaniu interpo-
lacji e potrzebnej do uzyskania ge(t).

2.3. ANALIZA JAKOSCI STEROWANIA UKEADOW DYSKRETNYCH NOMINALNIE'
OPTYMALNYCH  [155]

2.3.1. Wstep

Wyniki przedstawione w punkcie 2.2 dla uktadéw ciggtych sa wazne réw-
niez dla uktadéw dyskretnych w czasie. Dlatego tez przedstawimy je w nie-
co skréconej formie ograniczajgc sie do istotnych oszacowan i ewentual-
nych szczegdlnych witasnosci probleméw dyskretnych. Rozwazane beda modele
podstawowy (2.9) i rozszerzony (2.11), (2.12) lub (2.13), (2.14) z 1™l
Euklidesowag.

Model podstawowy wykorzystywany jest do wyznaczania sterowania (w ukta-
dzie otwartym) badz prawa sterowania (w uktadzie zamknietym) minimalizu-

jacego wskaznik jakosci: .
N-1
J =2 I"W k), u(k)) (2.144)
k=0

przy czym zaktada sie, ze:

DA1. f~ i L™ sg dwukrotnie rdozniczkowalne w sposéb ciggty wzgledem
x(k) i u(k).

DA 2. Istnieje cigg sterowan ju(k)j minimalizujagcy wskaznik (2.144)
dla modelu podstawowego.
W-'przypadku dtugich horyzontéw sterowania N—o« dodatkowo zaktada
sie:

DA 3. Model podstawowy i rozszerzony sg asymptotycznie stabilne.

Podobnie jak w problemach ciggtych nazywaé bedziemy )u(k)( sterowa-
niem nominalnym, odpowiadajgcg mu trajektorie *m(k) - trajektorig nomi-
nalng, prawo sterowania P~Ce) takie, ze. uik = Pk(xm(k)), nominalnym pra-
wem sterowania. Warto$¢ wskaznika odpowiadajacg km(k) oraz u(k) nazy-
wat bedziemy' nominalng wartos$cia.

Podobnie jak'w rozdziale 2.2 , oceniaC bedziemy zaréwno wptyw wielko$-
ci niepewnosci na odchytke od wartosci nominalnej, czyli réznice:

Al = 1J(v) - i(0)] (2.145)
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jak i wplyw niedoktadnos$ci modelu na odchytkg od warto.ci optymalnej,
czyli réznica:

= J(v) - S(v) (2.146)

j(v) jest w tym przypadku funkcjonatem optymalnej jakc.ici dla modelu
rozszerzonego (2.11).

Rys. 9. Interpretacje zmienanh nie%ewnych w modelach rozszerzonych dys-
retnych y, czasie

Pig. 9. Interpretation of ucertair. vari-bles in the extended discrete-ti-
me models

Jak wspomniano, w przypadku modeli dyskretnych r6znica miedzy modelem
rozszerzonym (.2.11), (2.12) a (2.9), (2.13), (2.14) jest mniej Istotrs
niz w przypadku uktadéw ciggtych. Wyjasnia to rys. 9. S+ad analize prze-
prowadzimy dla pierwszego z tych modeli. Stosowana metod-'. analizy roéwniez
nie odbiega od przedstawionej dla uktadéw ciggtych, a mianowicie wykorzys
tuje pierv/szy i drugi wyraz rozwiniecia wielkosci Ad badz Ad.

2.3.2. Ocena wptywu wielkosci niepewnos$ci n& odchyt.co od wartosci
nominalnej

Dla uktadéw dyskretnyoh prawdziwe sg w peini analogiczne twierdzenia
do tw. 2.1, 2.2, 2.3. Sformutujemy zatem nastepujace twierdzenie.

nriERDzarii 2.6

Ocena pierwszego wyrazu rozwiniecia odchytki od wartosci nominalnej
ma te samg warto$¢ dla otwartej i zamknietej realizacji sterowania nomi-
nalnego i zalezy jedynie od ograniczenia normy niepewno$ci oraz normy
wektora sprzezonego wzdtuz trajektorii nominalnej. Oceny drugich wyrazéw
rozwini'-'ia sg rézne przy réznych strukturach sterowania nominalnego.
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Pierwsza r6zniczka wskaznika jako$ci od warto$ci nominalnej (przy 2t-
ozer.iach P.1, 2A?) ma postac:

gdzie pochodna hamiltonianu:

Ki,(x,u,v,p) = Lic(x(k), u(k)) + pT(k+1)[fk(x(k), u(k)) +v.j

liczona jeot -wzdluz trajektorii nominalnej, a p(k) jest wektorem iprzx-
zonym, danym réwnaniem:

2Hk T
p<N> = 0
u zatem:
CUIA A9 Akt I *
A1 3H- Iyl

1dJl « 2 Igvflb v('t,I<€ 2 1h(k)I
k=1

Z kolei druga r6zniczka wskaznika od warto$ci nominalnej w przypadku
realizacji sterowania nominalnego w uktadzie otwartym ma (przy /utozeniu
doktadnego nastawi* nie sterowaniu, tzn. du(k) = 0)

wartos¢:

d2J = |2 y . dx(> )* Ox(-kA-7y dx (k)

gdzie:

®rv
dx(k+i) = é5nfr Jx(:%5 + v(r'-; * dx(0) =0 .

a zatem:

k=0 1=2 dx-.r.

jest macierzg trar.zyi gi rcwnanin (2.1 W
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Dla uktadu zamknietego otrzymamy:

2 1h1 A 0Pk T  02H
dJ =2 27~ dx<k) + Bulk)l)x(k) +

0Pk T 32Hk 0Pk }
+ dx(k) (2'152)

gdzie :

dx(k+1) = £ 58+ Bk BRKHy dx(k) + v(k): dx(0) = O (2.153)

zatem :

? N1 k1 | 02h
\' M < is 2 2 K ¢~ + oil 2]|-17 +
k=o[i=0 J ®x "k )
0Pk T 0 2Hk 0Pk T 02Hk 0Pk M
+2*nn) ATO A Akj5+ ("nri) (2*154)

gdzie Oa(k,i) jest macierzg tranzycji réwnania (2.155).

Dla szczeg6lnego przypadku probleméw liniowo-kwadratowych, w ktérych:

fk(x(k), u(k)) = Ax(k) + Bufk)

Ik(x(k), u(k)) = x(k)T Qx(k) + u(k)T Ru(k)

( z macierzami Q,R - symetrycznymi dodatnio okre$lonymi) powyzszy.rezul-
tat przyjmuje szczegOlnie prostag posta¢. Otrzymuje sie mianowicie:

N-1
M «£KII 2 NK)&cko (2.155)
k=1

gdzie: K(k) jest rozwigzaniem ré6znicowego rownania Riccatiego:

K(k) = Q + ATK(k+1 )A - ATK(k+1)B(R + BTK(k+1 )B)~1BTK(k+1 )A: K(N) = O
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a 0(k,i) jest macierzg tranzycji rownania:

xm(k+1) =J1 - B(R+BTK(k+1 )3)~13TK(k+1 )] Axm(k) (2.156)

Dla duzych horyzontow sterowania N— “= otrzymuje sie (przy zwyktych za-
tozeniach o sterowalno$ci) stacjonarne prawo sterowania, w ktorym' K(k)
zastgpione jest warto$cig ustalong rozwigzania macierzowego réwnania
Riccatiego K. zatozenie o stabilnosci (spetnione dla modeli obserwowal-
nych i sterowalnych) gwarantuje zbiezno$¢ sumy szeregu w (2.155) tak, ze

|[{t- b( r+btkb)_lbtK al

[dj| « 6 Jx (O Il :
1 - HjHBtR+BKB)- 1 BMgAH

Oszacowanie drugiego wyrazu rozwiniecia ma rowniez bardzo prostg postac:

&l < IEO(] CFEEIA (2.157)

w uktadzie otwartym

oraz
2 K1f K 12
ld2j] ¢ 2 {2 nu4ak,i)p IQHATK(k+1 )B(R
=C [i=1 J
+ BTK(k+1 )B)-13TK(k+1 )A| (2.153)

w uktadzie zamknietym.

Jak wspomniano, ograniczenie sumaryczne wynikajace z estymacji para-
metréow metodg najmniejszych kwadratow jest w przypadku modeli dyskretnych
uzasadnione rdéwniez dla modelu rozszerzonego (2.11), (2.12). Ograniczenie
zmiennej niepewnej ma wowczas postac:

N-1 _
[ 2 vl 4 i (2.159)
: k=0

Przedstawione wyniki nie ulegajg zasadniczej zmianie, zmieni r;e tylko
posta¢ konkretnych oszacowan.
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, pi - iniecie. 7 ¢ w i:
rrzyktad owo ierwsz raz rozwiniecie. relezy oszacowac csteei

li-1 < ¢2 1, "(2.16.0)

Podobnie zoir.& .0szaeswRC drugie wyrazy rozwiniecia.

2.3.3. Cccna wptyw- r.:idoktadno.:ui --de:, na odchytk-y od wcrto. oi
optymalnej eznikr

Ceer» odchytki (2.*%.46.) w przypadku niej- ricwy (j'.dobnie ;efc dla
uktadow ciggtych) racotyka rfe znrczr.e trudnoaci z uwagi r.a problery zwia-
zane z okre..leniem oszacowan funkcjonatu cptyrelr.ej iiks.-,i - Ogra-
niczmy sie zatero de :r.ulizy probleru iiniows-kwa-drntowego.

Udowodnimy twierdzenie ur.slogiczr.e do twierdzeniu 2.3, c sinnowie c:

Tr;EH:2Ei:2 2.7
Ccer.;- odchytki wskaznika od wsrtonci optymalnej n-le zawiera wyrazéw £
rzedu r.::f>zega niz dwa.

uewcd:
Zskif.dejSiC istnienie sterowania optymalnego 0 dla r.odclu rozszerzo-
nego ctrzymujeray dJ = 0, c¢ zatem:

Al

Uzyskane nieréwno:- ci bedrj prawdziwe e fortiori, jenli sterowanie optymal-
ne u zostanie zastgpione przez jakiekolwiek sterowanie u "lepsze" od
nominalnego u,-a wiec pozost:i-.ng uzyteczne, gdy sterowanie optyialne 3
r.ie istnieje. Ocena drugiej wariacji zalezy od struktury, w jakiej reali-
zowane jest sterowenie r.orrir.olne.

Druga wariacje noins zapisa¢ w postaci:

d2j «j 2 jaxCi)TQdy(.) + du(i)er du(i)J 2

gdzie odchytki dx(i) i d.(i) cczra zdefiniowaé¢ jako:

du(i) =ud) - Cii;
ix(1; =x(:) - x( )



.-roo-em znj._t’;:ien:a u(;} ;eot v. prcolcir.ie liniowo-kwadratowym pcdobr.y
do zagadnienia rt-.bilizncji w obecno$ci zaktécen.
?2ur.kcjcr.at cptyr.a_r.ej jako$ci mcze by¢ zatem zapisany w postaci:

C(v) =" xT K(0)xo + xX gvCK-') - "*(0)

t/k+1) = AT |I-3(R+3TK(li-k;3)-1 BTK(K-k)jgy(k) +

- K(N-k-1) v (ti-k-2); V =0,1,...,N-1; gy(0) =0 (2.16T)
Prowadzi to dc okres$lenia sterowanie optymalnego w postaci:

u(i) = - (3+3XK(i+1)B)~1 3T(K(i+1 )Ax(i) - gyCS-i-1)) (2.164)

Optymalng trajektorie otrzymuje sie r.aton-iast, podstawiajgc (2.164) do row-
nania modelu rozszerzonego:

x(i+1) = j:-B(R+BTK(i+1)B)_1BTK(i+1)] Ax(i)
+ 3(R+BTK (i+1)3)"1BTgv(N-i-1 ) + v(i) (2.165)
x(0) = x.(0)

Roéwnania-dla odchytek x (i), u(i) oraz v(i) majg postac:
dxr(i+1) = k dxr(i) + B dur(i) + dv(i) (2.166)
dxs(i+1) = A dx0(i) + B dun(i) + dv(i) (2.167)
dxr(0) = dxE(0) = O

gdzie:

dug(i) = —(R + BTK(i+1 )B)~1 BT(K(i+1) A dxs(i) - gv(N-i-1))
(2.168)
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w przypadku realizacji sterowania nominalnego w uktadzie zamknigetym
oraz

dur(i) = -(R + BTK(i+1)B) 1 BT(K(i+1)A dx(i) - gv(N-i-1))  (2.169)

gdzie
dx(i) =x (i) - xm(i)
dx(i+1) = Adx(i) + Bdur(i) + v(i) (2.170)

w przypadku realizacji sterowania w uktadzie otwartym. Przy czym podobnie
jak poprzednio:

|lv(i d ~ £ natomiast ld y(1)| < o£, gdzie
] jesli v nie zalezy od u
2 jesli v zalezy od u

Zatem dx(i) oraz du(i) sa proporcjonalne do v(i), co prowadzi do
stwierdzenia, ze oszacowanie (2.161) staje sie kwadratowg funkcjg £ .

Jawne wyrazenie tego oszacowania jest raczej skomplikowane, natomiast
wykorzystanie numeryczne przedstawionych wzoréw nie przedstawia istotnych
trudnos$ci.

Oszacowanie wartosci funkcjonatu optymalnej jakosci J(v) jest mozliwe
przez znalezienie minimalnej wartosci tego funkcjonatu wzgledem wielkos$ci v.

Mamy woéwczas:

J = Min J(v) < Min J(v) < J(v) (2.171)
v IVl <£
Przyjmujac funkcje w postaci:

uzyskuje sie po zastosowaniu réwnania programowania dynamicznego:

v(i-1) =- £ p-1(i-1)p~(i-1)x(i-1) (2.172)



oraz

Ji_1 =xT(i-1) [p~i-1) - 0,25 p|(i-1 )(Pj1(i-1))TP2(i-1 )Ix(i-1) (2.173)

gdzie: P~(i), ?2(i), Pj(i) dane sa przez roéwnanie rekurencyjne zawie-
rajgce parametry modelu podstawowego oraz rozwigzania rownania Riccatie-
go. Mimo iz otrzymane w wyniku zastosowania wzoru (2.172) wartosci v(i)
nie spetniajg czasem nieréwnosci:

[[v(i)|[I<£, ocena J(v) poprzez J =1JQ

zgodnie z (2.173) moze by¢ przydatna.
Przyktad 3:

Przyktadowo, dla obiektéow pierwszego rzedu z réznymi wartosSciami para-
metréw i réznymi rzeczywistymi postaciami defektéow v (i) uzyskuje sie:

% A B R Q N v(i) e J(v) J J(G)
-0.5 0.5 1 1 1 5 x3(i) 0.125 0.1626  0.1250 0.1416
-0.5 0.5 5 1 1 5 x3(i) 0.125  0.1277 0.1250 0.1262
-0.75 1 5 1 5 5 x5(i) 0.422  1.1435 1.4146 1.417
-0,75 1 5 1 5 5 sin x(i) 0.6816 1.4469 1.4146 1.417

Oszacowania funkcjonatu optymalnej jakos$ci uzyskane ta drogag umozliwia-
ja ocene mozliwosci uzyskania optymalnej wartosci wskaznika jakosci dla
obiektu opisanego modelem rozszerzonym. Oszacowania te jednak nawet dla
tak prostych obiektéw przyktadowych sg zbyt optymistyczne i czesto noai-
nalna wartos¢ wskaznika jakosci f(O) daje lepsza ocene mozliwosci opty-
malnosci sterowania, a jest ona znacznie prostsza do wyznaczania. Podob-
nie oszacowanie wartosci AJ moze by¢ znacznie gorsza miarg utraty opty-
malnosci sterowania na skutek niedoktadno$ci modelu niz AJ, a spos6b oceny
Al jest znacznie bardziej ztozony niz AJ. Tak wiec ocena strat Al m
najczesciej jedynie znaczenie jakoSciowe, np.: udowodnione twierdzenie
umozliwia stwierdzenie, ze straty te rosna z kwadratem oszacowania wiel-
kosci v (i). . . o
" |I(t-.e-J|) 3 - (BI)MXA(r+Mk>A2  (sirjjtjirs * .-n - «e.; -

2.3.4. Algorytmy sterowania wykorzystujagce informacje pomiarowg

o wielkosci btedu modelu [150], (153).[155]

Podobnie jak w przypadku ukiadéw ciggtych uwzglednienie informacji
o wielkosci btedu aproksymacji wprowadzanego przez model moze w sposob
istotny poprawi¢ jako$¢ sterowania. Wprzypadku problemu liniowo-kwadra-
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towego analiza funkcjonatu optymalnej jakos$ci dla modelu rozszerzonego
prowadzi bezposrednio do prawa sterowania wykorzystujgcego informacje
0 wielkosci v lub e.

'x przypadku uktadéw dyskretnych w cz.asie brak mozliwo$ci pomiaru w
chwili i-tej wielkosci v(k) Ilub e(k) "dla k > i, a tym bardziej
dla wszystkich i < k ~ N-1 powoduje konieczno$¢ zastosowania prawa ste-
rowanie. prawie optymalnego, przy czym wartosci v(k), e(k) dla
1< V< kts okreSlane sa przez ekstrapolacje aktualnych wzglednie przesz-
tych pomiarow.

"atcTiact w przypadku uktadéw dyskretnych w etapach (pracujacych w
stanie ustelonym) moze by¢ mozliwe wykorzystanie do sterowania na i-tym
«npie pomiaréw wszystkich v(k) lub e(k).

2.3.A.l. Algorytmy sterowania dla uktadow dyskretnych w czasie

Zaktada¢ bedziemy, ze model ma posta¢ réwnania:

; 7 XC SN 7 . w&itisisbh ineioiiiooh lapffi&b* i
xm(:k+1) = Axmk) + Bu(k); k =,0,1,... ,N-1 y(0) =x0 (2.173)

tir.imaiizowar.y wskaznik posta¢:

N2 xT(k)<Mk:) + uT(k)R u(k) LXT[ t.i (2.174.)
k=0 ! i |

15 nierzor.a jest rdznica stanéw (wyj$é) modelu 1 obiektu .
o(k) =x(k) - xy(k) ; k =1,2,....N (2.175)

o wskaznik moze byé przedstawiony w formie:

a=i 2 + eCkjjrfjrrk) + e(k)) + uT(k)Ru(k)) (2.176)
sterowanie minimalizujace go:

u (m, =- (K + 3TK(k+1)B)* 1BT|K(k+1 )Axm(k) - gQ(N-k-1)j (2.177)

- AT|I-3(R+BTK(K-k)B)-13TK(K-k)j Tg0(k) - Qe(N-k-1); g; (C) =0
(2.178)



- 77 -

Taka postaé sterowania jest przydatna w przypadku otwartej realizacji
sterowania nominalnego. Ze wzgledu r.a konieczno$¢ znajomosci lub przewi-
dywania wielkosci e(i) bedziemy na podstawie pomiaréw w obwili k (lub
przesztych) ekstrapolowali e(i) w przedziale (k,k+s] i zastosujemy
sterowanie prawie optymalne ¢ postaci:

ug(k) = - (R+BTjb r 1BTjK t6mk) - Ss(N-k-1)j (2.179)

gdzie:
gs(N-k-1) =- 2 |[(I-B(R+BTKB)“1BT)a] ] ' Qe(k+l +i) (2.130)

Wprzypadku k > N-s nalezy w miejsce s przy sumowaniu postawie
N-k.
Przyktadowo, w przypadku ekstrapolacji statowarto$ciowej sterowanie
przyjmuje postac:

uso(k) = - (R+#BTib r 1BTjKAXm(k) - ggo(N-k-1 j (2.181)

ggo(K-li-!') =- 2 jta-SCR+S”sr*H] j Qe(k) (2.182)

Oktad sterowania mozna przedstawi¢ schematem jak na rys. 10a.

Je$li" sterowanie nominalne realizowane jest w uktadzie zamknigtym,
mozna obiekt opisa¢ rownaniem:

x(k+1) = Ax(k) + 3u(k) +v(k) ; x(0) = xm0) = xQ (2.183)

1 wykorzysta¢ posta¢ prawa sterowania (2.164).
Sterowanie prawie optymalne z horyzontem wyprzedzenia s jest dane
przez:
i { - [ ]

uc(k) = - (r+BTI#B)“1BT|KA X(k) - gc(N-k-1)| (27184)

g~zie:

gc(N-k-1) =- 2 |[[fT-3(R+BTb r 1BTIQ)A] v(k+i) (2.185)

(uwagi dotyczace przypadku k> N-s pozostajg w mocy).
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r<&-\ (RtBTKB)"BT Obiekt
a
al
KA
FT«O I,‘!(I-B(R +BTKB)'<BTk)AjT}4
KA
<x)- (R+ BTKBi‘BT Obiekt K( -A)
b)

m0-"

'Si f[(I-B(R+BTKBr',BTk)Ar}J
i-o

Rys. 10. Schemat blokowy uktadu sterowania dyskretnego w czasie ze stato-
wartosciowg ekstrapolacjg btedu e i a) otwartg oraz b) zamknieta reali-
zacjg sterowania nominalnego

Fig. 10. Block diagram of discrete-time control system with zero-hold
extrapolation of the error and a) oper.-loop, b) closed-loop realization
of nominal control

Poniewaz:

v(k) = e(k*1) - Ae(k) (2.186)
wiec :

gc(N-k-1) = KAe(k) -|[(1-B(R+BTi(B)"1BTK)A] T 3-1 Ke(k+s) +

+ 2 t <[I-B(R+BTKB)-1BTjI]JA)T} | X - [I*"B(R+3Tib)-1BTi(] TK4 e(k+I
1=1 1 Jn J (2.187)



Hyc. 11. Schemat blokowy uktadu sterowania dyskretnego w czasie ze stato-
wartosciowg ekstrapolacjg v

?ig. 11. Block diagram of discrete-time systems with zero-hold extrapole-
polation of v

T przypadku ekstrapolacji statowartoSciowej e otrzymamy (rys. 10b):

eco(:I"k_1) =_ 2 |[C-B(R+BTKB)-1BTK 4 j~1-A letk) (2.18b)

N mjO ff; F~ 0 ... P! i
Wkorzystujagc pomiar e(k) oraz e(k-1) mozna dokona¢ statowartcscic-
wej ekstrapolacji v (i) otrzymujac:

£cvU'-k-1) =2 [[(I-B(R+BTKB)“1BTic)A] I K(e(k) - Ae(k-1))
i=0 (2.169)
i uktad sterowania przedstawiony schematem blokowym na rys. 11.
"I\ O, ] T’ I *fijfj !
2.3.4.3. Algorytmy sterowania dla uktadéw dyskretnych w etapach
epracujacych w stanie ustalonym

Jak wspomniano, omawiane algorytmy staja sie szczegdlnie realne w przy-
padku, gdy opis w postaci réwnan roznicowych wynika nie z dyskretnego czasu
lub dyskret.yzacji czasu ciagtego, lecz z nastepstwa w przestrzeni w przy-
padku procesu wieloetapowego rozwazanego w stanie ustalonym (p. np.: [26],
[44] ). Przyktady tego typu procesdw spotykane sg np. w inzynierii chemicz-
nej (ciggi wymiennikéw ciepta, ekstraktoréw, mieszalnikéw itp.).

Zauwazmy, ze w przypadku tego typu proceséw realny jest bezposredni po-
niar defektu v(k) przy zastosowaniu modelu, gdyz wielkos¢ x(k+I), tzn.
stan na wyjsciu danego elementu, jest zazwyczaj mierzona. Umozliwia to
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Rys. 12. Schemat uktadu sterowania procesem dyskretnym v, etapach w stanie ustalonym: a) wykorzystujacego
model przestrzenny oraz b) z bezpo$rednim wyznaczaniem btedu réwnania v

Fig. 12. Block diagram of discrete-stage process a) using spatial model and b) with direct determination
of the error of state equations

°8
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bezposSrednie wykorzystanie vi2oru (2.185) ze statowartosciowag ekstrapola-
cjg v(i). Co wiecej, w wielu przypadkach do sterowania na k-tym c-tep"e
mozna wykorzysta¢ informacje o wielkosSci e(i) Ilub v(i) dla wszystkich
elementéw wystepujacych po k-tym. Umozliwia to wykorzystanie algorytméw
sterowania optymalnego: (2.177) lub (2.164) w zaleznos$ci od sposobu re-
alizacji sterowania nominalnego. Pierwszy z tych algorytméw, wykorzystu-
jacy model przestrzenny o strukturze takiej jak obiekt, mozna przedstawic
za pomocg schematu jak na rys. 12a. Wprzypadku zastosowania drugiego z
algorytmoéw pozadany bytby model nie stanowiacy obrazu procesu (tzn. ciggu
potagczonych ze soba elementéw), lecz stuzacy do bezposredniego wyznaczenie
v(k) z relacji:

v(k) = x(k+1) - 7x(k) - Eu(k)

Uktad sterowania odpowiadajgcy takiemu algorytmowi mozna przedstawic
za pomocag schematu jak na rys. 1275

Model przestrzenny uktadu prowadzi wprawdzie do natychmiastowego wyzr.r-
czania wielkosci e(i) lub wv(i), ale jest z reguty trudny do zrealizo-
wania. Najczes$ciej musi by¢ zastgpiony modelem realizowanym komputerowo
i majagcym charakter szeregowy w czasie. Powoduje to konieczno$¢ 'teracyj-
nego stosowania algorytmu. Wkolejnych iteracjach zmienia sie er.ty clg
sterowan (wariant 1) lub tylko jedno sterowanie pozostawiajgc pozostate
niezmienione (wariant 2).

f * jl#r.nommo/nt
X Algorytm 2
4- Algorytm 1

W

o-aa 6»t.o rmf.o o+ 1-0
t- x(0)--0.s |
* v(i)*4inx(tl

« Stor. nomina/no
ts X Algorytm 1
4 Algorytm 1

<j*03 b"1.0 r"f-0 yfJ>
Afoj- -0.s

Rys. 13. Przyktadowe zaleznosci zr.ien warte Se. ws*azni}e jakosci c¢ licz-
by iteracji .dla procesu piecioetapowego symulowanego komputerowo

Fig. 13. Exemplary relations between a value ci the- performance index and
the number of iterations for five stages process simulated by computer
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Przyjetad 4:

Rys. 13 przedstawia przyktadowe zaleznos$ci zmian wartosci wskaznika
jakos$ci od liczby iteracji dla piecioetapowego procesu symulowanego kom-
puterowo opisanego modelem skalarnym przy réznych postaciach defektu v(k).
Wyniki obliczen symulacyjnych dla réznych wartos$ci parametréw, roznej
liczby krokéw i defektow dla modelu skalarnego oraz modeli drugiego rze-
du przedstawia ponizsza tabela.

Parametry A=0.5 B=1° A= O j* 1-0 xg = - 0.5
v(i) = sin x(i)
Warto ¢ ci wskaznika
liczba liczba alg. ster. Alg. ster. alg. ster. ster.
e tapow iteracoi (2.177) (2.164) (2.164) nominalne
ewariant | wariant [l
1 2 " 3" 4 5 6
1 0.7419 0.7169 0.6580
3 2 0.6170 0.6300 0.6263 1.152
3 0.6144 0.6266 0.6266
1 7.7065 5.5782 2.3062
c 3 2.3930 1.5860 0.6740 2.7341
5 0.7590 0.7116 0.6774
v(i) = x(i)3
1 0.3275 0.3259 0.3250 0.3357
3 2 0.3253 0.3249 0.3249
1 0.3323 0.3268 0.3252 0.3361
3 0.3269 0.3252 0.3252
3 0.3270 0.3252 0.3252
v(i) =e!
v 1 0.7231 C.7144 0.6764 1.4410
2 C.6B05 0.6764 0.6764
R 1 0.9220 0.3177 0.7155 1.5471
3 0.7311 0.7157 0.7:55
10 1 0.9682 0.3302 0.7166 15500
3 0.7470 0.7211 0.7166
5 0.7350 0.7167 0.7166
Parametry A- 1.0 3. 1.0 R- 1.0 v - @0 xQ- - 0,5
v ( i y = X(I)3

5 'C 1.7340 1.5336 1.5633 .664 /
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Parametry /f =
Warunki
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-0.25 -C.25
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Parametry A =

-0.25
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¢ - B
vU) =e*T (j
2.4302 2.12U 2.1193 10.3356
i
\(i) =£7
ieue 1 15 1.6415 6.0511
10 3= ¢ = N B-59 x =.073
7
w-; T Y{ir
Al
d.ccj; IvCfW 2.86TC
_ R _
3s 1.z h=t¥ = 1.0 xo =- C3
v(i) = Fin XCi
&EX80 C. 78 1.172>
Obiekt Il rzedu
C.5’ 0 2.0 n
3 = v a =1
.0.5 -0.3- lan 2.0.
0
- liczba etapoéw 5
V= 3 liczba iteracji 10
x2(i)
alef. ster. (2.164) alg. ster. %2_.164) ster.
wari or.t wariant Zi nominalne
0.2835 C.263S 0.2644
1.6553 1.6596 1.8601
Vo= Sil. (i)
0.3337 0.3327 0.5104
0 -0.5 0 2 0
3 = 5 = li = 1.0
C5 -0.7] 1 0 2
0 “
x2(i)3
0.2843 0.2843 0.2648
1.8675 1.8675 1.8679



x2(iY
-0.75 -0.-75 10.5297 10 .6168 1-4.0431 4
-0.75 -0.9 14.7296 21 -0068 32.7298

r

0

V =

sir, x7(i)

u
-0.75 =2 Q 11.1143 11.1894 39.8596

Algorytm wykorzystujagcy sterowanie nominalne Xx'enlizowar.e w uktadzie
zamknietym (2.164) jest efektywniejszy r.iz algorytm wykorzystujacy stero-
wanie realizowane w uktadzie otwartym (2.177), przy czym efektywnos$¢ al-
gorytmu w stosunku do sterowania nominalnego jest szczeg6lnie widoczna
dla uktadéw niestabilnych w star.ie otwartym. Poréwnujac dwa warianty al-
gorytmdw mozna stwierdzié¢, ze wybor jednego z nich zalezy od charakteru
defektu oraz parametrow modelu podstawowego. Przykiadowo, jes$li przewi-
dujemy, ze zalezno$¢ wv(i) od stanu jest niewielka, wariant Il daje wyraz-
nie lepsze rezultaty. Wariant ten jednak cechuje sie silng zaleznos$cia
efektow sterowania od przyjetego przyblizenia poczatkowego sterowania.

Przedstawione algorytmy mogg by¢ stosowane réwniez jako algorytmy nu-
merycznego wyznaczania sterowania minimalizujgcego kwadratowy wskaznik
jakosci dla obiektow o modelach nieliniowych. Wbéwczas posta¢ defektu jest
znana i wykorzystywana do poprawiania sterowania, ktérego pierwszym przy-
blizeniem jest sterowanie optymalne dla liniowego przyblizenia modelu.

2.4. UNAGI KOICOVE ROZDZIAEU

Podstawowym rezultatem analizy jakos$ci sterowania opartej na modelu
nioréwr.oéciowym niepewnosci jest fakt, iz w przypadku ograniczenia btedu
aproksymacji niezaleznego od sterowania oszacowanie wptywu tego biedu
no jakos¢ sterowania musi byc dokonane na podstawie wyraz6w drugiego rze-
du (w rozwinieciu wskaznika). V przypadku bowiem oceny wartosci wskaznika
jakosci w stosunku do nominalnej (optymalnej dla modelu podstawowego)



warto$¢ oszacowania wyrazéw pierwszego rzedu nie zalezy od struktury,
wktérej realizowane jest sterowanie. Natomiast w przypadku, gdy jakos$¢
oceniana jest w stosunku do optymalnej dla modelu rozszerzonego, wielkos¢
okreslajgca straty nie zawiera wyrazow rzedu nizszego niz drugi. Wniosek
ten r.ie jest prawdziwy woéwczas, gdy ograniczenie btedu aproksymacji zale-
zy od sterowania. Przyktad tego typu oszacowan, wynikajacych np.: z trans-
tnitancyjnego modelu podstawowego (liniowego), zostat rowniez przedyskuto-
wany w pracy. Nalezy zauwazy¢, ze czesto (aczkolwiek ograniczenie biedu
aproksymacji jawnie nie zalezy od sterowania) mozna stwierdzi¢, iz warto$¢
tego ograniczenia jest inna w przypadku sterowania w uktadzie otwartym
niz w zamknietym.

Jesli przyktadowo stwierdza sie, ze w przypadku sterowania w uktadzie
otwartym:

M« E£r

a wprzypadku sterowania w uktadzie zamknietym:
Ml < < £r

to oszacowania wyrazéw pierwszego rzedu 6a réwniez rdézne i mozna 0Szaco-
we¢ (przyktadowo dla modeli ciggtych w czasie):

T T

6Jel 4 €8 J |P1 dt <£r  ||pI\ dt (2.190)
0 0

Innym zagadnieniem wymagajacym komentarza jest zatozenie o réwnosci
wymiaru stanu modelu podstawowego  xB iwyjscia modelu rozszerzonego X.
Zalozenie to nie jest wykorzystywane we wszystkich rozwazaniach, staje
sie istotne w przypadku realizacji sterowania w ukiadzie zamknietym. Jak
wspomniano we wstepie, zalozenie to moze by¢ usprawiedliwione podejsciem
b problemu niepewnosci wystepujagcym w catej pracy, zwigzanym z przyjeciem,
Iz model przyjety do projektowania optymalnych uktadéw powinien zawieraé
Jedynie zmienne dostepne w obiekcie badz odtwarzalne, umieszczajac pozos-
tatg dynamike w ""niepewnosci. Zauwazmy jednak, iz przy takim sformutowa-
iniu problemu nie rezygnujemy z wykorzystania obserwatoréw stanu. Woéwczas
réwnania obserwatora dotgczane ag do réwnan modelu podstawowego, a ocena
btedu obserwacji wykorzystywana jest w modelu rozszerzonym.

Dla przyktadu prze$ledzmy zastosowanie obserwatora Luenbergera [99]
przy tworzeniu modelu podstawowego (liniowego stacjonarnego) i rozszerzo-
nego - p. rys. 14. (Zauwazmy jeszcze raz, ze wykorzystanie obserwatora ma
»nB jedynie w przypadku sterowania w uktadzie zamknietym).
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$2
* i Xr> 3-nt + Xn
6 3’570 g vV C g 5%
} |
i |
! A | D

Rys, 14, Model podstawowy i rozszerzony obiektu z obserwatorem luenber-

gera

Fig. 14. Basic and extended model of the plant with Luenberger observer
Przypusémy, ze zmienne stanu obiektu spetniajg réwnanie (2.23), w ktd-
rym v jest nieznanym defektem stanu wzgledem, rownania liniowego (2.20).

Mierzona natomiast jest p-w.ymiarowa kombinacja zmiennych
postaci:

Xx (p <njo

y = (2.191)

Zastosujemy estymator zmiennych stanu o postaci :

1rmBiHAtagS-10  «-wasi, j31*3« (2.192)
% + S2y

gdzie ™ jest wyjsciem obserwatora okreslonego rownaniem:

i = +S3 Bu+S4y ; (2.193)

it > ii..r
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przy czym zachodzi:
DSj - S3A+ S*C =0
Sj + Sj0 —X

a E jest asymptotycznie stabilng macierza obserwatora.
Przyjmujemy nominalne prawo sterowania w postaci:

u=-~R 1BTI&
Otrzymujemy:

i n c . 12.194 j

12.195)

Znajac oszacowanie normy defektu v jesteSmy w stanie oszacowal |le=|loraz

Model rozszerzony moze by¢ przedstawiony obecnie w postaci:

X = U - BR 1BTX)x - BR1BTKe + v <.2.196;
Podstawiajagc v =v - BR-1BTKe i 0szacowujac
Hyli « i (.2.197;

otrzymujemy model- rozszerzony w postaci analizowanej w punkcie 2.2.

Mimo ze celem rozdziatu byto pokazanie zastosowania modelu nieréwnos-
ciowego do analizy skutkdw sterowania nominalnego, to jednak przedstawiono
wnim réwniez synteze algorytmu sterowania, wykorzystujgcego dodatkowg in-
formacje pomiarowg o wielko$ciach charakteryzujacych niepewno$¢. Uczyniono
tak ze wzgledu na fakt, ze posta¢ algorytmu wynika bezposrednio z analizy
funkcjonatu optymalnej jakos$ci dla modelu rozszerzonego. Algorytm ten wy-
daje sie by¢ szczegdlnie przydatny w sterowaniu uktadami wieloetapowymi
dyskretnymi pracujgcymi w stanie ustalonym, przy czym jego wersje wykorzys-j
tujgce model cyfrowy majg charakter zblizony do sterowania repetycyjnego
[192] . Niestety nalezy przyzna¢, ze sformutowanie warunkéw stabilnos$ci
rozwazanych algorytméw jest trudne i nie zawsze mozliwe.



3. ZASTOSOWANIE MODELI NIEROWNOSCIOWYCH DO SYNTEZY ALGORYTMOW STEROWANIA

3.1. MODELE | CELE STEROWANIA WWARUNKACH NIEPEWNOSCI

Modele nieréwnos$¢iowe niepewnos$ci wykorzystywane w rozdziale 2 do ana-
lizy efektéow sterowania nominalnego lub jego korekty moga by¢ rowniez pod-
stawg syntezy algorytmoéw sterowania wykorzystujacych model rozszerzony.

Whprowadzenie niepewnos$ci do modelu stanowigcego podstawe projektowania
uktadu sterowania powoduje jednak, iz zmienne stanu wystepujace w tym mo-
delu réwniez stajg sie zmiennymi niepewnymi; pocigga to z kolei fakt, iz
wskaznik jakos$ci, ktérego minimalizacja jest celem sterowania, przestaje
by¢ funkcjonatem, a staje sie zmienng niepewng, i jako taki nie moze pod-
lega¢ minimalizacji. Konieczne jest woéwczas wprowadzenie deterministycz-
nej ($cislej - majgcej posta¢ funkcjonatu) miary wskaznika. Poniewaz nie-
réwno$ciowy model niepewnos$ci powoduje, ze zmienne niepewne majg charak-
ter zbioréw, tak wiec wprowadzone wtérne wskazniki jako$ci powinny mieé
charakter punktowej oceny zbioru warto$ci wskaznika jako$ci. Podobienistwo
formalne stosowanych modeli niepewnosci do tzw. modeli o rozktadzie ogra-
niczonym, np.: [13], [21] -[24] , [57] , [136] , [137] , [195], umozliwia sko-
rzystanie ze stosowanych w tym zakresie podejs¢ minimaksowych (np.: [24],
[79] , [126] , [131] , [195] ) bazujacych na pesymistycznej ocenie wskaznika
jakosci. Specyfika wystepujgcych ograniczen na zmienne niepewne w przy-
padku norm sumacyjnych umozliwia bezpo$rednie zastosowanie wynikéw teorii
niekooperacyjnych gier dynamicznych (np.: [15] )» Wynikajagce stad algoryt-
my 8terowania bedg omawiane w rozdziale 3*2. Nierownosciowy model niepew-
nosci okre$lajacej btad aproksymacji wprowadzany przez model podstawowy
moze by¢ rowniez wykorzystywany przy dalszej identyfikacji i tworzeniu
poprawionego modelu. Dokonuje sie tego poprzez estymacje zbioréw parame-
trow modelu. Wrozdziale 3.3, bazujac na nierbwno$ciowym ograniczeniu su-
macyjnym biedu aproksymacji, wyznaczamy model rozszerzony z parametrami
scharakteryzowanymi przez modele nieréwnos$oiowe. Wprzypadku ograniczen
chwilowych jednym z mozliwych podej$¢ do problemu syntezy staje sie pro-
jektowanie sterowania gwarantujgcego zadang warto$é wskaznika jakosci
(np.i [27], [179], [184], [185] ). Algorytmy sterowania gwarantujgcego za-
dany koszt zastosowane do modeli z nieréwno$ciowymi ograniczeniami (chwi-
lowymi) dla zmiennych niepewnych zaproponowane w pracach [170], [174] ana-
lizowane sg w rozdziale 3.4. Synteza algorytméw bazuje na mozliwosci za-
stosowania "taniego" (tzn. nie uwzglednionego we wBkazniku jako$ci) dodat-

, kowego sterowania.
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Inne podejscie do problemu syntezy moze by¢ traktowane jak rozszerze-
nie problemu minimaksowego. Zaktada ono, ze zmienne niepewne nie dziataja
zdecydowanie przeciw sterowaniu, lecz mogg by¢ oceniane jako kombinacja
pesymistycznego i optymistycznego oezacowania. Prowadzi to do algorytmow
sterowania z zadanym stopniem ryzyka zaproponowanych przez autora w [155] ,
ktorych znaczenie wydaje sie by¢ jednak ograniczone ze wzgledu na trud-
no$ci numeryczne zwigzane z wyznaczaniem tego typu sterowan mimo mozliwosci
wykorzystania pewnych standardowych algorytméw programowania matematycz-
nego [66] , [175] °

Bioragc pod uwage fakt, ze minimalizacja wskaznika stanowi czesto jedy-
nie narzedzie projektowania a nie cel sterowania, w rozdziale 3.5 dysku-
tujemy problem mozliwo$ci innych niz optymalizacyjne formutowaé zagadnien
syntezy sterowania w przypadku stosowania modeli z niepewnos$cig, analizu-
jac mozliwos¢ wykorzystania w tym celu twierdzen o punktach statych.

3.2. ZASTOSOWANIE TEORII GIER NIEKOOPERACYINYCH DO SYNTEZY STEROWANIA
BEZPIECZNEGO [165] , [169] , [177]

Interpretacja sterowania jako "gry przeciw naturze" wystepuje czesto
wliteraturze dotyczacej syntezy sterowania zaréwno klasycznego, jak i
adaptacyjnego. Dopiero jednak wprowadzenie modelu niepewnos$ci jako modelu
przeciwnika w grze umozliwia wykorzystanie wynikow teorii gier w zagadnie-
niach syntezy algorytmoéw sterowania optymalnego w warunkach niepewnosci.
Najcze$ciej w literaturze spotykane sa zastosowania teorii gier statycz-
nych, a w szczegd6lnoséci algebraicznego minimaksu do okre$lenia algorytméw
sterowania przy zatozeniu najbardziej niesprzyjajagcego zachowania sie nie-
pewnych parametréw, np. [39] , [66] , [126] . Ponadto spotyka sie rozwigza-
nia probleméw sterowania minimaksowego oparte na wynikach analizy wypukiej
(np.: [6], [9d., [57], [195]) gtéwnie wykorzystujgce transformacje Fenchela
(p. [98] ), badZz tez bazujace na zaawansowanym aparacie analizy funkcjonal-
nej (np.: [37], [110] ).

Przedstawione w tej pracy rozwigzanie wykorzystuje w sposéb bezposred-
ni rezultaty dotyczace niekooperacyjnych liniowo-kwadratowych gier dyna-
micznych dla zagadnien z sumarycznymi ograniczeniami na zmienne niepewne.

3.2.1. Problemy dyskretne w czasie

Przedmiotem zainteresowania beda gtéwnie problemy liniowo-kwadratowe
ze wzgledu na mozliwo$¢ otrzymania analitycznej postaci praw sterowania.
Wskazemy jednak réwniez na pewne mozliwos$ci uzyskania praw sterowania dla
probleméw nieliniowych.
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3.2.1.1. Pierwotny i wtérny problem optymalizacyjny

Podobnie jak w rozdziale 2.3 zaktada¢ bedziemy, ze model podstawowy
ma postac:

XE(k+1) = Axm(k) + 3u(k) ; k =0,1,2,...N1 (3.1)

xg0) = xg

Zaktadajac, ze parametry macierzy Ai B zostaty znalezione metoda
najmniejszych kwadratow za okres [0,N-1] , mozna oszacowaé btad aproksy-
macji wprowadzany przez model podstawowy, tzn. okres$li¢ ograniczenie nor-
my w |2 [o,N-I]

Ix(k+1) - Ax(k) - Bu(K)|l = (211x(k+1) - Ax(k) - Bu(k)||2)| «£

12 [0,K-1] k=0
(3.2)

gdzie x(k) okres$la wielkos$ci w obiekcie odpowiadajace zmiennym stanu
modelu (umownie nazywane stanem).

Model rozszerzony uwzgledniajacy te. informacje ma zatem postaé¢ analo-
giczng do przedstawionej w rozdziale .2.3, a mianowicie daje sie przedsta-
wi¢ w postaci réwnania stanu:

wfflSysao - . ‘
x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) + Dv(i) ; k=0,1,2......... N-1 (3.3)

x(0) =x

N-1 1
V)i = (2 vk vk)? <£ (3-4)

Wprowadzenie w tym modelu macierzy D (nie wystepujacej w rozwazaniach
rozdziatu 2) ma na celu mozliwo$¢ uwzglednienia réwnaih modelu podstawowego
spetnionych doktadnie w rzeczywistym uktadzie (co nie odgrywato roli w
przedstawionej metodzie analizy). Zauwazmy, ze przykiadem takich rdwnan
sg rownania definiujgce zmienne fazowe w modelu o postaci kanonicznej fa-

Przyjmowaé bedziemy, ze wskaznik jakos$ci, ktdry nalezy minimalizowac
ma postac:

N-1
.o 2 *T(k+1 )Ox(k+1) + uT(k)Ru(k)| (3.5)
k=0 <



- 01 -

gdzie Qi R sg macierzami symetrycznymi dodatnio okre$lonymi, przy czym
Q= in, para (A,3) jest sterowalna, a CA Ql) obserwowalna.

Jes$li synteza algorytmu sterowenia ma byé oparta na mcdelu rozszerzo-
nym (3.3), (3.4), woéwczas wskaznik jakosci (3.5) staje sie'zmienng nie-
pewng. "Wynika to z faktu, iz kazdej warto$ci sterowenia odpowiada nie po-
jedynczy stan, lecz zbidr spetniajacy nierownos$ci (3.2) i tym samym odci-
nek wartosci wskaznika (3.5). Przeprowadzenie optymalizacji wymaga zatem
wprowadzenia wtdrnej w petni deterministycznej miary wskaznika. Pesymis-
tyczna ocena' skutk6w niepewnosci prowadzi dc wyboru sterowan minimalizu-
jacych maksymalng, wzgledem zwigzanych nieréwnoscig (3.4) zmiennych nie-
pewnych v, warto$¢ wskaznika.

Minimalizowany wskaznik przybiera zatem forme:

K1 f ;
J = max No<ri(k+1)Qx(k+1 ) + uT(k)Ru(k)( (3.6)
k=0 | * J
gdzie v = [vT(0), vT(1l),..., VvTCN-1)] T, natomiast V =|v spetniaja-

cych nieréwno$¢ (3.4) i zwigzanych réwnaniami (3.3)].

[uT(0),
uT@),..., uT(K-1)]T.
Posta¢ ograniczen (3-4) czyni problem maksymalizacji problemem izope-
rymetrycznym. Istnieje' zatem rzeczywisty r.ieujemny mnoznik b, dla ktdérego
maksymalizacja we wzorze (3.6) jest rownowazna maksymalizacji wskaznika:

K1l or
J =7 2 IxT(k+1)Qx(k+1 ) + uT(k )Ru(k) - hvT(k)v(k)( (3.7)
k=0 I

z dodatkowym warunkiem (np.: [46] , [96] ):

i N1 I
h| 2= vT(k)v(k) - £2] =C (3.6)

Aby znalez¢ prawo sterowania, nalezy zatem rozwigzaé problem minimaksowy,
tzn. obliczy¢:

K1 (
dl(\/li)n Mix fp 9 wxJ(k+1)Qx(k+1) + d.I(y(K)IRA. (y(K)) - hvT(k)v(K)I
)V k=c I

[3.9)
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gdzie a = [a®,

d" - Jest iepuszczalng strategig sterowania w chwili k bedacag funkcja
informacji dostepnej y(k), przy czym wartos$cig tej strategii Jest
u(k), tzn. u(k) = dk(y(k)).
Problem minimaksowy (3.3), (3.9) Jest réwnowazny problemowi poszu-
kiwania réwnowagi Nasha dla liniowo-kwadratowej dyskretnej w czasie dy-

namicznej gry o sumie zerowej (z nieznang a priori waga Jednego z graczy).

3.2.1.2. Warunki konieczne réwnowagi i prawo sterowania dla otwartej
struktury informacyjnej

Rownowaga Nasha' dla gry o sumie zerowej Jest okre$lona przez punkt
siodtowy wskaznika. Istnienie i Jednoznaczno$¢ rozwigzania Jest zagwaran-
towana w przypadku $cistej wypuktos$ci funkcjonatu (3-7) wzgledem u oraz
§cistej wklestosci wzgledem v. Charakter rozwigzania oraz postaé¢ roz-
wigzania zaleza od zatozonej struktury informacyjnej, tzn. przyjetego
dostepu pomiarowego do zmiennych procesowych. Wprzypadku otwartej struk-
tury informacyjnej 01 zaktada sie, ze znany Jest wytacznie stan poczat-
kowy xQ, tzn. vy(k) =x dla kazdego Kk i prawo sterowania poszukiwane
Jest w formie funkcji tego stanu, a zatem strategie'odpowiadajg bezpos$red-
nio sterowaniu, gdyz u(k) = dx(xo).

Scista wypukto$é funkcjonatu wzgledem u Jest wéwczas zagwarantowana
przez samg posta¢ wskaznika (dodatnia okre$lono$¢ R), podczas gdy warun-
ki Scistej wklestosci funkcjonatu sg okre$lone przez dodatnig okres$lo-
nos$¢ macierzy:

S(k) = 1.b - DIK(k+1)D ; k =0,1,...,N-1 (3.10)
gdzie K(k) Jest dane przez rownanie:
K(k) * Q + ATK(k+1)A + ATX(k+1)D(h.l - DTK(k+1 )D)"1DTK(k+1 )A

Q; k=N-1,v .,1,0 (3.11)

K(n)

Warunek ten wynika z faktu, ze K(k) Jest rozwigzaniem réwnania
Riccatiego dla problemu minimalizacji wskaznika:

N1,
Ip =\ 2 <~wT(k+1 )Qx(k+1) + hvT(k)v(k)I (3.12)
k=0 [ J



Istnienie tego rozwigzania gwarantowane dodatnig okre$lonoscig S(k) za-
pewnia istnienie rozwigzania minimalizujacego (3.12) przy ograniczeniu

x(k+1) = Ax(k) + Dv(k)

ato z kolei jest rownowazne $cistej wklestosci J (ze wzgledu nu kwa-
dratowa zalezno$¢ J od v).
Wprowadzmy hamiltonian problemu o postaci :

H(x(k),u(k),v(k),p(k+1)) = jr(Ax(k) + Bu(k) + Dv(k))"Q(Ax(k) +

+ Bu(k) + Dv(k)) + uT(k)ftu(k) +j hvT(k)v(k) + pT(k+l) .

¢ (Ax(k) + Bu(k) + Dv(k)) (3.13"
gdzie wektor zmiennych sprzezonych p(k) spetnia rownanie:
p(k) " (I>Uk)} >P(N>=0 (3.14;

Warunki punktu siodtowego hamiltonianu [15] prowadza do strategii (dla
k=0,1,... N-1j:

ii<k) = -R-1BTM(k+1)p-1(k)AS(k) = - R"1BTM(k+1)i(k+1) (3.15)

0(k) = jL BTM(k+1 )P~1(k)ASCk) = jL DTM(k+1 )E(k+1 ) (3.'16)
idzie M(K) i P(k) sa macierzami symetrycznymi okreslonymi przez, réw-
nania (dla Kk = 0,1..... N-1):

M) = Q+ ATM(k+1)P~1(K)A ; M(N) = Q (3.17)

P(k) = I+ (BR*1BT - £ IDT)M(k+1) (3.18)

$(k) jest hipotetycznym stanem modelu uzyskanym w przypadku u(k)
oraz v(k) mlnimaksowych, tzn. okre$lonych przez (3.15) J (3.16.) i zde-
finiowany jest przez rdwnanie:
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Zwigzki te inozna bez trudu udowodni¢ przyréwnujgc pochodne hamiltonianu
do zera i stosujgc dowodd indukcyjny (r.p. [113] )

Otrzymane  wyniki mozna wykorzystaé do wyznaczenia prawasterowania
w strukturze OL zgodnie z nastepujacym twierdzeniem.

TWERDZENIE 3.1

Prawo sterowania u(k) realizujgce zadanie minimalizacji w strukturze
OL wskaznika (3.6) - pesymistycznej oceny wskaznika kwadratowego - dla
modelu rozszerzonego (3.3), (3.4) posiada posta¢ (3.15).

Macierze M(k), P(k) oraz wektor x(k) spetniajg rownania(3.17), (3.18),
(3.19), natomiast mnoznik h jest rozwigzaniem rdéwnania:

\
h =i |IDTM(k)x(k)]| xT(k)M(k)DBTM (k)S(k))2 (3.20)
b i 2 [i,n] ¢ k=1
zapewniajagcym dodatnig okre$lono$¢é macierzy S(k).
Dowod :

Zatozenie o dodatniej okreslonosci S(k) zapewnia wklestos¢é funkcjona-
tu wzgledem ,v(k). Wprzypadku otwartej struktury informacyjnej gra staje
sie statyczng wypukto-wklestg gra kwadratowg o sumie zerowej, ktéra posia-
da Jednoznaczny punkt siodtowy [98] . Otwarta struktura informacyjna powo-
duje réwniez, ze prawa sterowania dla u oraz v nie zaleza od siebie.
Do ich wyznaczania moze by¢ zatem zastosowana dyskretna wersja zasady
maksimum, czyli strategie siodtowe musza spetnia¢ warunki konieczne punktu
siodtowego hamiltonianu. Prowadzg one do strategii (3.15), (3.16), przy

czym odwracalno$¢ macierzy P(k) Jest rowniez konsekwencjg jednoznacz-
nosci rozwigzania siodtowego. Je$li bowiem podstawi sie relacje:

u(k) =- R"1BTH(k+1 )x(k+1)

oraz

v(k) x p. DTM(Kk+1 )x(k+1)
do réwnania stanu (3.3), uzyskuje sie zwigzek: '
x(k+1) mA$(k) + (- BR 1BT ¢ | D DT)M(k+1)3(V+1)
co po wykorzystaniu réwnosci (3.18) daje:

P(k)x(k+1) - A$(k)
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Poniewaz musi istnie¢ jednoznaczna relacja miedzy x(k-') oraz x(k),
ma ona posta¢ C3.1S} i P(k) jest odwracalna. Dodatr.io§¢ h wynika
z aktywnosci ograniczenia (3.4-), bedacej konsekwencjg postaci wskaznika
(3.6), oraz warunkdéw Kukng-Tuckera. Fcsta¢ strategii (3.16) determinuje
okres$lenie wartos$ci h.

Nalezy podkresli¢, ze zatozenie o dodatniej okreslonoéci S(k) r.ie
moze by¢ sprawdzone a priori, gdyz S(k) <zalezy od nieznanej wartosci h,
ktora z kolei musi by¢ wyznaczana iteracyjnie z réwnania (3.20) ze wzgle-
du na zalezno$¢ x i ! od h. Problemy numerycznego wyznaczania stra-
tegii zostang przedyskutowane w dalszej czesSci pracy.

- 3.2.1.3. OkreS$lenie strategii sterowania dla struktury otwartej ze
sprzezeniem OLF

Sterowanie w strukturze otwartej ze sprzezeniem w przypadku petnej
Informacji o aktualnym etanie x(k) mozna okre$li¢ jako sterowanie znaj-
dowane w strukturze otwartej, przy czym w kazdej k-tej chwili stanu x(k)
traktowany jest jako warunek poczatkowy, a chwila ta jako chwila poczat-
kowa (np. [id] ). Zatem y(k) = x(k), ale w chwili k-tej strategie przysz-
te traktowane sg tak, jakby byty funkcjami x(k).

To okre$lenie prowadzi do stwierdzenia, ze prawa sterowania w struk-
turze OLF majg posta¢ takag Jak we wzorach (3.15), (3.16), z tym ze hi-
potetyczny stan minimaksowy powinien zosta¢ zastgpiony, przez mierzony
stan x(k). A zatem strategie optymalnego sterowania w strukturze OLF
oraz "najgorszego zachowania sie" niepewno$ci majg posta¢ (przyjete przy
tym, ze niepewno$¢ ma takg samg informacje jak sterowanie, wybiera stra-
tegie "optymalng" spos$réd strategii OLF):

u(k) = - R-1BTM(k+1)P_1(k)Ax(k) (3.21)
oraz

v(k) = jL ETM(k+1 )P_1(k)Ax(k) (3.22)
przy czym macierze M(k) i P(k) okreslone sg nadal przez zwigzki (3.17),

(3.18). Warunki wklesto-wypuktosci funkcjonatu ulegaja zmianie i wymagaja
jedynie dodatniej okres$lonosci macierzy:

S{(k) x R+ BIMk+1)B ; k =0,1,...,N-1 (3.23)

oraz

S2(k) > I.b - DIK(Kk+1)D ; Kk = 0,1 .. N-1 (3.24)
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Dodatnia okre$lono$¢ macierzy S7k) gwarantuje bowiem istnienie rozwia-
zania w uktadzie zamknietym problemu minimalizacji wskaznika:

N-1
J1 =7 2 ixT(k#1)Qx(k+1) + uT(k)Ru(k) +
k=0
- XT(k+1 )M(k+1 )DDTM(k+1 )x(k+1 )\] (3.25)

przy ograniczeniach:

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) + g DIM(k+1)P-1(k)Ax(k) (3.26)

Podobnie dodatnia okreslono$¢ macierzy Sg(k) gwarantuje istnienie roz-
wigzania w uktadzie zamknietym problemu minimalizacji wskaznika:

N-1 (
J2 =2 2 |-* T(k+#1)Qx(k+1 ) - X T(k+1 )M(k+1)BR-1BTM(k+1 )x(k+1) +
k=0 | Imienni Y ' i ,éa) en 9i
+ hvT(k)v(k)j (3-27)

przy ograniczeniach:

x(k+1) = Ax(k) - BRCIBTM(k+1 )P_1(k)Ax(k) + Dv(k) (3.28)

Poniewaz jednak spetnienie warunku wklesto-wypuktosci dla struktury 01
gwarantuje zachodzenie dodatniej okreslonos$ci macierzy S.,(k), Sg(k) [15]i
mozna skupi¢ uwage na warunku (3.10).

Owaga 3.1

Nalezy zwréci¢ uwage, ze zatozenie o przyjmowaniu przez niepewnos$¢
strategii w strukturze 01? jest arbitralne i w zasadzie mozna rozpatry-
waé przypadek, w ktédrym przyjmowane dziatania v .sg podejmowane w struk-
turze 01, tzn. v(k) = $(k).

Woprzypadku struktury zamknietej Cl i doktadnego pomiaru x(k) mozn»
pokazaé, ze przy danym h prawo sterowania pokrywa sie ze strategig w
strukturze 01?. Nie mozna tego udowodni¢ dla przypadku nieznanego h - wy-
nikajacego z warunku (3.8).



Uwaga 3.2

Poniewaz b nie jest znane a priori, wyznaczenie prawa sterowani,
wstrukturze CL wymaga zastosowania programowania dynamicznego. WOWCz4g
otrzymamy:

T W VE iy, i7i? "L (LTKE S L), 2E,, V0T,
gdzie:

y(k) = [XT(0), xT(1)...xT(k), uT(0)..s, uT(k-1)]T
a operacja:

raax
2y (k), U(k)
oznacza maksimum warunkowe.

Ze wzgledu na addytywng posta¢ wskaznika i posta¢ ograniczenia zmien-
nej niepewnej mozna réwnanie programowania dynamicznego zapisa¢ w postaci
rowna¢ rekurencyjnych:

O™MaCk ),V (k)) = min max
u(k) x(k+1)eX(k+1) {Qk+1(*(k+1  wv(k+1)) +
x(k),u(k),V (k)

+ XT(k+1)Qx(k+1) + uT(k)Ru(k)J ; k = N-1, N-2...... 0
N(x(N), V(N))= 0
gdzie zbidr X(k+1 ) moze by¢ okreslony w postaci:
X(k+1) = |x(k+1), : |x(k+1) - Ax(k) - Bu(k)[|]2 $§ £2 - Y(k)]
gdzie V(k) okre$la réownanie rekurencyjne:
k

V(k+1) = ~ vT(i)v(i) = V(k) + [[x(k+1) - Ax(k) - Bu(k)l||2
i=0

V(0) =0
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Prawo sterowania bedzie miato wowczas posta¢ funkcji nie tylko stanu x(k),
lecz rowniez V(k). Informacja wystarczajgca do sterowania (stanowigca
odpowiednik statystyki wystarczajgcej w sterowaniu statycznie optymalnym
['iz] ) sktada sie zatem z x(k) i V(k), co powoduje, ze prawo sterowania
w strukturze CL bedzie bardziej ztozone niz w CLP i nie bedzie w pracy
rozwazane.

3.2.1.4. Algorytm obliczeniowy wyznaczania strategii minimaksowych

Prawa sterowania uzyskane w poprzednich punktach sg liniowymi funkcja-
mi minimaksowej hipotetycznej trajektorii (OL) lut mierzonego stanu
x(k) (OLF). Otrzymane prawo sterowania mozna zatem zapisaé w postaci:

u(k) = - L(k) x(k) (3.29)

pizypadku dtugich horyzontow sterowania, tzn. duzych N, mozna oczekiwac
wihar.-r.cr.ci podobnych do wtasnosci rozwigzania problemu liniowo-kwadratowe-
go, tzr.. stabilizacji macierzy wzmocnieA L(k). \7 algorytmie obliczeniowy:
poszukuje sie wtasnie stacjonarnego prawa sterowania, tzn. strategii:

uk) =- L x(k) (3.30)

gdzie:

L = lim L(N-k)
k—o00

a wiec jest wartoscig ustalong L(k).

Rozwigzanie ustalone uzyskuje sie poprzez obliczanie macierzy P(k)
oraz M(k) ze wzoréw (3.17) i (3.18) az do ustalenia. Nalezy Jednak
zwrocié uwage na fakt, iz ustalenie to nastgpi¢ moze jedynie w przypadku
spetnienia warunku wklesto-wypuktosci, ktéry zalezy od nie znanej a priori
warto$ci mnoznika h. Poniewaz wielko$é ta wystepuje réwniez w réwnaniach
okre$lajacych macierze M(k) i P(k), wyznaczanie wtasciwej strategii
sterowania musi odbywaé sie iteracyjnie. Wszczegdlnosci konieczne jest
stosowanie metody numerycznego rozwigzywania nieliniowego réwnania jednej
zmiennej (ktdérg jest b), przy czym parametry tego réwnania uzyskiwane sa
poprzez wykorzystanie wzoréw rekurenoyjnych.

Niemozliwo$s¢ uzyskania w peini analitycznego rozwigzania jest widoczna,
jesli przeanalizowany zostanie problem pierwszego rzedu.

Przyjmujac skalarne rdwnanie stanu:

x(k+1) = Ax(k) + 3u(k) + v(k)
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1 nieréwnos$é:
H-1
2 v2(k)< £2
k=0

oraz wskaznik jakosci:

J = 2 COx2Ck) + u2(k))

otrzymujemy M(k) dane roéwnaniem:
M(k) w Q + AMk+1)(1 + (B2 - ¢-)M(k+1))"1
ktérego rozwigzanie ustalone mozna uzyskaé z réwnania:

M(B2h - 1) + M(h(1 - B2Q- A2) + Q) - bQ = 0

a zatem:
2" h-1)
gdzie:

m(h) = —1-B2Q-A2)h-Q +j/ [(1-B2Q-A2)h+Q|2+4hQiB2h-1 )

Warto$¢ ustalona P(k) wynosi:

Poniewaz:
v(k) = (f) () x(k)

natomiast:

$<k+1) * (f)£(k)
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zatem:

w . k+l
v(k)= ($)(3) xQ

b nalezy wiec wyznaczyé z réwnania:

2 m(b) A v r 2hA X c?2
x° (b ii-ir  (2b+m(h))2 A ("TETF)

Woprzypadku duzych Nt tzn. dla N—oo , otrzymuje sie:

x2 _slhitl aL_— = £
0 (B b-1) (2h+m(h)) -4h A

Okreslenie h wymaga zatem numerycznego rozwigzywania réwnania nieli-
niowego. Whadanym algorytmie zastosowano do tego metode bisekcji, przy
czym najpierw znajdowano przedziat, w ktérym funkcja:

N-1
Y=2 vTKkWv(k) - £2
k=0

zmienia znak, a nastepnie metodg podziatu potdwkowego znajdowano warto$¢
hQ, dla ktorej funkcja ta przyjmuje warto$¢ zerowga. Algorytm ma oczywis-
cie charakter iteracyjny, dla kazdej wartosci h nalezy bowiem okres$li¢
ustalone wartosci macierzy P oraz U. Ze wzgledu na niemozliwo$¢ wczes-
niejszego sprawdzenia warunku wklesto-wypuktosci, 'dla niektdrych (wyste-
pujacych w kolejnych krokach iteracyjnych) wartosci h rozwigzanie usta-
lone nie istnieje. Wproponowanym algorytmie postuluje sie wowczas przejsc¢
do kolejnej wartosci b, zaktadajgc, ze istnieje rozwigzanie ustalone dla
catego problemu.

Wprezentowanym ponizej przyktadzie przedstawione zostang wyniki dzia-
tania algorytmu obliczeniowego w przypadku réznych Informacji o wplywie
niepewnosci na réwnania stanu, wyniki symulacji sterowania 01 i O1lF
dla przyktadowych rzeczywistych przebiegéw btedu aproksymacji oraz proble-
my zwigzane z wyznaczaniem witasciwej wartosci mnoznika h.

Przyktad 5:

Przyktadowy model jest modelem drugiego rzedu jednowejSciowym o para-
metrach:
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0.6 05" n
= B =
0.2 0.5. .0.
"1 0 1°
B X0 =
0 0.5_ A
-(U )iiR fCtrCESC3i) « £ ) m » » s 1( jt)us icE?f 4 =

i ograniczeniu na niepewnos$¢ £2 =0.1 oraz ho‘r%ébncie sterowania N = 6.
Rozwazane sg dwa przypadki:

a) Wiadomo, ze drugie rownanie stanu jest bezbtedne, v(k) jest zatem
akalarem, a macierz D ma postac:

? fo

D=

b) Nie wiadomo, czy btgd wystepuje w jednym czy tez obu réwnaniach.
Wowczas niepewnos$cig obarczone sg oba rédwnania, v(k) ma dwie skladowe
v.,(k) oraz YjCk), a macierz D jest rowna:

D=

Wprzypadku a) znajdowanie parametru h zaréwno w strukturze OL, jak i
OLF jest uproszczone. Ze wzgledu bowiem na fakt, iz B = D, mozna naj-
bardziej niekorzystne v wyrazi¢ za pomocg optymalnego u, a mianowicie:

v(k) =- ¢ u(k)
czyii:
N-1 1
h =1 (UKl =1 (2 lu<k >12 57
12 [o,N-I] k=0

Nalezy zwro6ci¢ uwage, ze takie wuproszczenie rdwnania okres$lajgcego h
jest mozliwe zawsze, gdy niepewno$¢ dziata w torze nie silniejszym niz
tor sterowania, tzn. gdy D mozna zapisa¢ w postaci:

D =B D1
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Wowczas bowiem:

v(k) = jL D*BTM(k+1 )P-1 (k)Ax(k) £ Ru(k)
czyli:
N-1 1
h =i |d* Ru(k] 3Z (2 uT(k)RD1D" Ru(k))?
"[0,N-1] k=0

Sytuacja taka wydaje sie wystepowaé czesto, np. zachodzi dla modeli da-

nych w kanonicznej postaci fazowej i bedzie szerzej dyskutowana przy ana-

lizie algorytméw gwarantujgcych okreslong wartos¢ wskaznika jakosci.
Wartos¢ h znaleziona numerycznie dla przypadku a) wyniosta h = 3.5,

a macierze P i M osiggnety dla tej wartosci swoje wartos$ci ustalone

(z zatozonym biedem) po trzech iteracjach. Macierz wzmocnieA L uzyskana

wowczas wynosi:

0.437 0.419

0.274 0.520
i jest wykorzystywana w strukturze 01?. Optymalne warto$ci sterowania
u(k) przedstawia rys. 15a; na ktdrym rowniez pokazano "najgorsze" zacho-
wanie sie zmiennej niepewnej v(k). Natomiast hipotetyczng minimaksowg
trajektorie 5(k) przedstawia rys. 15b.
MInimaksowa warto$¢ wskaznika | wynosi woéwczas:

IM= 2.020

Wprzypadku b) warto$¢ parametru h zostata okre$lona jako h = 6.0,

a ustalanie sie macierzy P i R nastgpito dla niej po czterech iteracjach.
Macierz wzmocnien wyniosta wéwczas:

0.411 0.402
0.317 0.611
a mlnimaksowa warto$¢ wskaznika 1 :

IM= 2.330
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Rys. 15. Minimaksowe sterowanie ii Rys. 16. Minimaksowe sterowanie u
i nienewno$¢ v a) oraz trajekto- niepewnos$¢ v a) oraz trajektoria
ria x b) dla przypadku niepewnos- 5 b) dla rzypadku niepewnos$ci w
ci w jednym réwnaniu stanu &ownaniach stanu
Fig. 15. Minimax control 6 and Fig. 16: Minimax control fi and
uncertainty a) and trajectory 5 uncertainty Q a) and trajectory $
©) for the case of the uncertainty b) for the case of the uncertainty
in only one state equation in both state equations

(Pogorszenie sie wskaznika jest wynikiem wiekszej "swobody" niepewnosci,
czyli mniejszej informacji o modelu).

Rysunki 16a i b przedstawiaja odpowiednio przebiegi optymalnego etero
wania u i hipotetycznej niepewnosci 0 oraz trajektorii minimaksowej Xx

Strategie O01F oraz OL zostaty nastepnie zastosowane do uktadow symu
lowanych za pomocag tego samego modelu podstawowego i réznych .przebiegéw btedu
rownania. Przyktadowo symulowane przebiegi v(k) wystepujace jedynie w
pierwszym réwnaniu miaty postac:



104 -

4
 xK Ixk b xk I xk

* X
0 - X

Rys. 17. Trajektorie obiektu symulowanego z v = 0.1 przy zastosowaniu
strategii 01 a) oraz OLF b)

pig. 17. Trajectories of the plant simulated with v = 0.1 using CL
strategies a? and OLF strategies b)

U S "

K 1Ak

04

-r-*-

-0

Rys. 18. Trajektorie obiektu symulowanego z v = 0.1(-1) przy zastoso-
waniu strategii OL a) oraz OLF b,

Fig. 18. Trajectories of the plant simulated with v =0.1(—) using
OL strategies a) and OLF strategies b)
1) v(k) =o0.1
2) v(k) 0.1(-1r
3) vCk) = 0.1 sin(*"TTk)
4) v(k) =0.14 (sin x1(k) + sin x2(k))

Rezultaty zastosowania strategii OL oraz OLF przy uwzglednieniu infor-
macji o tym, iz niepewno$¢ wystepuje tylko w pierwszym roéwnaniu, przedsta-
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Rys. 19. Trajektorie obiektu symulowanego z v = 0.1 sin(tr5Ek} przy za-
stosowaniu strategii OL a) oraz OLr b)

Fig. 19. Trajectories of the plant simulated with v = 0.1 sin(iL.7rk):
using OL strategies a) and CLF strategies b)

it,;
Rys. 20. Trajektorie obiektu symulowanego z v =0.14 sin(x.,(k) +
+ sin x2(k)) przy zastosowaniu strategii OL a) oraz OLF b)
Fig. 20. Trajectories of the plant simulated with v =0.14 (sin x"k) +
+ sin x2(k)) using OL strategies a) and OLF strategies b)

wiajg odpowiednio rys. 17-20. Pokazano na nich przebiegi trajektorii sy-
oulowanych obiektow, przy czym w czesSciach a) rysunkoéw przedstawiono re-
zultaty sterowania w strukturze Ol(natoraiast w cze$ciach b) w strukturze
OLF.

Ze wzgledu na znaczne odstepstwa przebiegow v(k) od hipotetycznego
"najgorszego!l zachowania sie rowniez otrzymane trajektorie réznig sie od
ainimaksowych. Jak nalezato oczekiwa¢, uzyskiwane wartosci wskaznikow ja-
kosci sa lepsze, tzn. mniejsze od warto$ci minimaksowej. Zgodnie z prze-
widywaniami lepszg jako$¢ uzyskuje sie w strukturze OLF wtasnie ze wzgle-
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du na odstepstwa trajektorii uktadow od minimaksowej. Odpowiednie wartos-
ci kosztdw przedstawiajg sie nastepujaco:

1) Z =1.782 |oLF = 1758
2) o = 1.934 10LF = 1.563
3) o =1.925 SOLF = 1:570
4) o = 1.935 loLF = 1.935

Rys. 21. Zachowanie sie Sv~Ck) v(k) w funkcji h
Fig. 21. Behaviour of 2 (k) v(k) as a function of h

An A
Zachowanie sie V v (k)v(k) w funkcji h przedstawione jest na ry-

sunku 2la) dla przypadku v(k) skalarnego oraz b) dla przypadku v(k) wek-
torowego. 71 obu przypadkach obserwuje sie strefy nieokre$lonos$ci wynika-
jace z naruszenia warunku wklestosci (prowadzace do osobliwo$ci macierzy
P(k) lub niestabilnosci P(k) i M(k)). tatwo jednak zauwazyé¢, ze dla
£2 4 1.48 w przypadku a) oraz 6° 4 1.77 w przypadku b) funkcja

2 vk - £ posiada jeden dodatni pierwiastek oraz jest monotonicz-
na i wypukta. Zauwazy¢ nalezy, ze takie wielko$ci ograniczen na bigd sta-
nu wydajag sie dostatecznie duze, gdyz przewyzszajg one maksymalne wartosci
zmiennych stanu. Mozna wysungé z tego hipoteze (trudng do formalnego udo-
wodnienia), iz w praktyce nie wystepujg problemy z rozwigzaniem réwnania
na h.
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3.2.1.5. Uwagi o rozwigzywaniu zagadnien nieliniowych
. . ia, - wocraijfl we '3 3o 0 . . ogt tntf.i iq
Przedstawione w punktach 3.2.171 - 3.2.1.2 rozumowanie moze )yc roz-
szerzone na przypadek dostatecznie gtadkich zagadnieA nieliniowych. Zatoz-

ny mianowicie, ze model podstawowy ma posta¢ (2.9), tziy

M(k+1)= fk(xn(k), u(k)) ; k =0,1,... N-1 (3.31)
= *0

przy czym znane jest ograniczenie bitedu Sredniokwadratowego za okres
[o,N-I] niespetnienia tego réwnania. Innymi stowy wiadomo, iz zmienne
x(k) w obiekcie spetniajag nieréwnos¢:

[Ix(k+1) - fk(x(k), u(K)ll =
12 [0, N
K-1 1
= (2 |Ix(k+1) - fk(x(k), u(k»||2)? (3.32)
k=0

Model rozszerzony uwzgledniajacy te informacje wprowadzony zostanie podob-
nie jak dla modelu liniowego, a zatem (w pordéwnaniu z modelem (2.11))
poprzez uwzglednienie-macierzy D mozliwe jest wykorzystanie informacji

o doktadnym spetnieniu niektérych roéwnan.

M on zatem postac:

x(k+1) = f(x(k), u(k)) + Dv(k) ; k =0,1.... N-1 (3.33)
x(0) = Xp
1 i ii "lboHrwl!l V foyofioyio'; Jie-toins rtov.Ko:siaitobh w foiiiin» « sE»v.t
przy czym
-¢W Oeisb6g ,-tss iN-L]J.')« ios’c-jtlBTrEico
[V :(2 vT(k)v(k))? i ¢ (3.34)

12 [O,N-1] k=0
Wskaznik, ktéry ma by¢ minimalizowany, ma posta¢ (2.144), tzn.J
N-1
= 2 L0 > u(k)) (3.35)
k=0

przy czym funkcje f i L sg w spos6b ciggty rdézniczkowalne wzgledem x(k).
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Stosujac rozumowanie podobne jak w przypadku liniowo-kwadratowym, tzn,
przyjmujac pesymistyczng ocene skutkdw niepewnos$ci oraz biorgc pod uwage
fakt, ze problem maksymalizacji aa charakter problemu izoperymetrycznego,
dochodzimy do zadania minimaksu dla wskaznika:

(3.36)
z dodatkowym warunkiem:
N-1
M2 vT(k)v(k) - S2) =o (3.37)
k=0
Aby znalezé-prawo sterowania, nalezy zatem obliczy¢:
(3.38)

przy ograniczeniu w postaci réwnania stanu (3.33) oraz przyjeciu
dk (y(k)) = u(k).

Warunki konieczne rozwigzania problemu minimaksowego (3.33), (3.38)
sg warunkami rownowagi Nasba dla dwuosobowej dyskretnej w czasie dynamicz-
nej gry o sumie zerowej (z nie znang a priori wagg jednego z graczy). Wa
runki te dla struktury otwartej OL - wynikajg z zastosowania zasady maksi-
mum i wskazujg na rozwigzania, ktére sg podejrzane o optymalnosé. Wogdl-
nym wypadku trudno bowiem sformutowaé warunki istnienia i jednoznacznosci
rozwigzania odpowiadajace wklesto-wypuktosci funkcjonatu. Sformutowanie
tych warunkéw wymagatoby dodatkowych zatozen dotyczacych funkcji L i f,
a ponadto zawsze otrzymane relacje zalezg od nie znanej a priori wartosci
parametru h. Warunki konieczne optymalnosci wu(k) i $(k) majg postaé wa-
runku punktu ,siodtowego hamiltonianu, tzn.:

H(x(k),u(k),v(k),p(k+1)) <H(x(k),u(k),y(k) ,p(k+1)) <H(x(k),u(k) v(k) p(t+1)
(3.39)
gdzie hamiltonian H dany jest w postaci:

H(x(k),u(k),v(k),p(k+1)) = I(x(k),u(k)) - hvT(k)v(k) +

+ pT(k+1 )f(x(k),u(k)) + pT(k+1)Dv(k)
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przy czym p(k+1) jest zmienng sprzezong dang rownaniem:

1T
p(k) | W x(k)Il ~ 10lkIxElktll)] . p(N) =0 (3.'40)

k =0,1,..., N1
a x(k) jest hipotetyczna trajektorig minimaksowg okreslong réwnaniem:
x(k+1) = f(x(k),u(k)) + Dy(k); x(0) =xQ (3.41)

Warunki te mozna przedstawi¢ w nieco prostszej postaci, a mianowicie:

v(k) Pk+1); K = 0,1 o, N-1 (3.42)
H(x(k),S(k),p(k+1 ))4 H(x(k),u(k),p(k+1) (3.39a)
ks * | | dla dowolnychvmu(lg):)f e

przy czym
p(k) = )T. k EO0,1,...,11-1 (3.40a)
p(N) - 0

gdzie H jest hamiltonianem dla modelu podstawowego i pierwotnego wskaz-
nika jakosci, tzn.:

2(x(k),u(k),p(k+1)) * L(x(k),u(k)) + pT(k+1 )f(x(-k),u(k))

x(k) okreSlone jest zatem przez rdwnanie:

x(k+1) = f(S(k),u(k)) t"DD*ik+1) (3.41a)
Przy dodatkowym zatozeniu o dwukrotnej rozniczkowalnoscifunkcji f i |

wzgledem u i x i braku dodatkowych ograniczen warunek (3.39a) mozna
zastapi¢ przez:

SH(x(k),u(k"g£k+1J,- 0; k =0.1 N-1 (3.43)
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Uzyskanie rozwigzania optymalnego wymaga okre$lenia wszystkich ciggéw
uCk) spetniajgcych warunki konieczne, przy czym musi to by¢ dokonywane
przez iteracyjny dobor h, tak, aby spetniony byt warunek (3.8), a na-
stepnie sprawdzenie, ktédre z tych ciggéw wraz z odpowiadajagcym mu ciggiem
v(k) daje rz- cz.ywizcie punkt siodtowy dla 7. Okre$lenie rozwigzania w
strukturze 01? jest w og6lnym przypadku znacznie trudniejsze i nie noze
by¢ dokonane przez automatyczne zastgpienie x(k) przez mierzony  x(k)
w strategii sterowania OL.

5.2.2. Problemy ciagte w czasie

Przedstawione w punkcie 3.2.1 algorytmy sterowania dla problemow dy-
skretnych w czasie, majg swoje odpowiedniki w zagadnieniach ciggtych w
czasie. Przedstawimy je skrotowo, skupiajac sie na problemie liniowo-kwa-
dratowym (dla modelu podstawowego) i niepewnos$ci uwzglednianej w réwna-
niach stanu lub przeniesionej na wyjscie.

3.2.2.1. Sformutowanie i rozwigzanie problemu dla przypadku niepewno$-
ci w réwnaniach stanu

Przyjmujac liniowy model podstawowy o postaci réwnania stanu:

X = Axp + Bu (3.44)

In

*m(0) = xo

oraz znajomo$¢ ograniczenia normy btedu niespetnienia tego réwnania za
caty horyzont sterowania (w przestrzeni L2[o,q9) w postaci:

T 1
[x —te - Bu|| = (f||x(t) - Ax(t) - Bu(t)]||]2 dt)7 <£ (3.45)
120,14 0

gdzie x(t) okresla wielkosci w obiekcie odpowiadajgce zmiennymstanu
modelu (umownie nazywane stanem obiektu), mozna utworzy¢ modelrozszerzo-
ny w postaci :

X = Ax+Bu + Dv ; x(0) = xQ (3.46)
\SiCekf )

IV]| (t)v(t)dt (3.47)
12 o, t]

lii
gdzie interpretacja D jest taka jak w modelu (3.3).



- 111 -
Wskaznik jakosci, ktory powinien byé minimalizowany, ma postac:

T
J = | (xTQx + uT Ru)dt (3-48)

z macierzami dodatnio okreslonymi R i Q.

Zaktada¢ bedziemy ponadto, ze para (A,B) jest sterowalna, a (A,Q.)
obserwowalna, przy czym Q = T

Niepewno$¢ wystepujaca w réwnaniu modelu rozszerzonego (3.46) czyni
niepewnym stan tego modelu oraz wskaznik jakos$ci. Podobnie jak w przypad-
ku dyskretnym przyjeta zostanie pesymistyczna ocena skutkow niepewnosci,
a zatem minimalizowany wskaznik przybiera forme:

T
J= max i ( (XT @ + uT Ru)dt (3.49)

gdzie V=|v spetniajg nieréwnos$¢ (3.47)}.
Poniewaz problem maksymalizacji przy ograniczeniach (3.47) ma charak-
ter zagadnienia izoperymetrycznego, a zatem istnieje nieujemny rzeczywis-

ty mnoznik h, dla ktérego maksymalizacje wskaznika (3.48) mozna zastagpic
maksymalizacjg wskaznika:

T
J = | jxTQx + uT Ru - hyyj dt (3.50)
I

z dodatkowym warunkiem:

T
h (i vy dg - &2) =0 (3.51)

0

Znalezienie prawa sterowania d(.) przy linformacji dostepnej y(t) wy-
maga rozwigzania problemu minimaksowego, przy czym w przypadku otwartej
struktury informacyjnej, tzn., gdy y(t) = x0, strategia sterowania jest
rébwna bezposrednio sterowaniu, czyli znalez¢ nalezy:

-
J*= Min Max i f (xTQx + uTRu - hv/AVidt (3.52)
u \)
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Problem minimaksowy (3.46), (3.52) jest problemem znajdowania punktu
siodtowego dla dwuosobowej liniowo-kwadratowej ciggtej w czasie dynamicz-
nej gry o sumie zerowej (z nieznang a priori wagg jednego z graczy).

Warunki- konieczne optymalnos$ci strategii OL odpowiadajg warunkom
punktu siodtowego hamiltonianu:

H(x(t),u(t),v(t),p(t)) = xT()Qx(t) + " uT(t)Ru(t) +

+ hvT(t)v(t) + pT(t)(Ax(t) + Bu(t) + Dv(t)) (3.53)
gdzie:

p=- (DT p(T) =0 (3.54)

Majg one posta¢ [15] :

u(t) =- RIBT?(1)x(t) (3.55)

v (t) DTP (t)x.(t) (3.56)
gdzie P(t) jest Jedynym ograniczonym rozwigzaniem macierzowego réwnania
Riccatiego:

P+ AT? + PA+ Q- P(BR_1BT- DDT)P =0 (3.57)
F(T) s O

natomiast x(t) jest hipotetyczna trajektorig modelu uzyskang w przypad-
ku zastosowania strategii minimaksow.ych (3.55), (3.56), tzn. zdefinio-
wana jest rownaniem:

X u (A- (BR1BT-  DDT)P)x (3.56)

x(0) =xQ

Istnienie i jednoznaczno$¢ strategii siodtowej jest zagwarantowana w przy-
padku $cistej wklestosci funkcjonatu wzgledem v i $cistej wypuktosci
wzgledem u; Druga wtasno$é wynika bezposrednio z wtasnosci macierzy

Qi R we wskazniku. Pierwsza wymaga natomiast istnienia i jednoznaczno$-
ci ograniczonego symetrycznego rozwigzania macierzowego rownania Ricca-
tiego:
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K+ ATK + KA + Q + ~ KDDIK = O
K =0 (3.59)

Warunek ter. wynika z faktu, ze K(t) jest rozwigzaniem réwnania Ricca-
tiego dla problemu minimalizacji wskaznika:

T
(3.60)

przy ograniczeniu:
X = AX + Dv

dla ktérego istnienie rozwigzania jest rownowazne $cistej wklestosci T
wzgledem y  (kwadratowa zaleznos$c¢).
Mozna zatem sformutowaé nastepujgce twierdzenie.

TWIERDZENIE 3.2

Prawo sterowania u(t) realizujgce zadanie minimalizacji w struktu-
rze Ol wskaznika (3.49) (pesymistycznej oceny wskaznika kwadratowego)
dla modelu rozszerzonego (3.46), (3.47) posiada posta¢ (3.55). Macierz P
oraz wektor x spetniajg rownania (3.57), (3.58)', natomiast mnoznik - h
okres$lony jest rozwiazaniem rdéwnania:

T

zapewniajagcym istnienie jednoznacznego ograniczénego rozwigzania réwna-
nia (3.59).
Dowd

Zatozenie o istnieniu ograniczonej symetrycznej macierzy K(t) zapewni
.wklestos¢ funkcjonatu wzgledem v. Wprzypadku otwartej struktury Infor-
macyjnej gra staje sie statyczna wypukto-wklestg gra kwadratowg o sumie
zerowej, ktora posiada jednoznaczny punkt siodtowy. Strategie u i v
wprzypadku struktury otwartej nie zalezg od siebie, stad mogg by¢ w pros
ty sposoéb wyznaczone z zasady maksimum przyjmujac posta¢ (3.55), (3.56).

Dodatnios¢ h wynika z aktywnos$ci ograniczenia (3.47) oraz warunkow
Kubna-Tuckera. Posta¢ strategii (3.56) determinuje okreSlenie wartosci fc.
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Nalezy zwré6ci¢ uwage, ze je$li lotnieje taka macierz , ze D mozna

zdekomponowac 'do postaci:

D = BD1 (3.62)
wowczas:

v =" D'BTPx = - D? Ru
Zatem:

T 1
h =i |D® Ryl =1 (f iTRD"Ru 6X)7 03-63)
12 [o, 4 (o]

Mozliwo$¢ dekompozycji (3.62) oznacza, ze niepewno$¢ nie ma wiekszych
mozliwoséci oddziatywania na stan niz sterowanie. Podobnie jak w przypadku
dyskretnym fprzyjecie struktury otwartej ze sprzezeniem (z doktadnym po-
miarem stanu x(t)) prowadzi do strategii o postaciach takich, jak (3.55)
i (3.56), w ktorych hipotetyczna trajektoria x(t) zastapiona jest przez
mierzony stan x(t). Optymalne prawo sterowania ma zatem postac:

u(t) =- R™IBTP(t)x(t)

Nalezy podkresli¢, ze podobnie jak w przypadku dyskretnym h nie moze
by¢ wyznaczony a priori i do rozwiagzania rownania (3.61) (lub (3.63)) ko-
nieczne jest stosowanie numerycznej metody rozwigzywania réwnan nielinio-
wych jednej zmiennej (P zalezy bowiem od h). 7 czasie wykorzystywanego
do' tego celu procesu iteracyjnego moze nastgpi¢ utrata witasnosci wklesto-
wypuktosci funkcjonatu, jako Ze wlasno$¢ ta réwniez zalezy od h. Mozna
sie przed tym zabezpieczy¢ pomijajac wartosci h, dla ktérych réwnanie
(3.59) nie posiada ograniczonego, symetrycznego rozwigzania. Podobnie jak
w przypadku dyskretnym interesujgcy jest problem diugich horyzontéw ste-
rowania, w ktérym mozliwe jest uzyskanie statej macierzy "wzmocnieA" wy-
nikajacej z ustalonego rozwigzania réwnania (3.57).

Uwaga 3.3

Wogélnym przypadku strategie wynikajace z ustalonego rozwigzania
(3.57) nie sa strategiami roéwnowagi w dwuosobowej liniowo-kwadratowej
grze dynamicznej o nieskonczonym czasie, aczkolwiek rozwigzanie to deter-
minuje wartos¢ gry, do ktérej mozna sie zblizy¢ dowolnie blisko poprzez
zastosowanie £ -optymalnych niestacjonarnych strategii [IOO] . Niemniej
jednak uzycie przez obu graczy strategii z ustalonym dodatnio okreslonyfl
"wzmocnieniem” é zapewnia stabilno$é rownania stanu modelu*
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Macierz A - 3R'1 BTIQ‘ j1-33T na bowiem warto$ci wiasne o czes$ci ach
rzeczyW|stych UJemnych (1yn|ka to z faktu ze z uwagi na dodatnig okreo-
iono¢¢ P, A- 3R 3 PD = - A - Cﬁ‘l, natomiast K= 2 stano-
W rozwigzanie ustalone rownania Riccatiego dla problemu minimalizacji
wskaznika:

h = 1 (xT(3H_13T " & DI)T)x + uTu} dt

dla modelu

x =- Alx + eT
(gdz:e = G).
Azatem macierz - AT - = - AT- QP1 mc warto$ci wiasne o czes-

ciach rzeczywistych ujemnych.
Nawet je$li, strategie "ustalone” nie wyznaczajg punktu réwnowagi siod-
towej dla graczy, uzycie prawa sterowania:

*
u=- R (3.64)
determinuje "optymalng" odpowiedZ niepewnosci:

V = X D'fx (3.65)

Nalezy zwrdci¢ uwage, ze w przypadku rozwazanym w pracy wskaznik jp.ko.-

00
T

na warto$¢ skonczong, jedynie w przypadku x(t) — O difs t—oo . Je$li

ograniczymy sie dc strategii, ktore te wiasno$¢ dla modelu zapewniaja,

woéwczas (3.64), (3.65) sg strategiami réwnowagi, gdyz mozna wskaznik ?
zapisa¢ w nastepujgcej postaci (wykorzystujacej rownanie okre$lajagce ?):

(oo}

J =71 + uTku " hvTv)dt =

xi(- AP Pa + P3r 13 P - ) BED'BJX
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u + R_lBTéxﬁ;nR(u + R_JBTI{’)‘X)»

- h(v - & DIP)(v - £ DIPj dt

Whniosek ten $wiadczy o racjonalno$ci prawa sterowania (3.64) dla dtugich
horyzontéw sterowania.

3.2.2.2 Sformutowanie i rozwigzanie problemu dla przypadku
niepewnosci przeniesionej na wyjscie

Jak juz podkres$lalismy, w problemach ciaggtych w czasie czes$ciej spo-
tykanym przypadkiem informacji o btedzie aproksymacji wprowadzonym przez
mcdel podstawowy jest ograniczenie co do normy r6znicy stanu modelu i
wielkosci reu odpowiadajgcych w obiekcie (czy raczej wyjsé¢ modelu i obiek-
tu).

'V przypadku modeli liniowych oznacza to, iz opr6cz modelu podstawowe-
go (3.44)-wprowadzamy nierowno$¢ (2.7), ktdéra przy przyjeciu normy w
przestrzeni L2[o,tf ma postac:

T 1

Kodel rozszerzony sktada sie zatem z réwnania stanu (3.44) i réwnania
wyjscia:

(3.66)
przy czym e spetnia nierownos¢:

T 1
(3.67)
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ffskaznik (3.48), ktdry ar podlega¢é minimalizacji, przyjmuje zatem postac:

J =7 | jCxm + e)TQ(xra + e) + uTru| dt (3.68)

i musi by¢ zastgpiony miara, ktéra moze by¢ podstawg wyznaczania pra-wa
sterowania optymalnego. Ponownie przyjmiemy pesymistyczng oceng skutkow
niepewnosci i wskaznik podlegajacy mininalizecji o postaci:

T

<T= e'VEXZJf j jAxm o+ e)T xm +e) + «THY dt (3.69)

gdzie Z = je spetniajacych nier6wnos$é¢ (3.67 ).

Izoperymetryczny charakter problemu pozwala na przeksztatcenie go do
problemu maksymalizacji wzgladem e wskaznika:

T
d=\ g I>m + e)TQGm + e* + uTru ™ heTe| dt (3.70)

gdzie h jest nieznanym a priori mnoznikiem i spetniony jest dodatkowo
warunek:

T
h (] eTe dt - E2) = O (3.71)

V przypadku otwartej struktury informacyjnej 01 problem znajdowania
optymalnej strategii sterowania sprowadza sie do rozwigzania problemu
znajdowania punktu siodtowego dla dwuosobowej gry o sumie zerowej, tzn.
znalezienia:

J*= \ Min M j j(xn + e)TQ(xfl + e) + uTRu - heTej dt (3.72)

przy réwnaniu stanu (3.44) i nieznanej a priori wadze h stanowiacej
rozwigzanie (3.71).

tatwo zauwazyé, ze problem wklesto-wypuktosci wskaznika jest zagwaran-
towany poprzez dodatnig okre$lono$§é macierzy R oraz macierzy:
S=h .1 - Q.
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Poniewaz w przypadku otwartej struktury informacyjnej (y(t) = xQ)

strategie u(t) i e(t) sa od siebie niezalezne, nozna wykorzystaé warun-
ki zasady maksimum i poszukiwaé punktu siodtowego hamiltonianu:

H=j (xm+ e)TQ(xm + e) +\ uTRu - ~-heTe + pT(Axm + Bu) (3.73;
gdzie zmienna sprzezona p(t) okreSlona jest przez roéwnanie:
p=-("r)T=-0Q(xn +e) - Alp fp(T) =0 (3.74)

Warunki konieczne punktu siodtowego hamiltonianu (3.73) prowadzg do stra-
tegii:

<
1

- R1BTPRxp (3.75)

e = (h.l - Q) 1Qxm (3.76)

gdzie PgCt) jest rozwigzaniem macierzowego roéwnania Riccatiego:
+ ATP,, + PLA - P BR13TP + h(hl - Q)_1Q= 0O (3.77)

Pe(T) =0

natomiast x, jest optymalng trajektorig modelu dang réwnaniem:
= (A - BR-1BTPe(t))$B ; SB(°) = x0 (3.78)

Asymptotyczna stabilno$¢ rozwigzania réwnania (3.78)(przy T-—o0)jest
zapewniona, o ile zatozenie o dodatniej okres$lor.o$ci macierzy S jest
spetnione. Mozna zatem sformutowaé nastepujgce twierdzenie:

TWIERDZENIE 3.3

Prawo sterowania zapewniajace minimalng warto$¢ wskaznika (3.69) (pe-
symistycznej oceny wskaznika kwadratowego) dla modelu rozszerzonego (3.44),
(3.66), (3.67) posiada posta¢ (3.75). Macierz Pg oraz wektor xr spet-
niajag réwnania (3.77), (3.78), natomiast mnoznik h jest rozwigzaniem
rownania:

T 1
1 =1 [i(hl - QriQsm(t)]| =£ (f 4*Q(hl - Q)"2 dt)? (3.79)
12 [o, 4 0

takim, ze hi - Q jest dodatnio okre$lona.
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Dowod :
Dodatnia okre$lono$¢ hl-Q zapewnia wklestose J wzgledem e i od-
wracalno$é tej macierzy.

V przypadku otwartej struktury informacyjnej gra staje sie statyczng
wypukto-wklesta gra kwadratowg o sumie zerowej, ktéra posiada jednoznacz-

ny punkt siodtowy. Niezalezno$¢ strategii i posta¢ hamiltonianu umozliwia
ich wyznaczenie poprzez zrézniczkowanie (3.73) wzgledem e oraz u.
Zrdwnania 2— = otrzymuje sie (3.76). Natomiast na podstawie 3— =0
e u
mamy:
u=- R-Vp (3.80)

Podstawiajagc (3.80)do (3.44) oraz(3.76) do (3.74)otrzymuje sie:

kra = éxr,I -_BR“lBTp
cffeencg” i-\i uiit-",1 istii 2ol * * ez iN&S& h &, isizt- ij; -

p =- Q(hl - Q)-1lhxn - §Tp
Mi f.ooi” - doi. efaifn SpisIAS ..

Frzyjmujac p = pexm, otrzymuje sie prawo sterowania (3.69) oraz réwna-
nia (3.77) okreslajace Pg oraz (3;78) okreslajagce xm. Réwnanie okres-
lajagce  h wynika z aktywnos$ci ograniczenia (3.67.) bedacej Konsekwencja
postaci wskaznika (3.69) oraz warunkéw Kuhna-Tuckera, a takze postaci
strategii (3.76).

Woprzypadku dodatnio okre$lonej macierzy Q mozna bez utraty ogdlnosci
przyja¢ Q =1 (dokonujac odpowiedniego przeksztatcenia zmiennych stanu).
Woéwczas rezultaty ulegajg znacznemu uproszczeniu, a warunek dodatniej
okre$lonosci macierzy S sprowadza sie do zadania, aby h>1. Wowczas:

E+ T 1
h = It e g ATxmt)dt)?
0

Nawet ta prosta formuta wymaga wyznaczania numerycznego h ze wzgledu na
zaleznos¢ od h poprzez réwnanie definiujagce Pg.

Wyznaczanie sterowania w uktadzie O01P nie przedstawia réwniez istot-
nych trudnos$ci, nalezy jednak zauwazyé, ze sprzezenie dokonywane jest od
sygnalu x = xm +e, a wiec u =dt(xm+ e). Wowczas prawo sterowania
przyjmuje postac:

U=- R-1BTPe(hl - Q)x (3.31)
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podczas gdy "optymalna" niepewno$¢ e ma postac:

e = jL gx (3.82)

Wog6lnym przypadku prawo sterowania (3.81 ) nie jest optymalnym sterowa-
niem w uktadzie zamknietym.

Podobnie jak w przypadku biedu aproksymacji, w rownaniach stanu mozna
uwzgledni¢ doktadne wspdtrzedne modelu przez ograniczenie mozliwos$ci od-
dziatywania niepewnos$ci e do pewnej podprzestrzeni. Woéwczas réwnanie
wyjscia (3.66) przyjmuje postac:

gdzie D jest macierzg zbudowang z O i 1 o odpowiedniej strukturze.
Przypadek taki, tzn. doktadnej odpowiedniosci niektérych wspo6trzednych

x i xffl, wydaje sie rzadko wystepowaé, stad nie byt tu rozwazany, tym
bardziej ze wprowadzenie macierzy D nie zmienia w istotny sposob przed-
stawionych rozwazan.

Stosowanie modelu z niepewnos$cig "przeniesiong na wyjscie" wydaje sie
prowadzi¢ do prostszych algorytmdw sterowania niz w przypadku modelu roz-
szerzonego z niepewnos$cig w réwnaniach stanu, zwtaszcza Jeé$li chodzi o
spetnienie zatozen o wypukto-wklesto$ci wskaznika i problemy z numerycz-
nym znajdowaniem mnoznika lagrange’a. Wprowadzanie takiego modelu moze
jednak czasem oznacza¢ utrate informacji i tym samym prowadzi¢ do pogor-
szenia jakos$ci sterowania.

Podobne rozwazania mozna przeprowadzi¢ dla modeli dyskretnych w czasie.

3.3. UNAGI 0 MODELOWANIU UKEADOW Z NIEROWNOSCIOWYM SUMACYINYM
MODELEM NIEPEWNOSCI

Wrozdziale 3.2 podstawowym zatozeniem umozliwiajgcym zastosowanie
wynikéw teorii gier dwuosobowych o sumie zerowej byto przyjecie sumacyj-
nego nieréwnosciowego modelu niepewnos$ci. Zaktadano przy tym, ze parame-
try modelu podstawowego sg znane, a bigd aproksymacji obiektu tym modelem
daje sie oszacowaé co do normy "kwadratowej" za caty horyzont sterowania.
Btad ten moze by¢ zaréwno rozumiany jako bigd niespetnienia réwnan stanu
przez wielkos$ci w obiekcie odpowiadajgce zmiennym stanu modelu,Jak tez
Jako rdéznica migdzy tymi wielkoSciami a stanem modelu. V przypadku modeli
dyskretnych w czasie ocena obu tych btedéw moze byé dokonana na podstawie
tych samych poiiiaréw. Rozwazono tylko jeden z tych modeli rozszerzonych,
aczkolwiek kazdy z nich prowadzitby do réznych algorytméw sterowania mi-
ni maksowego, ktorych jako$ci nie da sie inaczej poréwna¢ niz przez bada-
nia symulacyjne dla konkretnych obiektéw. Tym bardziej w przypadku uktadéw
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ciggtych, w ktérych ocena obu modeli niepewnos$ci bazuje na nieco odmien-
nej informacji, nie mozna rozstrzygnaé¢, ktéry z dwu rozwazanych modeli
rozszerzonych jest lepszy w sensie Jego przydatno$ci do syntezy algoryt-
mu sterowania.

Zwro¢my jednak uwage, ze wspomniane dwa typy modeli rozszerzonych nie
wyczerpujag mozliwosci modelowania uktadéw o rozwazanych modelach podsta-
wowych i nieré6wnosciowych modelach niepewnos$ci. Parametry modelu podsta-
wowego nie sg bowiem z wyjatkiem szczegdlnych przypadkow jedynymi wartos-.
ctami parametrow, ktére mogg by¢ uzyte w modelu niero6wnosciowym. lInaczej
moéwigc, model rozszerzony moze mie¢ posta¢ modelu, w ktorym parametry
nie sa okreslone Jako poszczeg6lne wartosci liczbowe, lecz jako zbiory
okre$lone przez nierownos$ci. Dyskusja istnienia rozwigzania zagadnienia
estymacji parametrow w przypadku nieréwnosciowych ograniczen na btgd po-
miarow jest “przedmiotem problemu identyfikalnosci (np. [17], [25], [28] ,
[58] , [59], [60] , [103] , [108] ) Nie bedziemy przytacza¢ wynikow teg) ty-
pu.,badan. Przedstawimy natomiast sposéb wyznaczania nieréwno$ciowych ogra-
niczen na parametry i ich posta¢ dla modeli dyskretnych w czasie z nie-
réwnosciowym sumacyjnym ograniczeniem niepewnosci.

Mozna przy tym dokona¢ tego poprzez rozwazania wrazliwosciowe (p. np.
[106] ), przyjmujac posta¢ estymatora parametréw i wyznaczajac tolerancje
otrzymanych przy jego uzyciu ocen wynikajgce z tolerancji wyjscia, badz
tez poszukiwac¢ takich zbioréw parametréow, ktédre odpowiadajg mozliwym zbio-
rom wynikajagcym z modelu nier6wnos$ctowego. Drugie z tych podej$s¢ prefe-
rowane w tej pracy, prowadzi do modelu spetniajagcego postulat racjo-
nalnos$ci modelu, polegajacy na niewprowadzaniu przez niego zadnej
dodatkowej, tzn. niespdjnej z obserwacjami, informacji. Illustracja
obydwu podej$¢ w przypadku ograniczen nieré6wnosciowych chwilowych jest
rys. 22, ktérego idee zaczerpnieto z [103] , gdzie wykorzystywano w celu
wyznaczania zhlordw parametréow algorytm Simplex. Réwniez przypadek ogra-
niczen chwilowych rozwazano m.in. w [16] i- [108] . Tu przedstawiony zosta-
nie, jak juz wspomniano, przypadek ograniczen sumacyjnych, dla ktorego
wyznaczone zbiory nie wymagajg aproksymacji (jak to sie dzieje w przy-
padku ograniczen chwilowych), a sposéb wyznaczania jest catkiem natural-
ny, stad bardzo prosty.

Jes§li model podstawowy ma posta¢ (3.1), a btgd aproksymacji obiektu
réwnaniem modelu za okres [O,N-I] jest ograniczony przez wielko$ét , to
mozemy do opisu obiektu zastosowaé¢ nieréwno$¢ (3.2).

Wcelu estymacji zbioru dopuszczalnych warto$ci parametrow macierzy
Ai B na podstawie K pomiaréow przy zatozeniu dostepnos$ci pomiarowej
do zmiennych x odpowiadajgcych zmiennym stanu modelu zapiszmy nieréw-
no$¢ (3.2) w postaci:

N
2 (x (k) - Ax(k-1) - Bu(k-1))T(x(k) - Ax(k-1) - Bu(k-1))i¢2
k=1
(3.83)
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Kys. 22. Tolerancja .cer parametréow uzyskanych przy uzyciu estymatora S

oraz estymator zbioru G dopuszczalnych ccer.

parametrow

Fig. 22. Tolérances'of paremeterc estimates found by eetimator S and

estimator. oi tbe set G of admissible parameter estimates

Oznaczajagc macierz wyznaczanych parametréw przez
. gt = [a b]

wektor poprzednich porri&GY/ przez

T
*(p = [yT(k-1)uF(k-1)1

sprowadzimy (3.33) do postaci:

X - 2
2 (x(K) - GTX(K))T(x(K) - GTX(K))E..£
k=1

(3.36) mezna zapisa¢ jako:

tr A (xT(k) - XT(k)ojT(xT(k) - XT(k)G)<£2'
k=i

Kozr.a udowodni¢ zatem nastepujgce twierdzenie:

(" -89

(3.35)

(3.36)

(3.67!
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TWIERDZENIE 3.4

Est.ymowane parametry macierzy G = [a b] 7 sa elementami zbioru
okreslonego nieréwnoscia:
tr(G - CO)T~1(G - G i Z (3.66

gdzie:
- oJ St ;) : s "

Pl = 2 X(K)XT(K)
i=1

G=(2 XMKXTK))-1 2 X(KxT(K)
k=1 k=1 ,
. . - <"
N N NEE
z=£2 + W2 x@xT(K)T(2 XEXT(k)~1 2 X(K)xT(K)
k=1 k=1 k=1
N
2 xT(K)x(K).
k=1

Dowod :
Poréwnujac (3.87) i (3.88) otrzymuje sie:
uin s ,wbiiamatofj Etoyniagos™ituet utoicis ~Mairsjfetaa *m«onbw pla

N
tr GT 2 X(k)XT(k)G = GIP~1G
k=1
N .
tr 2 xT(k)x(k) - ¢2 =tr GIP-1G- Z
k=1

2 tr GTIX(k)xT(k) = 2 tr GIP"1G

co prowadzi do odpowiedniego okre$lenia parametrow zbioru (3.88).

Otrzymany rezultat przypomina oceny uzyskiwane na drodze aproksymacji
elipsoidalnej dla modeli o rozktadzie ograniczonym (np. [23], [136] ), nie
stanowi jednak aproksymacji zbioru; parametrow, lecz peitny obraz dopusz-
czalnych parametrow modelu rozszerzonego.
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Ckrceler.i 8 macierzy 2t zraz 8 majg posta¢ analogiczng do wyniku
estymacji metodg najmniejszych kwadratéw. Wynik ten wskazuje r.a zwigzek
miedzy stosowanym modelem rozszerzonym a estymacja metcdg najmniejszych
kwadratéw (mimc istotnej rdéznicy w zatozeniach). Wprzypadku czesci row-
nan star.u nie obarczonych niepewnoscig r.alezy uwzgledni¢ ter. fakt przez
zmniejszenie wyaiarowos$ci macierzy wyznaczonych parametrow.

Uwaga 3.4

Przedstawiona metoda estymacji moze byé stosowana w postaci rekurer.-
e.yjr.ej. x chwili i-tej mozne bowiem zastosowa¢ nieré6wnos$¢:

2(*(*) - Ax(k-") - Bu(k-1))2(x(k) - Ax(k-1) - Bu(k-1))$£~

k=" (3.89)
(gdyz nie mozna ckrec¢li¢ innego oszacowania biedu aproksymacji do chwili i).
Daje to mozliwo$¢ okres$lenia Pl oraz A (w miare naptywajgcych pomia-
row) takiego jak w rekurencyjr.ej metodzie najmniejszych kwadratow.

Uwaga 3.5

Wprzypadku ograniczen chwilowych o postaci:

lly(k+1) - Ax(k) - 3u(K)l|2 < £2

mozna za cene utraty pewnej informacji zastoso&vac’ podejéciezrekurencyj-

r.e, podstawiajac we wzorze (3.69) zamiast £ wielko$¢ 18~ Oczywiscie
uzyskuje sie wowczas aproksymacje zbioru dopuszczalnych parametréw, a nie
jak w poprzednich przypadkach doktadnie wyznaczony zbior.

Wrozwazaniach przeprowadzonych w tym rozdziale, podobnie jak w zdecy-
dowanej wiekszo$ci pracy, przyjmowano zatozenie o dostepnos$ci pomiarowej
zmiennych obiektu odpowiadajgcych zmiennym stanu modelu podstawowego.
Jak podkre$lono wczes$niej w pracy, jest to w pewnym sensie podstawa "filo-
zof! stosowanych modeli r.ierdwnosSciowych. Niemniej jednak nic nie stoi
ra przeszkodzie powtdrzeniu przeprowadzonych rozwazan, np. dla modelu
autoregresyjnego z zatozonym pomiarem jedynie wejs¢ i wyjs¢ obiektu.

3.4. SYNTEZA STEROWANIA GWARANTUIACEGD OKRESLONA, WARTOSC WSKAZNIKA
JAKOSCI [170] , [174]

X przypadku ograniczen sumacyjn.ych (zwanych czesto "miekkimi") podejs-
cie mir.imaksowe, wykorzystujgce wyniki teorii gier niekooperacyjnychb, jest
uzasadnione zaréwno prostotg prawa sterowania, jak rowniez jego r.iepesy-
nistyczr.g interpretacjg [73] .
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Wprzypadku ograniczen chwilowych oba te argumenty nie majg miejsca.
Okres$lenie prawa sterowania wymaga aproksymacji elipsoidalnych lub wielo-
§¢tanowych (np. [22], [23] , [29], [567] , [136] , [i37] , [182] ) albo ztozo-
nych algorytméw obliczeniowych [175] , opartych na metodzie kolejnych przyT
blizen punktéw £ -stacjonarnych [3S}; [66] z wykorzystaniem standardowych
procedur programowania liniowego i kwadratowego.

Racjonalniejsze w tym przypadku wydaje sie poszukiwanie prawa sterowa-
nia gwarantujgcego okreslong jako$¢ przy najmniej korzystnym zachowaniu
sie niepewnosci.

Sterowanie takiego typu zostato zaproponowane w [27] i przy r6znych
zatozeniach dotyczacych struktury oddziatywania niepewnosci przedstawiane
np. w [5], [iba] , [29] . Wniniejszej pracy wykorzystane zostanie "tanie”
sterowanie (tzn. takie, ktdrego warto$¢ nie jest uwzgledniana we wskaz-
niku jakosci), ktorego uzycie ma zapewni¢ warto$¢ wskaznika nie wiekszg
niz dla modelu podstawowego przy najmniej korzystnym zachowaniu sie zmien-
nych niepewnych modelu rozszerzonego. Takie podej$cie jest uzasadnione
faktem, iz minimalizacja wskaznika jest czesto jedynie S$rodkiem uzyskania
odpowiedniej jakoS$ci trajektorii, a nie celem samym w sobie (odzwiercie-
dlajacym rzeczywisty koszt). Jes$li zatem pozadany przebieg trajektorii
okre$lony jest optymalng wartoscig wskaznika dla modelu, uzyskanie tej
wartosci dla obiektu gwarantuje pozadane zachowanie sie wyjscia.

Przyktadowo przyjecie kwadratowego wskaznika o postaci:

o™ 4

(XxTQx + uTRu)dt

nozna traktowaé jako $rodek zapewnienia takiego przebiegu trajektorii x,
ze jego miara w postaci wazonej catki 2 kwadratu osigga okre$long wartos¢,
a mianowicie:

T
\' | XT(Q + KBR1IBTK)x dt = £ xT(0)K(0)x(0) (3.90)
(0]

Jesli zatem wagi Qi R we wskazniku zostaty dobrar.e tak, ze wyraze-
nie (3.90) okres$la rzeczywiste wymagania co do jako$ci procesu sterowane-
go, to zapewnienie jako$ci nie gorszej niz dana przez relacje (3-90) w
uktadzie, w ktérego modelu wystepuje niepewno$¢, wydaje sie by¢ rozsadniej
sformutowanym zadaniem sterowania niz proba optymalizacji wskaznika J.

Przeprowadzone rozwazania dotyczy¢ edg modeli ciggtych w czasie i opar-
te bedg na aparacie Bellmana-Hamiltona-Jacobiego.
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3.4.1. Posta¢ modelu rozszerzonego

Jak w wielu dotychczasowych rozwazaniach model podstawowy jest liniowym
ciaggtym w czasie rownaniem stanu (3.44), przy czyrr. znene jest ograniczenie
normy chwilowej btedu niespetnienia tego réwnania. Zaktada¢ bedziemy przy
tym, ze oprocz skitadnika statego wystepujg w tym ograniczeniu sktadniki
zalezne od normy stanu i sterowania.

Taki model niepewnosci noze by¢ zaréwno konsekwencjg przyjetej metody
identyfikacji, (patrz rozwazania dotyczace oszacowan zaleznych od sterowa-
nia postaci (2.89)), wzglednosci miar btedu aproksymacji (np. w procentach
warto$ci mierzonych zmiennych), estymacji parametrow wynikajacej z rozwa-
zan punktu 3-3 lub po prostu znajomos$ci oszacowan doktadnos$ci parametréow
A i- 3 modelu podstawowego, czy tez oszacowan btedu linearyzacji (redukcji
rzedu lub innej zmiany struktury) wprowadzonego przez model podstawowy.
Dodatkowe zatozenie dotyczy toru oddziatywania niepewnosci, ktory nie mo-
ze byc "silniejszy" niz tor sterowania. Zaktada¢ zatem bedziemy, ze mozli-
wa jest dekompozycja-postaci (3.62) w modelu rozszerzonym.

Mamy wiec do czynienia z ograniczeniem btedu rédwnania modelu o postaci:

[[x - Ax - Buli $£1 + 62 Ju] + 1| (3.91)
"1?20kh$/ij3W fttisiayJgc *B&l
przy czym struktura wptywu zmiennych niepewnych okre$lona jest rédwnaniem
(3.46), w ktérym macierz D daje sie zdekompor.owa¢ do postaci (3.62), a
ponadto znany jest znak oddziatywania sterowania.
Model rozszerzony przyjety zostanie zatem w postaci:

X = Ax + Bu + 3D"v (3.92)

x(o; = x0

vl <. i+ £BIU + ¢D (3.93)

£b < 1 (3.94)
Uwaga 3.6

Zatozenia o strukturze oddziatywania btedu réwnania sg przyktadowo
spetnione w przypadku modeli podstawowych jednowymiarowych w postaci ka-
nonicznej fazowej. Wowczas bowiem biad wystapi¢ moze jedynie w ostatnim
rownaniu stanu, w ktéorym tez wystepuje sterowanie. Podobna sytuacja wyste-
puje w uktadach, w ktérych na kazdy stopien swobody mozna oddziatywaé nie-
zaleznym sterowaniem, np. w przypadku sterowania uktadami napedowymi ro-
bota [I128] , [174]

Wskaznik jakos$ci stuzacy do syntezy sterowania ma postaé¢ (3-48).
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Zaktada¢ bedziemy, ze prawo sterowania poszukiwane w postaci lunzcji
wektora x sklada sie z nominalnego prawa sterowania, tzn. minimalizuja-
cego wskaznik (3.43) dla modelu podstawowego oraz poprawki Au majacej
zapewni¢ warto$¢ wskaznika (3.43) dla modelu rozszerzonego (3.32), (3.93),
(3.94) nie wieksza niz warto$¢ optymalna dla modelu podstawowego. Przyj-
mujemy przy tym, ze poprawka Au jest "tania", tzn. jej koszt nie jest
wliczany do wskaznika, lecz ograniczona jest co do r.ormy poprzez ograni-
czenie niepewnosci normy. Taki sposéb postawienia problemu zadania stero-’
war.ia zostat uzasadniony w rozwazaniach wstepnych rozdziatu.

3.4.2. Synteza prawa sterowania gwarantowanego

Prawu sterowania jest sumg prawa sterowania nominalnego u oraz po-
prawki Au, tzn.:

u=u+Au (3.95)

przy czym prawo nominalne zastosowane do stanu modelu rozszerzonego ma
postac:

u(x,t) = - R1BTK(t)x (3.96)
gdzie K(t) jest (jak poprzednio) rozwigzaniem (symetrycznym dodatnio

okre$lonym) rownania (2.22).
Oszacowanie (3.93) zastgpimy oszacowaniem:

HAv|| 4 £A |Ix]] + lr_V kx| + ¢3 Jlau| + = a u (3.97)

Przyjmujagc Au(x,t) w postaci:

" a x <4 K(BTKX)
Au(x,t) = J HbTKxII

(.dowolne takie, ze [|[Au(x,t)|]| 4 a x e N(BTKx)
* (3.98)
T g . T, _ . T
B 'Kx) oznacza zbhior x, dla ktérych B Kx = O -jagdro odwzorowania B'K),
otrzymuje sie:

Ik INI +£b I|R"1BTKX| +£b a +£d = a

Zatem a okre$lone jest jako:

a = (1 -£b) 1(fa lix|] +£b lIB~1BTKx|| + £d) (3.99)
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i stenowi ograniczenie r.ormy poprawki Au. Mozna sformutowaé nastepujace
twierdzenie:

r.VISKDZEKIS 3.4
Prawo sterowania (3.95), w ktorym u(x,t) dane jest wzorem (3.96),

e Au(x,t) relacjg (3.98) zapewnia warto$¢ y/skaznika ~ ~(x"Qx + QTRu)dt

dla modelu rozszerzonego (3.92), (3.93), (3.94) nie wiekszg niz optymalna
dla modelu podstawowego.

Dowdd ;

Wcelu wykazania prawidtowos$ci zaproponowanego prawa sterowania wystar-
czy wykaza¢, ze funkcja:

spetnia nier6wnos¢:

V' o« @t "Ru) +8j(Ax ¢ B(u +Au £ Dlv)) +§| < 0 (3.100)

Z (3.100) wynika bowiem, ze:

\ (Ia (ETQx + uTRu)dt < - S(x,t) lT. K(',)x0 (3.101)

0 lo

dla kazdego x spetniajgcego (3.92) dla u i Au danych przez (3.96),
(3.96).
Prawdziwo$¢ (3.100)-wynika z faktu, ze zachodzi;

“M = + £TRu) + §§(Ax + Bu)

B(AU + Dlv) = xTKB(- ,a+ D) =
"Brkx 1

[[7711~ 3 + XxTKBDV « - ||BTKx|la + ||bTKXI| na.v || 4 O
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-1
BiK

Rys. 23. Schemat blokowy uktEdu realizujagcego sterowanie gwarantujace
okre$long warto$¢ wskaznika jakosci

Fig. 23. Btock diagram of the system realizing guaranteed coct cor.tr: 1

(3.101) jest natomiast zgdang nier6wno$cig gwarantujgcg wymagang wartos¢
wskaznika. Schemat blokowy uktadu realizujgcego sterowanie przedstawia
rys. 23.

Uwnaga 3.7

Nalezy zwrdéci¢ uwage, ze im mniejsza jest informacja o obiekcie zawar-
ta w modelu podstawowym, tym wieksze sg wartosci statych £ i
i tym samym wigeksza norma sterowania Au. Przy istnieniu ograniczei na ste-
rowanie, np.: o postaci IJAu|| < U, moze by¢ niemozliwa realizacja stero-
wania gwarantujacego zadany koszt lub przynajmniej ograniczony zakres wa-
runkéw poczatkowych, dla ktoérych taka realizacja jest mozliwa (a jest bo-
wiem funkcjg warunkéw poczatkowych).

Uwaga 3.8

Sterowanie (3*98) w og6lnym przypadku nie jest ciggta funkcjg stanu.
Wprzypadku ="b = ® staje sie przekaznikowym sterowaniem. Uniemozli-
wia to zastosowanie klasycznych twierdzeA o istnieniu i jednoznacznos$ci
rozwigzania réwnania rézniczkowego, aczkolwiek mozna wykaza¢ istnienie
rozwigzania réwnania w sensie kontingensowym (p. Np. riio1 . [iz221 ).
Zastosowanie aparatu Bellmana-Hamiltona-Jacobiego jest jednak mozliwe i
oa charakter podobny do stosowanego przy rozwigzywaniu probleméw sterowanie
czasooptymalnego (wuktadzie zamknietym) dla modeli liniowych. Prawo stero-,
wania staje sie ciggte wzgledem x, jesli = 0.

Nalezy zwréci¢ uwage, ze dla X€EN(37"Kx) nominalne prawo sterowania
u przyjmuje réwniez war+.cSci zerowe, a zatem |ju|| <a. Wprzypadku dtugich
horyzontéw sterowania T-—»00 zar6éwno nominalne prawo sterowania, jak i
poprawka Au staja sie stacjonarne, gdyz K(t) zostaje zastgpione swoja
warto$cig ustalong f((przy zwyktych zatozeniach o sterowalnos$ci i ob”er-
walno$oi modelu podstawowego czynionych wielokrotnie w pracy).
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Przyjmujac wowczas S jako funkcje Lapunowa [76] , mozna uzyska¢ oszaco-
wanie ograniczenia trajektorii modelu rozszerzonego w postaci:

zraz czas- |I(r) osiggniecia przez nig,kuli o zadan.ym promieniu r w po-

""max(k)
\' in(Q » KBR“13Ti()r2

HYll 2 2
A A 0, H
SR BN T g g ominW (3.103)
max min "BR B K)
gdzie oraz 31" oznaczaja minimalng i maksymalng warto$¢ wiasng
macierzy.

Ograniczenie (3.102) wynika z faktu, ze”

Amin(R)IX(H)H2 $ $(x(1)) < S(xQ) C 3tmax(K)||x0|| 2

natomiast ograniczenie (3-103) jest konsekwencjg nastepujacych nierownos-
ci:

T(r)
S(X(T(r))) - S(x ) =f dt < Max  S(x(t)) . T(r)<
° g dt IMl >r
» .o j«tE; ca&em -%s3i-wlo /oaowotisoinsb'! BStA&iwki &ENB&S'I&E&E

i -Am_(Q + KBR‘IBTK) . r2 . T(r)

S(x(T(r)) > 3min(K) [[x(T(r))

ale x(T(r)) jest takie, ze musi zachodzi¢:

Amin(£)r2 4 S(x(T(r)))< xasic(x) II* (T(r))]| 2
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zatem:
X Cihll* 112 Mirl W
S(x ) - S(x(T(r))) max 101 X (K)
T(r) < — 3 _ < FHCT3- A -
\ |n(Q+KBR B K)r \ in(Q + KBR_1BTK)r2
Przyktad 6:

Przyktadowo wyznaczmy prawo sterowania dla obiektu, ktérego model pod-
stawowy ma posta¢ réwnania stanu pierwszego rzedu:

btad aproksymacji daje sie oszacowaé jako:
[x - x-ul $£1 + £21Ixl
Wskaznik jakos$ci uzyty do syntezy ma natomiast postac:
J =J j (3x2 + u2)dt
0
Wowezas sterowanie nominalne ma postac:
u=- 3x

apoprawka sterowania:

Au = - £2x - £]| sgn x
?
Wskaznik jako$ci nie przekroczy warto$ci 1.5 x,, a czas ttumienia
1 |x ]2
stanu do r |x@ - warto$ci  ~ - 1).

Rys. 24. Przyktadowa struktura uktadu
w przypadku modelu pierwszego rzedu

Fig. 24. Examplar¥ structure of the
system for the first order model

Przyktadowa struktura uktadu sterowania dla modelu pierwszego rzedu
przedstawiona jest na rys. 24.
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3.4.3. Sterowanie gwarantowane dla modeli nieliniowych.
Zwigzek z algorytmami' sterowania zapewniajacymi stabilnos$é
praktyczng

Podejscie zaproponowane w poprzednich punktach mozna réwniez zastosowac
do syntezy sterowania w przypadku pewnej klasy nieliniowych modeli podsta-
wowych i niekwadratowych wskaznikéw jakos$ci, dla ktérych mozna wyznaczy¢
sterowanie nominalne oraz nominalng powierzchnie optymalnej jakosSci po-
przez rozwiazanie réwnania Bellmana-Hamiltona-Jacobiego.

Niech model podstawowy przyjmuje postac:

*m = f(xm) + e(xmju ' xm(0) =xo (3.104)

a model rozszerzony postac:

x =f(x) +g(x)u + g(x) Dj(x)v (3.105)
x(0) = xQ

przy czym:
ld1(X)vi 4 £, nx| +¢g nun + (3.106)

tzn. utrzymane jest nadal zatozenie ostrukturze oddziatywania niepewnos-
ci.
Wskaznik jakos$ci ma postac:

T
J=jl(x,u)dt (3.107)
0

przy czym podobn e jak poprzednio jego minimalizacja stuzy do uzyskania
pozadanej trajektorii, okre$lonej optymalng dla modelu podstawowego funk-
cja kosztow S(x,t) spetniajacg réwnanie Bellmana-Hamiltona-Jacobiego.
(Stwierdzenie to wymaga, aby funkcje f, g - spetniaty odpowiednie zato-
zenia o gtadkos$ci, ktore n e sg tu jawnie podawane).

Przyjmujac, ze minimalizacja wskaznika (3.107) dla modelu (3.104) pro-
wadzi do prawa sterowania u(x .t) = ?(x_,t), zadanie syntezy”~sterowania gna
rar.tujgcego zadang jako$¢ sprowadza sie (podobnie jak w punkcie 3.4.1)do
znalezienia takiej "taniej" lecz ograniczonej poprawki sterowania Au(x,t),
ze zastosowanie prawa sterowania:

u(x,t) =P(x,t) +Au(x,t)



- 133 -
zapewnia dla modelu rozszerzonego (3.105), (3.1C6):

T
| L(x,P(x,1t))dt « s(*0>°)
0

Poprawka Au(x,t)jest przy tyra ograniczona co do normy przez ogranicze; ie
a niepewnosci modelu okreslone relacja:

a = (1 -£Br 1(£, '|X| +£B I[P(x,)|| +6%) (3.1 Oba)

Stosujagc rozumowanie podobne jak w punkcie 3.4.2, mozna wykaza¢, ze wy-
magania te spetnia prawo sterowania:

dowolne takie, ze |[JAu(x,t)|! <a x 6 K(g" g™)

Nie analizujemy tego zagadnienia szczeg6towo, gdyz wydaje sie, ze w
przeciwienstwie do zagadnien liniowo-kwadratowych (w ser.sie modelu podsta-
wowego) uzyskane prawo sterowania nie jest proste do praktycznego stoso-
wania (konieczno$¢ znalezienia prawa nominalnego nieliniowego i funkcji S,
trudne do realizacji prawo Au(x,t)), jak réwniez postawienie problemu ste-
rowania (nierownosci (3.108)) nie posiada zwykle klarownej interpretacji.

Uzyskane prawa sterowania zaréwno dla liniowych, jak i nieliniowych
probleméw podstawowych wykazujg pewne podobienstwo do algorytmoéw sterowa-
nia zapewniajgcego "praktyczng stabilnos$¢" [10], [ii], [9] , [170] w sen-
sie nieco odmiennym od definicji Lasalle’a [95] . Rozumiana ona jest jako
wiasnos¢ uktadu zamknietego zapewniajgca jednostajng ograniczono$¢ rozwig-
zania réwnania trajektorii na kazdym skonczonym horyzoncie, przedtuzalnosc
na dodatniej potosi i ostatecznag ograniczono$¢ dla dowolnego otoczenia roz-
wigzania zerowego oraz jednostajng stabilno$¢ tego otoczenia.

Prawo sterowania zapewniajgce praktyczng stabilno$¢ wykorzystuje funkcje
Lapunowa dla modelu podstawowego i ma posta¢ podobng dc poprawki Au(x,t).
Ze wzgledu na stosowanie aparatu funkcji Lapunowa prawo sterowania musi
by¢ ciagta funkcjag x, uzyskiwang poprzez aproksymacje funkcji "przeta-
czajacych" sterowaniem z "nasyceniem". Praktyczna stabilno$¢ moze by¢ jed-
nak osiggnieta réwniez za pomoca innych praw sterowanie, w#gczajagc w to
prawa liniowe [8] .
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Uwaga 3.9.

Oczywiscie ksztattowanie zadowalajgcego przebiegu trajektorii poprzez
zapewnienie okres$lonej wartosci wskaznika jakos$ci jest tylko w rzadkich
przypadkach skuteczne. Wogbélnym przypadku problem ten musi byé rozwazany
jako pewnego typu zagadnienie polioptymalizacyjne (p. np. [191] ). Niemniej
jednak pewne istotne wymagania co do zachowania sie¢ ukitadu moga by¢ zapew-
nione przez rozwigzywanie problemu liniowo-kwadratowego (np. [198] ).

3.5. MODELE NIEROWNOSCIOAE WEJSCIOWO-WYJSCIOWE. ZASTOSOWANIE TWERDZEN
0 PUNKTACH ST-LYCH [i73] , [i76]

Modele o postaci rownan (i ewentualnie nieréwnosci) stanu sg wygodng
forma opisu w przypadku rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych. Jak
wspomniano jednak, uzyskanie parametrow takich modeli czesto nie jest
zagadnieniem prostym z uwagi na dostepno$¢ jedynie pomiaréw wejscia i
wyjscia, ktére umozliwiajg bezposrednie odtworzenie zaréwno okre$lonej
charakterystyki wejsciowo-wyjsciowej modelu podstawowego, jak i nierownos-
ciowej charakteryzacji niepewnosci w modelu rozszerzonym. Wprawdzie moz-
liwe jest wprowadzenie odpowiedniego modelu podstawowego w postaci roéwnan
stanu i modelu niepewno$ci w postaci nieréwnosci wyjscia, jak to czyniono
kilkakrotnie w pracy (np.p. 2.2.2.4, 2.3.4.1, 3.2.2.2), lecz jest to
czesto trudne, a w przypadku zagadnien niedptymalizacyjnych niekonieczne.

Dla zagadnien z liniowym modelem podstawowym, dla ktorych najczescie]j
stosowana charakterystyka wejsciowo-wyjsciowg jest charakterystyka czesto-
tliwosciowa, znanych jest kilka podejs¢ do problemu syntezy uktadu stero-
wania w przypadku niepewnos$ci tej charakterystyki (rys. 25).

u

Rys. 25. Modele rozszerzone z niepek\)/\_/nﬁ charakterystykag czestotliwosciowa
obiektu

Fig. 25. Extended models with uncertain frequency characteristic

Bazujg one najczes$ciej na tzw. jakoSciowej teorii uktadéw ze sprzezeniem
zwrotnym (np. [68], [69] , [70] ), teorii wartosci singularnych SVT (np.
[41] , [42] , [82] , [I-27] ), uogdlnieniach pojeé¢ zapasu stabilno$ci (np. [3]1
[82] , [83] , [114] , [125] , 1[139] , [198] ) lub aparacie przestrzeni Hardy’ego
i pojeciu optymalnej wrazliwosci (np. [48] , [47] , [124] , [208] , [209] ).
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Podejscia te maja dla takiej charakteryzacji obiektu szereg korzystnych
wiasnosci i prowadzg do efektywnych, aczkolwiek czesto trudnych technicz-
nie algorytméw majacych na celu zapewnienie stabilnosci i matej wrazliwos-
ci uktadéw sterowania. Kazde z nich ma jednak istotne ograniczenia, zarow-
no jesli chodzi o klase rozpatrywanych obiektow, jak i granice mozliwosci
realizacji celu sterowania (p. np. [69] , [171] )*

Wtym rozdziale przedstawione zostang pewne ogdlne rozwazania dotycza-
ce mozliwosci realizacji celu sterowania, jakim jest osiggniecie otoczenia
pozadanej odpowiedzi uktadu. Realizacja tego celu wydaje sie najbardziej
naturalnym wymaganiem stawianym przed uktadem regulacji, a jednoczes$nie
moze by¢ realizowana na bazie modelu wejSciowo-wyjsciowego.

Model podstawowy przyjmowany jest w postaci relacji:

ym=V u> <3-109)

wktédrej Fm jest odwzorowaniem unormowanej przestrzeni wej$s¢ w unormo-
wang przestrzen wyjsé¢ (dla prostoty uzyte zostanie to samo oznaczenie
normy w obu przestrzeniach, gdyz nie powoduje to nieporozumien). Jesli
btad aproksymacji rzeczywistej zaleznos$ci wyjscia od wejscia w sensie
normy || . || nie przekracza E, to model rozszerzony mozna przyja¢ w posta-
ci:

Y={y :lly - Fmu)ll < Ej (3.110)

gdzie Y jest zbiorem elementéw przestrzeni wyjs¢ modelu podstawowego.’'

Wyjscia modelu rozszerzonego sg zatem domknietymi, ograniczonymi pod-
zbiorami przestrzeni metrycznych i mozna je traktowac¢ jako elementy prze-
strzeni metrycznej z metrykg Hausdorffa [90] d okresSlajagcg odlegtosc
d(Yl, Y2) jako:

d(Y1(Y2) = max [sup inf |lyl-y2|, sup inf |yl-y2|j (3.111)
yleY1l y2eY2 y2eY2 ylcYl

Przy syntezie sterowania postugiwaé sie bedziemy szczegdélnymi postaciami
twierdzen o punktach statych dla odwzorowan zwezajacych. Podejscie do
problemu syntezy uktadu zamknietego oparte na twierdzeni Banacha dla za-
gadnien deterministycznych byto wykorzystywane wielokrotnie (np. [50],
[8?7], [88], [89], fi87] , [207] ). Wponizszych rozwazaniach zastosujemy
odpowiedniki tego twierdzenia do syntezy regulatora dla problemu stero-
wania z zadanym stopniem ryzyka oraz sterowania adaptacyjnego. Wobu przy-
padkach bedziemy zastepowali problem uzyskania zadanego sygnatu wejscio-
wego Yy° zadaniem osiggnigcia jego otoczenia odpowiednio zdefiniowanego.
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Zatozenia dotyczace odwzorowania Fm zostang sprecyzowane dla odpowied-
nicn zagadnien sterowania w dalszych punktach.

3.3.1. Sterowanie z zadanym stopniem ryzyka

Oznaczmy przez {y°] zbidér jedr.opunktowy sktadajagcy sie z pozadanego
wyjscia y°. Sformutujemy cel sterowania jako zgdanie znalezienia stero-
wania Uu° zapewniajacego, ze wyjscie modelu rozszerzonego :J odpowia-
dajgce temu sterowaniu jest odlegte od |y°| (w eensie metryki Hausdorffo)
0 mniej niz z, ze stopniem ryzyka (okreslonym ponizej) nie wiekszym niz r
0<r «1).

Y° jest zdefiniowane zatem przez relacje:

Y = {y : V- Fmu°)ll § E} (3.112)

a funkcja ryzyka W(,(Y”™Y,)) o wartosciach rzeczywistych okres$lona jest
przez nastepujace aksjomaty:

W(d(yltY2)) = O dla dowolnych Y1,Y2 (3.113)
Je .1i

z, > 22 to W (d(Y1tY2)) > W(d(Y1tY2)) (3.114)
'V(d(YLY2)) =1 dla kazdego z > O wtedy i tylko wtedy,
gdy Y1=v2 (3.115)

W, + z2(d(Y1*Y2)) > Mt>{wZi(d(Y1.Y3)), WZ2(d(Y3,Y2))}

- . (3.116)
dla wszystkich Y1, Yg, Yj
1
lim vV d(Yi1,v) =\ (3.117!
lim “2(d(Y1,Y2)) = 1 (3.H6)

Z-*00

"Tet ?terowania moze by¢ zatem sformutowany Jako zgdanie, aby zachodzi-

vz(d(Y®, {vc})) >1 -7t (3.119)
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Wiasnosci  (3.113)-(3.11S) spetnia przyktadowo funkcja skoku jednost-
kowego H (lewostronnie ciggtego). Wowczas:

W (d(Y1,Y2)) = H(z - d(Y1,Y2)) (3.i%c;
a zadanie (3.119) oznacza wymaganie, aby odlegtos¢ d(Y°, {.Y°|) byta
mniejsza od z, czyli by Y° zawarte byto w kuli o $rodku y* i promie-

niu  z.
Innymi przyktadami funkcji spetniajagcymi podane aksjomaty sa:

V., (2) YL~Y2 ; V(@) =o
W (d(Yi,WY2)) = (3.121)
H(z) Y1 = Y2
gdzie V.,(z) jest dowolng r.iemalejacg funkcjg lewostronnie ciggty, zbiezng

do 1 przy z dazacym do oo, rézng od H(z).
Podobnie:

iMcKy™, Y205 Y1t Y2
W (d(Y1,Y2)) (3.122)

H(z)

moze by¢ przyjeta jako funkcja ryzyka.
Warunek (3.116) jest dla funkcji (3.122) spetniony, gdyz:

z1+z2
1(d(Y1,Y2)) * V1(d(Y1,Y3)+d(Y3,Y2)) >

{VI3TyITy)- VI(3TY-~7?P")}
bowiem nieréwnosci:

+ ZA Z/\
d(Y1l,v2)+a(Y3,Y2) < th?-y t
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oraz

Z1 + z2 z2
dCY1,Y2)+d(Y3,Y2) < T[YA"7eT

nie mogg by¢ spetnione rdwnoczesnie.
Okres$lajac (z,r) otoczenie jako:

N~iz.r) =|Y : TACdiY.Y)) > 1 - r| (3.123)

mozna cel sterowania okre$li¢ jako przynaleznosé Y° do K . (z,r).

1y |

O odwzorowaniu bedziemy zaktadali, ze spetniony jest“nastepujacy
"uogo6lniony warunek Lipschitza”™ (w sensie funkcji ryzyka Y): dla kazdego
u,, u2 wyjscia modelu rozszerzonego (3.110) Y1, Y? odpowiadajgce tym
wejsciom spetniaja warunek:

Wz (d(Y1,Y2)) > V(z - Hu, - u2||) (3.124)

dla pewnej statej rzeczywistej dodatniej 1 oraz niemalejgcej lewostron-
nie ciggtej funkcji V takiej, ze V(0) = 0.

Definicja otoczenia (3.123) umozliwia wprowadzenie poje¢ zbieznosci
i podstawowcsci ciggéw (analogiczne do klasycznych) oraz zupetnosci
przestrzeni z funkcjg ryzyka, a mianowicie:

Definicja 3.1

Ciag {¥hj jest podstawowy, jesli dla dowolnych z i r istnieje M
takie, ze dla nra > M

Y nalezy do (z,r).
n
Definicja 3.2
Ciag Jest zbiezny do Y, je$li dla dowolnych z i r istnieje M

takie, ze dla n> M
Yh nalezy do Ky(z,r).

Definicja 3.3

Przestrzen wyj$¢ modelu rozszerzonego z funkcjg ryzyka W jest zupeina,
jesli kazdy cigg podstawowy jest zbiezny do elementu tej przestrzeni.

Ponadto wprowadzimy pojecie odwzorowania zwezajacego w tej przestrzeni.
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Defir.lc.1a 3.4

Odwzorowanie L(Y) przeksztatcajace przestrzen wyjsé w sietiie jest
zwezajace, jesSli istnieje taka stata k; O<k<1, ze dla kazdego z>0
i dowolnych Y1, Yg zachodzi:

N (dtY.pYgj) i*wcz(d(L(Y1l), I(y2;;; (3.125)

Dla funkcji ryzyka (3.120/ definicja 3.4 pokrywa sie z klasyczna defini-
cjg odwzorowania zwezajacego.

Mozna przej$¢ obecnie do sformutowania twierdzenia okre$lajagcego wa-
runki wystarczajgce realizowa,Inos$ci celu sterowania w uktadzie z regula-

torem:
u> [ ] i U 3I.fi ete i.:;

u = P(Y) tisiorfoss ' S ,fS Osfyw her-:,. (3.126)

tzn. algorytmem sterowania odwzorowujacym zbiory wyjsciowe w sterowania.
(OczywisScie, regulator operuje na mierzonym wyjsciu obiektu, ktére jednak
jest traktowane jako nierozr6znialny element zbioru Y).

TWIERDZENIE 3.5

Niech przestrzen wyj$é modelu rozszerzonego (3.110) z funkcja ryzyka V
bedzie przestrzenia zupetng i bedzie spetniony "uogdlniony warunek Lipschi-
tza" (3.124). Ponadto model posiada wtasno$¢ "(z,r) sterowalno$oi" do punk-
tu y°, tzn. istnieje u° speiniajgce warunki (3.112), (3.119).

Wowczas istnieje regulator (3.126) zapewniajacy realizacje celu stero-
wania, tzn. osiggniecie przez wyjscie obiektu (z,r) otoczenia zadanej od-
powiedzi y°.
iitr.e) iK(-s)«) :x\ » cA ,|5> IK(. imsl! t y! * Jy
Dowod:

W dowodzie wykorzystamy nastepujgcy lemat:

LEMAT 1

Odwzorowanie zwezajace L w przestrzeni z funkcjg ryzyka W posiada
jeden Jedyny punkt staty YQ taki, ze L(Yqg) 3 YQ, ktéry jest punktem

przyciggania, tzn. dla dowolnego Y cigg LnY dazy do Yg.

Lemat ten ma analogiczng posta¢ do twierdzenia o punkcie statym "roz-
mytych" odwzorowan zwezajacych wprowadzonych przez autora w [166] lub tez
moze by¢ traktowany jako szczegdlna postaé twierdzenia o punkcie statym
wprzestrzeni Mengera [167] . Nie bedziemy zatem przytacza¢ jego zmudnego,
aczkolwiek prostego, dowodu, tym bardziej ze pewne rozwazania dotyczgce
podobnych zagadnienn dla ogdélnego modelu niepewnos$ci przedstawione zostang

wrozdziale 4. .. . . . . . .
It»j <1?J) .rioeoiiiaTi .(cYnefisa w ufijSd atrsswteksiSf/ Zze# srsa Acwoisoal iya



- HO -

Zgodnie z zatozeniem o sterowalno$ci mozna przyjaé, ze dla u = u°
odpowiadajace mu Y° nalezy do N (z,r). Niech zatem dla Y = Y° re-

. . ly i
gulator P daje wu°, czyli:

ue = P(Y®) (3.127/

Woéwczas Y° jest punktem statym w tym sensie, ze:

Yo =y :lly - Fn(p(Y°))|| i¢j (3.123/

f. o ¢iinswoiiiiz; HiiOBlssoitilse'r ser tan iirkiig

Aby wykaza¢, ze jest to punkt przyciagania, przyjmiemy regulator majacy
nastepujaca wiasnos¢: istnieje taka stata dodatnia ¢ <y, ze dla kazdego

w > O oraz dowolnych wyjs¢ Z1, Z? zachodzi:

V(ew - | Piz,) - P(Z2)|)> Wv(d(Z21,Z22)J (3.129)
uto&twf cMapatreltar *a ¢fytrogp- so;frfIXUBCE t
Przyjmujac k =1lc < 1 oraz w =~ otrzymuje sie na podstawie (3.129)

oraz (3.124) po podstawieniu:

u, = P(Z,), u2=P(Z2) :

f. = .7 Gctit-. Y n o] ;0 *{ci X soisous (*
Wz (d(Y1'Y2~r> Wz (d(zi.z2" (3.130)
H¢
-07:ntc _ui & e”oeslSso? x"PiBisnsegas *g) xo;frj*iiwx etelstsi eaao«bW
przy czym:
Y, =gy cly-Pm< ))H<E] Y2 =y o |ly-Pm(p(z2);]] (3.131)

Zatem odwzorowanie Z w Y okreSlone przez (3.131) jest zwezajace i
tym samym posiada jedyny punkt staty Y°, ktory jest punktem przyciggania.
Zapewnia to realizacje celu sterowania.

Uwaga 3.10

Jak wskazano, w przypadku W okreslonego przez (3.120) cel sterowania
jest zadaniem osiggalnos$ci przez wyjscie otoczenia zadanego punktu y°.
Zalozenia twierdzenia mogg by¢ woéwczas spetnione, gdyz zupeino$¢ przes-
trzeni jest rozumiana w sposob klasyczny, a jest zapewniona (dla przypad-
ku zupetnych przestrzeni wyj$s¢ modelu podstawowego), gdyz przestrzehA dom-
knietych i ograniczonych podzbioréw przestrzeni zupetnej jest zupetna [90] e
Ponadto wystarczy, aby model podstawowy dat sie wysterowa¢ do vy°, a
z> £. Problem staje sie podobny do problemdédw osiggalnosci zbiorow lub
rur docelowych czy tez utrzymywania bitedu w zadanych granicach, ([9] , [13],
[21] , [22], [37] , [206]).
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3.5*2. Sterowanie adaptacyjne

Jak wynika z dyskusji w punkcie 3.3, niero6wnos$¢iowe modele niepewnos-
ci moga by¢ wykorzystane do budowy modeli rozszerzonych zawierajgcych pa-
rametry majace posta¢ zbioréw okreslonych odpowiednimi nieréwnosciami.
Idee te mozna zastosowac db stworzenia modelu algorytmu sterowania adap-
tacyjnego [173] i okre$lenia warunkéw jego zbiezno$ci. Wprowadzajac do
modelu podstawowego (3*109) parametry g nalezace do okre$lonej prze-
strzeni parametrdw mozemy korzysta¢ z modelu podstawowego o postaci:

y 3 F(u,9) (3.132)

gdzie y jest elementem przestrzeni wyjsciowej unormowanej zupeinej. Ko-
rzystajac nadal z modelu nieréwnosciowego (3.110; zapiszemy go w postaci:

s oy (3.133)

Oznaczmy przez G zbidr takich g, dla ktérych zachodzi relacja (3.133)

(p. np. nierdwnos$¢ (3.B8)). Wowczas model rozszerzony moze by¢ zapisany
wpostaci:

Y = F(u,6) (3.134)

przy czym odwzorowuje iloczyn kartezjariski przestrzeni sterowanh oraz
przestrzeni podzbiorow przestrzeni parametréw w przestrzen kul wyjsé mo-
delu podstawowego (ktdra jest przestrzenig wyjsé modelu rozszerzonego).

Cel sterowania polega na osiggnieciu zbioru Y°, stanowigcego zadane
otoczenie zadanej odpowiedzi y°, tzn.:

(3.135)
Przyjmijmy, ze jako model estymatora parametrow G mozna przyjaé wzor:
G = S(u,L) (3.136;

w ktérym S jest odwzorowaniem w pewnym sensie odwrotnym do P (jesli
takie istnieje/.

Istnienie takiego odwzorowania mozna uwaza¢ za warunek identyfikowal-
nosci obiektu. Mozna zaproponowa¢ wowczas nastepujaca idee algorytmu ste-
rowania adaptacyjnego (rys. 26), w ktorym regulator sktada sie z elementu
sterujgcego P elementu estymujgcego parametry M oraz modelu o iden-
tycznej strukturze jak model rozszerzony, lecz w ktéorym parametry G sa
zastgpione ich ocenami G.
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.lement sterujgcy ? wypracowuje sygnat sterujgcy u na podstawie infor-

macji o wyjsciu obiektu X, wyjsciu modelu Z, ocenie parametrow G.
6lemeht sterujagcy odpowiada zatem takim samym sterowaniem u na dowol-

no wyjscie obiektu y nalezace do X (lub caty zbidr Y), wyjscie modelu

z nalezacego do Z Hub caty zbiér Z), dowolne oceny parametréw g w zbio-

rze G vlub caty zbidér §).

Slement estymujacy M wypracowuje ocene zbioru parametrow (r na pod-
stawie informacji o wyjsciu obiektu X, wyjsciu modelu Z i sterowaniu u.
Odpowiada on zatem zbiorem parametréw G (lub jego -dowolnym elementem g,
na dowolnewyjscie obiektu y nalezagce do -(lub caty zbidr Xi,wyjscie
modelu z nalezgce do Z (lub caty zbi6r 2, oraz dane sterowanie u.

-idei wypracowuje wyjscie Z na podstawie informacji ,o sterowaniu u
i ocenie parametrow G. Model odpowiada zatem zbiorem Z (lub dowolnym
je-o elementem 7) na dany sygnat sterujacy u i dowolne cceny parametrow

w zbiorze G (lub caty zbior é;.

ttooy zatem:

u = ?2<x\ 7z, C; (3.137;
G =]1%, Z, Ul (3.13B)
Z = Fiu, (3.139;
&%
Chi PE9N h o m

Rys, 26. ldea uktadu sterowania adaptacyjnego
Fig. 26. Idea of the adaptive control systems
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Taki sposéb realizacji sterowania adaptacyjnego mogtby byé w pewnym sen-
sie zaliczony do algorytmdéw samonastrajajagcych typu explicite (p. np. [72],
dla przypadku stochastycznych modeli niepewnos$ci). Mozliwy jest rowniez
oodel algorytmu sterowania adaptacyjnego z samonastrajaniem typu impli-
cite, tzn. estymujacego od razu parametry regulatora (p. np. [3], [31]
dla regulatoré6w minimalnowariancyjnych), ale nie bedzie tli omawiany, gdyz
aozna pokaza¢, ze jest on szczeg6lnym przypadkiem algorytméw typu expli-
cite.

Bedziemy zaktadaé, ze w przestrzeni parametréw ¢ da sie wprowadzic¢
netryke p , a w przestrzeni zbiorow parametrow G - metryke Hausdorffa
dG okres$lajacag odlegto$¢ dwooh zhiorow G i G2 jako:

d¢IGAGg) = max |[sup inf 9 (glrg2), sap infP (glfg2)}
®2e"2 ~.er2 ®IEM

(Podobnie jak dotychczas d oznacza¢ bedzie metryke Hausdorffa w prze-
strzeni zbioréw wyjs¢, a I«l  norme w “przestrzeni wyj$¢ modelu podsta-
wowego lub w przestrzeni wejsc).

Ponadto w iloczynie katezjariskim przestrzeni metrycznych (Q*,d") oraz
(Qgidg) wprowadzimy metryke przez okre$lenie odlegtosci:

d~.((q11,921),(q12,922)) = maxjd, (q11,q12),d(q21,q22)| (3.140)

Mozna woéwczas udowodni¢ nastepujgce twierdzenie okres$lajace warunki reali-
zowalno$ci celu sterowania.

TWIERDZENIE 3.6

Zalézmy, ze istnieja state dodatnie k oraz 1 takie, ze Kkl <1
i zachodzi:

d(P(ul,G1), P(u2,G2)) « k d5f((u1,G1),(uz2,G2)) (3.141)
dG(s(ul,Y1), S(u2,Y2))< IdjKu,,n), (u2,Y2)) (3.142)
oraz istnieje u° takie, ze ?(u°, G)CY° (3.143)

Wowczas mozna osiagna¢ cel sterowania, tzn. otrzymane w wyniku sterowania
wyjsScie Y nalezy do Y°.
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Dowdd:

Wykorzystamy w dowodzie twierdzenie Bénacha o punkcie statym. Jak
wspomniano, zatozenie o0 zupetnos$ci przestrzeni wyjs¢ modelu podstawowego
gwarantuje zupetno$¢ przestrzeni wyjs¢é modelu rozszerzonego.

Elementy sterujgacy i estymujacy zostang tak dobrane, aby para (Y°, Y9
stanowita punkt staty odwzorowania iloczynu kartezjanskiego wyjs¢ obiektu
i modelu w siebie, i zeby byt to punkt przyciggania.

Po pierwsze dobierzemy 4 oraz P tak, aby!

2(2(Y,Y,G/, 0/ =i (3.144/
Mi,Y,u/ =4(u,Y®) =G (3.145)

Speinienie (3.144/ jest mozliwe, gdyz wystarczy przyjaé: o ile wyjscie
obiektu Y i modelu Z pokrywaja sie, wowczas element sterujacy wypra-
cowuje dowolne sterowanie takie, ktére podane na modelF(U,G/‘daje jego
wyjscie Z = Y. Istnienie choé¢ jednego takiego sterowaniamozna by inter-
pretowa¢ jako swojego rodzaju warunek sterowalno$ci modelu (i odwracal-
nosei odwzorowania F). m
U)la < Z odwzorowanie M moze byé liniowe w funkcji Y-Z/.
Spetnienie (3.145) jest mozliwe, np. gdyby przyjac:

¥(y,z,u) =s(u,y°)
X**9'ts ! fp * 'ssp,srpMrspurp)Vv*
Zatozmy, ze dla pewnego u = u zachodzi:
i =Z czyli Flu,G) = F(u,G/ =Y
czyli G = S(u,iz = G,
ale wowczas

A A A A An‘
G = tUi, ¢,U/ = S(u,Y /

czyli:

Y = F(U,G) = ?2(u,S(u,Y0)) = Y° . (3.H6)

(3.146/ wskazuje, ze para (Y°, Y°) jest punktem statym odwzorowania ilo-
czynu kartezjanskiego Y = F(u,G/ i Z = F(u,M(Y,Z,u)), przy czym
u=?(i,Z,f;(Y,Z,u)). Aby byt to punkt przyciagania, musimy zapewnié¢ zwe-
zanie tego odwzorowania.
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Wtym celu dobierzemy odwzorowania P i M tak, aby spetniaty one wa-
runki Lipschitza wzgledem produktu swoich argumentéw z pewnymi statymi

i m2, tzn.:
[lul-u2l ~ md™(( / , (Xq, Il =
= ml max(d(Y.j,Yg),d(Z1,Z*), d*iG".Gg)/ (5.147/

dgCGi .Gg/ N ~2 d™ (Y, Zj,uw ], (Y2,29,Ug// =
= m2 max(d(Y1,Y22,6(21,22), |lul-u2|) (3.149,

dla wszystkich u.,,u2  wytwarzanych przez V oraz AGl, AGg otrzymywa-
aych z H.

Z (3.145) wynika, ze dla Y = Z odwzorowanie U pokrywa sie z 0.
Kiesprzeczno$¢ tego warunku mozna osiagnaC przyjmujagc nm2 = 1. Z zatoze-
nia (3.141) wynika, ze

d(F(u”r,G\/, F(Ug,Gg// ~ k max( jlur-Ug| , dNG~*,Ggz/
Viezmy pod uwage odlegtos¢ w iloczynie kartezjanskim ' (Y,Z):

dy ((F(u1,G61),F(ul,G)),(F(u2,d2),F(u2,G))) =

= max|d(F(ul,G1),F(u2,G2)),d(F(ul,G),F(u2,G))j <

< k max (llurUgll, d~G.j.Gg)) (3.149/
Z kolei:

ul-Ugl < ml max|d(Y1,Y2),d(z1,22),- 1 max(d(Y1,Yqg),d(Z1,Z2),|ul-Ugll)|

(3.150)
Jesli 1C 1,

wowczas

ilur—2] < ml max|d(Y1,Y2),d(z1,22),1 ijul—Ugli|

dla m.Jl > 1 nierbwno$¢ jest spetniona w spos6b oczywisty.
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Rozwazmy zatem przypadek:
mil < 1
wowczas:

|lul-bgll < ml max -~d(Y.|,Yg), dCz"Zgjj (3.151)

Jes$li natomiast 1 > 1,

wowczas

lul-u2H < m” max|d(Y1,Yg), diz*Zg), U~-Ugllj (3.152)
‘dla mrl < 1

[Jul-Ug|| < m|l max|d(Y1,Yg), d(z1fzg)j (3.153)

Z oszacowania dG/(?B’\,éZ> otrzymany natomiast:

d((G1,Sg)$! max|d(Y1(Yg), d(z1,Zg),ml max(d(Y1,Yq),d(ZL,Zg),dE(d1,Gg))|
oile ml <1, to wdwczas w przypadku oNl < 1

dG(G1tGg)< 1 max|d(YIrYg), diz~ZgjJ-
Jes$li natomiast > 1, to:

dEG1,GgXm1l 1 majcjdtY”AYg), diZ~ZAj

Reasumujac:
im, dj,((Y1,21),(Yg,29)) 171
iurUgll (3.154)
(M(YNZ,, 1.iYg.29)) 1> 1
1.d~((Y,,21),(Yg,29)) m « -1
dG(Gv G )< (3.155)

dr((Y1,Z1), (Yg,2g)) 0l > 1
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Podstawiajac (3.154), (3.155) do (3.149) otrzymuje sie:

dir((F(ul,G1), F(ul,G)),(F(u2,d2),F(u2,G)))<

< 0 dw((Y1,21),(Y2,22)) (3.156)
gdzie:

o s k max(l,m1)
Warunek zwezania 0 < c¢c < 1 ‘'w potaczeniu z warunkiem < 1 sprowa-

dza sie¢ do zadania doboru ml tak, by:

Imin (T’ﬁ gdy \ < 1
ml < (3.157)

gdy 1 > 1

Warunki narzucone na [ nie sa sprzeczne z wymaganiem dotyczagcym m
(mozna je osiggnaC czyniac "wzmocnienie" elementu sterujacego dostatecz-
nie matym).

Warunek zwezania zapewnia, iz zaréwno model, jak i obiekt osiggaja cel
sterowania w postaci zbioru Y°.

Metoda dowodzenia zbieznos$ci algorytmu jest podobna do stosowanej w
analizie uktadéw adaptacyjnych z modelem odniesienia (np. [94], [140] ),
aczkolwiek sposéb realizacji celu sterowania jest odmienny.

3.6. UWAGI KONCOWE ROZDZIALU

Jak wynika z rozwazah przedstawionych w rozdziale 3, synteza algoryt-
mdv sterowania przy wykorzystaniu nieréwnosciowego modelu niepewnos$ci mo-
ze by¢ dokonywana na podstawie réznych kryteriow jakos$ci i réznych form
sodelu rozszerzonego. Przedstawiono metody syntezy sterowania zadowalaja-
cego w przypadku najmniej korzystnego zachowania sie niepewno$ci oraz
gwarantujagcego okres$long warto$s¢ wskaznika jakosci. Wybor konkretnej me-
tody syntezy zalezy nie tylko od okre$slonych wymagan, ale takze od dostep-
negj informacji o uktadzie. Nie mozna jednak przesadzi¢, jaka metoda syn-
tezy da lepszy rezultat, ani tez jaki model rozszerzony (a dysponujgc kon-
kretng informacjg mozna ich utworzyé kilka) jest efektywniejszy. Nalezy
Przy tym pamieta¢, ze wskaznik jest bardzo czesto jedynie narzedziem pro-
jektowania uktadéw o zadanych wtasnosciach. Uktad optymalny ze wzgledu
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na okre$lony wskaznik charakteryzuje sie pewnymi oczekiwanymi wtasnoscia-
mi, ktérych czesto nie posiada uktad rzeczywisty sterowany optymalnie na
podstawie modelu. Precyzujgc zatem cel syntezy dla problemu z niepewnos-
cig nalezy wroéci¢ do rzeczywistego wymagania co do zachowania sie uktadu.
Wowczas okazaé sie moze, ze opieranie syntezy na wskazniku jakosci jest
niecelowe zaréwno z punktu widzenia zapewniania zadanej odpowiedzi uktadu,
jak i prostoty rozwigzywanego zagadnienia. Model nier6wnos$ciowy,. zwtasz-
cza w przypadku modelu podstawowego wejsciowo-wyjsciowego, wydaje sie

by¢ predysponowany do syntezy algorytmow, realizujagcych cel w postaci
otoczenia zadanego przebiegu sygnatu wejsciowego. Koncepcje uktadow ste-
rowania bazujacych na takiej metodyce, zardwno przy uzyciu parametryczne-
go, jak i nieparametrycznego modelu zostaty przedstawione, aczkolwiek
mozliwosci ich praktycznej realizacji nie zostaty przedyskutowane. Wydaje
sie mozliwe przy syntezie algorytméw tego typu wykorzystanie rezultatéw
dotyczacych osiggalno$ci oraz min-max sterowalnos$ci, np.» [7], [8 , [131,
[21], (221, .[37], [65] , [771, [91] , 2321, [197].

Nalezy przy tym podkre$li¢ ze wyjscie moze by¢ réwniez rozumiane jako
wskaznik jako$ci (model bezpos$redni). Woéwczas poszukiwanie rozwigzania
zapewniajacego osiggalno$¢ odpowiedniego otoczenia wielko$ci zadanej jest
problemem poszukiwania rozwigzania gwarantujacego okre$long warto$¢ wskaz-
nika jakos$ci. Sterowanie w uktadzie zamknietym oparte na pomiarze wyjscia
zbliza sie wdwczas do koncepcji regulacji ekstremalnej czy sterowania adap-
tacyjnego z modelem odniesienia.

Wiegkszo$¢ efektywnych rezultatéw tego rozdziatu dotyczy liniowych mo-
deli podstawowych, jednak klasa uktadéw, ktore sg przedmiotem rozwazan,
jest bardzo szeroka, gdyz nieliniowos$ci uktadu (a takze inne réznice struk-
turalne) moga by¢ ujete w modelu-rozszerzonym w postaci odpowiednich in-
formacji o "niepewnosci".



4. UOGOLNIONE MODELE NIEROWMNOOCIOWE [156] , [1591, [160] , [167] , [172]

4.1. GENEZA MODELI UOGOLNIONYCH

W dotychczasowych rozwazaniach zaktadalisSmy, ze aczkolwiek nasza in-
formacja o uktadzie nie jest doskonata, to jednak jesteSmy w stanie oce-
ni¢ ograniczenie odlegto$ci dwoch sygnatdw, na przyktad: wyjscia i wiel-
kosci pozgdanej, lub pochodnej stanu i pewnej funkcji stanu i sterowania,
wpostaci liczby. Niemniej jednak w wielu sytuacjach okreslenie odlegtos$-
ci dwoch sygnatdw (lub nawet Jej ograniczenia) w postaci liczby Jest nie-
realne. Prowadzi to miedzy innymi do podanego przez Poincarego paradoksu
zwanego fizycznym kontinuum [116]. Mozna go w skrécie okre$li¢ nastepu-
jaco:

Wfizyce fakt, ze A jest réwne B, a B réwne C, nie $wiadczy o tym, ze
Aréwne jeat C. Tej nietranzytywnej wiasnosci réwnosci w przypadku rze-
czywistych uktadéw mozna unikngé przez zastgpienie odlegtos$ci dwoch punk-
tow (liczby) funkcjg tej odlegto$ci o wartosciach miedzy 0 a 1 (posiada-
jaca cechy %ystrybuanty). Idea ta zostata wprowadzona przez Mengera [102] ,
ktdry zaproponowat zastgpienie odlegto$ci d(y,x) dwdch punktéw y,x (prze-'
strzeni metrycznej Y) niemalejgcg funkcjg rzeczywista Dyx lewostronnie
ciaggta o wartosciach Dyx(z) (z rzeczywiste) z przedziatu [0,1] taka, ze:

Dyx(0) a O (4.1)

D (z) =1 dla wszystkich z >0 wtedy i tylko wtedy

gdy y =i (4.2)
(4.3)
Dny s 1 (4.4)

Okres$lenie nieréwnosci trojkata wymagato wprowadzenia dodatkowej funkcji T
nazwanej w [133] normg tréjkatng. Odwzorowuje ona kwadrat jednostkowy w
odcinek Jednostkowy i Jest funkcjg przemienng tgczng, niemalejgca wzgledem
obu argumentéw 1 posiadajaca 1 Jako element neutralny, tzn. zachodzg na-
stepujace zwigzki:



T(a,) =a; T(0,0) =0 (4.5)
T(c,d) > T(a,b) dlac >a, d>b (4.6)
T(a,b) = T(b,a) (4.7)
T(T(a,b),c) = T(a,T(b,c)) (4.8)

Nierownos¢ trojkata przyjmuje postac:

Dyx(z+v) > T(Dyw(z),Dwx(Vv))

-i<v 1
ftys. 27. Przyktadowe norrlny tréojkatne
Fig. 27« Examplary triangular norms

Trojka (y,D,t) « ktdiej zachodzi (4.9), nazywa sie przestrzenig Mengera,
a D nazwano metryka probabilistyczne (lub statystyczng). Najprostszymi
normami tréjkatnymi sg (p. rys. 27):

Tm(a,b) = Max(a+b-1, 0) (4.10)
gr(a,b) = ab (4.11)
lu(a,b) a Min (a,b) (4.12)

Inne przyktady T norm mozna znalez¢ np. w [78] .

Wald [185] zaproponowat zastgpienie nier6wnos$ci (4.9) przez nieréwnos¢:

Dyx(z) * (V. * Dwx)(z) (4.13)

gdzie * oznacza operacje splotu. W [133] udowodniono Jednak, ze przes-
trzen Walda jest przestrzenig Mengera z iloczynem jako normg trojkatng.
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Dalsze uogdlnienie nier6wnosci tréjkata w [144] uzyskane zostato przez
wprowadzenie funkcji trojkata t bedacej operacjg binarng na metrykach
probabilistycznych. Nierowno$¢ Szerstniewa o0 postaci:

Dyx > ?(Dyw- (4.14)

obejmuje bardzo szeroka klase nieréwnos$ci, miedzy innymi nier6wno$¢ kien-
gera i Walda, a funkcja % jest bardzo og6lng postacia operacji na dy-
strybuantach obejmujaca m.in. sploty uogdlnione [181] . Tak ogdlna postac
nieré6wnosci trojkata nie bedzie jednak w pracy wykorzystywana, poprzesta-
niemy na nierdwnos$ci typu (4.9). Wyjasnijmy tylko, ze nierownos$¢ dla
funkcji D1 4 D2 oznacza zachodzenie nieréwnosci D”(z)< Dg(z) d™a
kazdego argumentu z.

4.1.1. Unormowane przestrzenie niepewne

Aparat przestrzeni Mengera zostat przez autora pracy zaproponowany ja-
ko narzedzie modelowania uktadéw z niepewnos$cig [156] « Model rozszerzony
wten spos6b otrzymany stanowi uogélnienie modelu nieré6wnosciowego obej-
mujace zarowno modele probabilistyczne, jak i rozmyte niepewnosci.

Poniewaz dotychczasowe rozwazania dotyczyty przestrzeni unormowanych
i nierownosci opisujace zmienne niepewne odnoszg sie do norm odpowiednich
sygnatéw, wprowadzimy przez analogi# do metryki statystycznej pojecie
normy niepewnej i unormowanej przestrzeni niepewnej.

Definicja 4.1

Niech Y bedzie przestrzeniag liniowg nad ciatem R. Normag niepewng W
nazywamy odwzorowanie Y w przestrzei funkcji niematejacych w(y) zmien-
nej rzeczywistej z o wartosciach W2(y) z przedziatu [0,1]lewostronnie
ciggtych takie, ze dla kazdego y w Y zachodzi:

wo(y) =0 (4.15)

W(y) =1 dla wszystkich z> 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

y =0 (element zerowy przestrzeni Y) (4.16)

W(ay) = Wz(y) dla kazdego z>0, a i10neE (4.17)
a

lim W(y) =1 (4.18)

200
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Definicja 4.2

Trojke (Y,W,T), gdzie Y i W sg okreS$lone jak w (4.1), natomiast T
jest normg tréjkatng spetniajgcg (4«5)-(4.8), nazywany niepewng przestrze-
nig unormowana, jes$li spetniona jest nierdwno$¢ trojkata:

We+v(y+x) » TMWz(y), wy(x)) (4.19)

dla dowolnych elementow y,x przestrzeni Y oraz z,v rzeczywistych.
Zwr6émy uwage, ze podobnie jak w nieréwnosciach (4«9), (4.13) czy
(4.14) zwrot jest "przeciwny" do wystepujacego w klasycznej nierdwnosci
trojkata.
4.1.2. Przyktady norm niepewnych

Przechodzgc do interpretacji elementéw unormowanej przestrzeni niepew-
nej jako wyjs¢ uktadu mozemy uwazaé, iz z kazdym wektorem wyjs¢ y wigze-
my odwzorowanie ff(y), ktérego wartos$cig jest funkcja mWz(y) pokazujac,

w jakim "stopniu" mozna stwierdzi¢ dla kazdegoz rzeczywistego, ze dtu-

go$¢ wektora y jest mniejsza od z.Je$li "stopien" ten bedzie miat in-
terpretacje probabilistyczng, woéwczas funkcje w(y) mozna interpretowac

jako dystrybuante P(llyll), tzry

W, (y) = PUIII < 2) (4.20)

<
S»cis’lej rzecz biorgc, y nalezy wowczas interpretowaé¢ jako funkcje prze-
ksztatcajaca przestrzen probabilistyczng (Q,E>, P) w (yJI my i zdefiniowac*

Wz (y) = P(weiillly(tu)|| < z) (4.21)

gdzie (£2,S,P) jest trojka probabilistyczng.

Interpretacja rozmyta odwzorowania W prowadzi do okre$lenia Wz(y) jako
stopnia przynaleznosci ji.z(y) elementu y do kuli B(z) okre$lonej przez
nierownos¢ |ly|| < z. A zatem [160] t

We(y) 3 ~B(z)(y) (4*22)
Spetnione sg wowczas bowiem aksjomaty:
ANifM(y) =0 dla wszystkich 'y w Y,
B@W) - 1 Wazystkich takich y, ze |yl <z ,

N B(z) MYy NMNB(v)NMy N dla wszysttioll y ow Y, o ile tylko z < w.
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Nierownos¢ "trojkata dla normy trojkatnej typu M wynika wowczas z defi-
nicji ztozenia relacji rozmytych [204]

Przypadek petnej informacji, czymodelu wpetnijzdeterminowanego, moze
by¢ réwniez ujetywkategoriach normyniepewnej.Wdéwczas funkcja W musi
by¢ zdefiniowana nastepujaco*

W(y) = H( Iyl (4.23)

gdzie H oznaoza funkcje skoku jednostkowego (lewostronnie ciggta w ze-
rze).

Model nier6wnos$ciowy, w ktérym norma elementu y okre$lona jest z do-
ktadnoscia E, prowadzi do okreslenia W w postaci (p. rys. 28)*

W2(y) =n(-E - Iyl (4.24)

b)

8x1 ief

Rys. 28. Norma niepewna dla modelu probabilistycznego o rozktadzie prosto-
katnym a) i norma niepewna dla modelu nier6wnos$clowego b

Pig. 28. Uncertain norms for a) Ero_babilis'gic model with rectangular
distribution, b) inequality model

Uwaga 4.1

Przyjecie nieréwnosci ostrej (otwartosci kuli) w okre$leniach (4.20),
(4.21), (4.22) jest podyktowahe jedynie checig zapewnienia lewostronnej
ciggtosci funkcji W (y) wzgledem 2z, dzieki czemu posiada ona klaaycz-
ne witasnosci dystrybuanty. Nic nie stoi jednak na przeszkodzie, aby za-
stapi¢ te nierowno$¢ przez nieréwno$¢ staba (a wiec kule domknietg), co
prowadzi¢ bedzie do prawostronnej ciggtosci W_(y).

Jak wspomniano, dla modelu rozmytego T moze zosta¢ przyjete jako
operacja brania min argumentéow (przyjmowanie odmiennych operacji na zbio-
rach rozmytych niz min i mar [78] wydaje sie by¢ nieco sztuczne - p. [20] )

T-norma typu min jest rowniez odpowiednia w przypadku norm niepew-
nych typu (4.23) lub (4.24). Przy czym w przypadku petnej informacji
(4.23) dowolna norma tréjkatna T zapewnia spetnienie nierdwnosci troéj-
kata. Przyjecie modelu probabilistycznego prowadzi do bardziej ztozonej
sytuacji, jes$li chodzi o dob6r norm trojkatnych.” Wogdlnym przypadku
konieczne j$st postugiwanie sig¢ T-normg typu TB [133] bardzo niedogodnag
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w dalszych rozwazaniach. Zastosowanie T = fi jest mozliwe, o ile praw-
dopodobienstwo, ze dtugo$¢ sumy wektoréw X i y jest mniejsza niz z+v,
jest co najmniej tak duze jak tagczne prawdopodobienistwo, ze niezaleznie
dtugos¢ x jest mniejsza niz z oraz y mniejsza niz v. Wymaga to
zatem niezaleznos$ci elementéw przestrzeni Y parami (niezalezno$¢ x i y)
przy jednoczesnej dos$¢ ztozonej zaleznos$ci podzbiorow trzech lub wiecej
elementéw i tym samym nie jest, wbrew pozorom, czesto mozliwa. Mozna jed-
nak wskaza¢ klase dystrybuant, dla ktérych T = M zapewnia spetnienie
nierownosci trojkata. Sa to funkcje W2(y) okre$lone w postaci;

(4.25)

gdzie V jest dowolng niemalejgcg, lewostronnie ciggta funkcja osigga-
jaca wartosci v(0) =0 oraz V(°°) =1, rbézng od H(z).

Nasze zainteresowanie T-normg typu min wynika z mozliwosci formuto-
wania pewnych rezultatow przydatnych do syntezy uktadow starowania.

Uwaga 4.2

V przedstawionych rozwazaniach zaktadano, ze mozliwe jest okreSlenie
informacji bedacej podstawag konstrukcji odpowiedniej normy niepewnej.
Oznacza to przykiadowo, ze jezeli niepewno$¢ ma charakter losowy dysponu-
jemy informacjg o dystrybuancie normy elementéw Y, a w przypadku rozmy-
tym informacjg o funkcji przynaleznos$ci y do kuli B(z). Czesto taka in-
formacja wydaje sie prostsza do zdobycia niz charakteryzacja niepewnosci
poszczegblnych zmiennych, co wiecej,mozna ja zdoby¢ abstrahujgc od charak-
teru niepewnosci. Niemniej jednak, dysponujac informacjg charakterystycz-
ng dla podejscia losowego, tzn. charakteryzacjg rozktadow wielowymiarowych
zmiennych i ich rozktadami tacznymi czy tez funkcjami przynaleznos$ci dla
zbioréw rozmytych, warto bytoby okresli¢ relacje dla okreSlenia atrybutow
odpowiednich przestrzeni unormowanych niepewnych.

W przypadku modelu losowego nalezy zatem na podstawie rozktadow wielo-
wymiarowych oraz tgcznych okre$li¢ dystrybuante rozktadu normy oraz odpo-
wiednig norme tréjkatng. Oczywiscie jest to mozliwe przy pewnych dodatko-
wych zatozeniach, np. o mierzalnos$ci |ly|| i nie jest sprawag prosta [134] .

NV przypadku modelu rozmytego i znajomosci funkcji przynaleznos$ciowy)
mozna zauwazy¢, ze daje sie ona okre$li¢ w terminologii norm niepewnych
relacjag [49] :

0A(y) = lim {sup  (wz(y-x))ij
z— 0+ Xt A
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Wprowadzenie uogdlnionego modelu nierdwnos$ciowego ma trojakie znacze-
nie; po pierwsze, mozna sie spodziewa, ze pewne znane wtasnosci modeli
rozszerzonych z okre$slonym modelem niepewnos$ci moga by¢ stuszne dla in-
nych typéw niepewnosci i stworzenie modelu ogélnego pozwoli te wiasnosci
wykry¢ i przenie$é na poszczeg6lne klasy modeli; po drugie model ogélny
umozliwia analize i synteze ukladéow, w ktérych wystepuja réznego typu
srodowiska niepewne, a ich tgczne rozwazenie oznacza produktowanie poszcze-
go6lnych elementéw modelu; po trzecie og6lne spojrzenie na modele z nie-
pewno$cig moze by¢ przydatne przy formutowaniu celéw sterowania i okres-
leniu zwigzkéw miedzy wtérnymi a pierwotnymi zadaniami sterowania stawia-
nym: projektantowi systemu,

4.1,3. Niektore pojecia unormowanych przestrzeni niepewnych

Na wzér podstawowych poje¢ topologicznych w przestrzeniach Mengera [134]
wprowadzimy je w unormowanych przestrzeniach niepewnych.

Definicja 4.5

(E, r) otoczeniem punktu y przestrzeni (Y,V/,T) nazwiemy zbiér punk-
tow x tej przestrzeni takich, ze Wj,(x-y)> 1-r, 00 zapiszemy;

(4.26)
E,r >0 - rzeczywiste

Definicja ta umozliwia okre$lenie zbieznosci i podstawowosci ciggow w
przestrzeni (y,\7,t).

Definicja 4.4

Ciag jynj elementow przestrzeni (Y,WT) jest podstawosvy, jes$li dla
kazdego E> 0 i kazdego r> 0 istnieje N takie, ze przy dowolnym
u® > N, y nalezy do NJrrgE,r).

Definicja 4.5

Cigg- jynj elementdw przestrzeni (y,W,t) jest zbiezny do punktu vy
tej przestrzeni, jesli dla kazdego E >0, r > 0 istnieje N takie,
ze przy dowolnym n >N, yQ nalezy do Ny(E,r).

Definicja 4.6

Unormowana przestrze niepewna jest zupetna, je$li kazdy cigg podsta-
wowy elementéw tej przestrzeni jest zbiezny (do punktu tej przestrzeni).

Unaga 4.5

Przestrzen Banacha (Y, I 1) traktowana jak unormowana przestrzen nie-
pewna (Y,H,T) jest zupetna unormowang przestrzenig niepewnsg.
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Wdalszych rozwazaniach 'bedziemy zaktadali, ze zajmujemy sie zupetnymi
przestrzeniami unormowanymi niepewnymi oraz ze normy tréjkatne T sg
ciggtymi funkcjami swoich argumentow. Zdefiniujemy takze odwzorowanie zwe-
zajace w przestrzeni (Y,W,I).

Definicja 4.7

Odwzorowanie L przestrzeni unormowanej niepewnej w siebie jest zwe-
zajace» jes$li istnieje stata rzeczywista O0<k<1 taka, ze:

We (¥ (Ly " > We(y " (4.27)

dla dowolnych elementéw y,x przestrzeni oraz z > O rzeczywistego.

Jesli przestrzeh unormowang traktowac¢ jak przestrzen (Y,H,T) to odwzo-
rowanie zwezajace jest odwzorowaniem zwezajacym w zwyklym sensie, gdyz:

Hz - "~ ity - Lx|) > H(z - [ly - xI)
pocigga warunek (p. rys. 29):
Ity - | <k [ly - jel

li/

i\ L*~LA

-i/i

Rys. 29. Zwezanie w przestrzeni (Y,H,T) jako zwezanie w (X, li-Il)
Fig. 29. Contraction in space (y,H,t) as contraction in (y, lI*1)

4.2. WEOCIOWO-WYjOCIOWE UOGOLNIONE MODELE NIEROWNOOCIOWE
I ICH WEASNOSCI

Jak wspomniano, model niepewnos$ci oparty na pojeciach unormowanej
przestrzeni niepewnej ma na celu uogdlnienie modelu nierdwno$oiowego.
Jesli ograniczymy sie do modeli wejSoiowo-wyjsciowych (podobnie jak w
rozdziale 3.5), to uogdlnienie modelu nieréwno$oiowego (3.110) na przy-
padek norm niepewnych oznacza zwigzanie z elementami przestrzeni wyjsc¢
funkcji We(y). Oznacza to, ze model rozszerzony nie wigze z normg roz-
nicy wyjscia obiektu i wyjscia modelu podstawowego ograniczenia w postaci
liczby E, lecz pewng funkcje zmiennej rzeczywistej z o postaci WO(y-yB).
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Wyjscie modelu rozszerzonego nie staje sie zatem zbiorem, lecz elementem
unormowanej przestrzeni niepewnej. Aby nie wprowadzi¢ dodatkowych ozna-
czen, bedziemy oznacza¢ tak okre$lone wyjscie przez y, a odwzorowanie
z deterministycznej przestrzeni unormowanej wejs¢ (U, I 1) w unormowang
przestrzen niepewng (Y,Y/,T) przez F. Kie powinno to budzi¢ watpliwosci,
gdyz réwnosciowy model podstawowy nie bedzie stosowany,

A zatem model z niepewnos$cig wejsciowo-wyjsciowy ma postac!

y = F(u) (4,88)

przy czym y jest elementem (Y,W,T), natomiast u elementem (U, H II).
Jak wspomniano, przestrzen wejsciowa moze by¢ takze traktowana jako prze-
strzen (U,H,TU) z dowolng normg tréjkatng Tu>

Oznaczmy ponadto przez P regulator, tj. prawo sterowania produkujace
deterministyczne sterowanie na podstawie wyjscia y bedacego elementem
przestrzeni unormowanej niepewnej, tzn.:

u = P(y) (4,29)

Dla modelu (4,28) mozemy sformutowaé typowe pojecia teorii systemow takie
jak sterowalno$¢, stabilizowalno$¢ itd. Ze wzgledu na ogélnosé modelu be-
da one formutowane w kategoriach (E,r) otoczen pozadanego wyjscia vy .

Definicja 4,8

Model (4.28) jest (E,r) sterowalny do punktu y° przestrzeni.(y,W,T),
jesli istnieje takie u, ze P(u) nalezy do N (E,r),
y
Definicja 4.9
Model (4.28) jest (E,r) stabilizowalny w punkcie y°, je$li istnieje
taki regulator P i takie rozwigzanie y nalezagce do N (E,r), ze vy

jest przyciggajagcym punktem odwzorowania P(p(*)),

Podobnie jak w punkcie 3.5.2 mozna dokona¢ parametryzacji modelu
(4.28) wprowadzajagc do niego parametry g powodujace, ze wyjscie modelu
jeet zmienng niepewng mimo w petni zdeterminowanego sterowania. Parametry
g sa zatem elementem niepewnej przestrzeni unormowanej (g,VM,T’). Model
rozszerzony ma zatem postac:

a odwzorowanie P przeksztatca iloczyn kartezjanski przestrzeni sterowan
i przestrzeni parametrow w przestrzen wyjs¢. lloczyn kartezjanski musi
by¢ zdefiniowany jako tzw. T-produkt [43] . Jest. to mozliwe, gdyz prze-
strzen sterowan (jako deterministyczna przestrzen unormowana) moze byc¢
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traktowana jako unormowana przestrzen niepewna z dowolng normg trdjkata.

Przyjmujac jako T-norme T’, otrzymujemy T- produkt przestrzeni sterowan

i parametrow w postaci tréojki (UxG, KT'V,,T’)| gdzie norma niepewna
jest funkcjg o warto$ciach:

HT»W»(u,g) = T»(H.(z - [lulPDA\Y'(9)) (4.31)
Przyktadowo dla T’ = LI
BVW(u,g) = Kin(H(z - Hu|]), Y/£(9))

Jla modelu sparametryzowanego (4.30) mozna okresli¢ wtasnos¢identyfikal-
no.-ci ($cislej -powinno sie moéwi¢ oestymowalnos$ci parametrow).

Definicja 4.10

i.'odel (4.30) jest w petni identyfikowalny, je$li istnieje odwzorowa-
nie S odwrotne do ?(-,.) takie, ze:

g = S(uyy) (4.32)

o wartos$ciach w przestrzeni metrycznej (G,P).

Definicja 4.11

Model (4»30) jest W- identyfikowalny, jes$li istnieje odwzorowanie S
odwrotne do F(*,0 takie, ze:

g =s(u,y)

0 warto$ciach w przestrzeni unormowanej niepewnej (G, \I', T')«

Definicje te moga hyé¢ przydatne w rozwazaniach dotyczacych estymacji
parametréw i sterowania adaptacyjnego z wykorzystaniem tego typu modeli
(stanowiacych np. odpowiednik probleméw rozwazanych w punkcie 3.5.2).
Nie bedg one jednak dyskutowane w tej pracy.

Przy formutowaniu zatozen warunkdéw realizowalno$oi celu sterowania
wykorzystywana bedzie natomiast wtasno$¢ modelu (4.28) bedaca odpowied-
nikiem warunku Lipschitza.

Definicja 4.12

Odwzorowanie F elementow przestrzeni unormowanej (u, I 1) w unormo-
wang przestrzen niepewng (Y,W,T) jest (c,v) Lipsohitzowskie, jes$li istnie-
jg stata rzeczywista dodatnia ¢ oraz funkcja nieujemna V zmiennej rze-
czywistej z takie ze:
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F(ul) - P
() 5 (E”)) > v(z - lul - u2|)) (4.32)

dla kazdego z > O i wszystkich w”u2 z przestrzeni U.

4.3. WARUNKI REALIZOWAINOMCI CELU STEROWANIA

W dotychczasowych rozwazaniach przewijaty sie dwa sformutowania celow
sterowania. Pierwsze z nich wyrazato cel w kategoriach w pewien sposdb
zdefiniowanej optymalnosci, drugie dotyczyto mozliwo$ci uzyskania rozwig-
zania w pewnym sensie zadowalajgcego. Dla szczegdlnego sformutowania mo-
delu wejsciowo-wyjsciowego, w ktdrym wyjscie jest rozumiane jako wskaznik
jakosci, oba sformutowania sg bliskie sobie, a ich rozwigzania mogag by¢
uwazane za rézne realizacje tego samego celu wyrazonego wskaznikiem ja-
kosci. Bliskos¢ obu sformutowan bedzie widoczna przy stawianiu tych obu
probleméw dla uogdlnionego modelu nier6wnosciowego.

Sterowanie zadowalajgce bedzie rozumiane jako zapewnienie osiggania
przez wyjscie uktadu (E,r) otoczenia odpowiedzi pozadanej. Warunki rea-
lizowalno$ci tego zadania w uktadzie zamknietym zostang, oparte na odpo-
wiednim twierdzeniu o punkcie statym.

Zadanie optymalizacji zostanie sformutowane w postaci pierwotnej jako
uzyskanie maksymalnej normy niepewnej. Trudno$ci w znajdowaniu rozwigzan
tego typu problemédw skitaniajg do sformutowania zadahn wtornych, ktd-
rych posta¢ i zwiagzek z problemem pierwotnym zostang przedstawione.

4.3.1. Synteza sterowania zadowalajacego

Jezeli pozadane zachowanie sie uktadu nozna sformutowaé w postaci od-
powiedzi y° uktadu, to dla modelu nier6wnosciowego uogdlnionego racjo-
nalnym sformutowaniem celu sterowania jest osiggniecie przez uktad sygna-
tu wyjsciowego w (E,r) otoczeniu y°.

Cel sterowania moze by¢ zatem sformutowany jako synteza takiego regu-
latora u = P(y), ze odpowiedZ modelu = £ (u) Na wytwarzane przezen
sterowanie spetnia warunek:

P(u)6 N (E,r) (4.34)
y

Wcelu znalezienia warunkéw realizowalnos$ci tak rozumianego zadania
syntezy wykorzystamy nastepujgce twierdzenie o punkcie statym.

TWIERDZENIE 4.1

Niech (Y,W,T) bedzie unormowang niepewng przestrzenig zupetng z ciaggta
aorma tréojkata T spetniajgcg warunek
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T(a,a) > a dla kazdego a z przedziatu [0,1] (4 #35)

Odwzorowanie .zwezajace 1 w tej przestrzeni posiada jedyny punkt vy na-
lezagcy do Y taki, ze Ly =y. Co wiecej dla dowolnego x z przestrzeni
Y kazdy cigg iteracji odwzorowania L zbiega sie do tego punktu state-
go, czyli:

Lnx —> y (4.36)

tzn. punkt staty jest punktem przyciggania.

Twierdzenie to (w kategoriach przestrzeni MengeralJ zostato udowodnione
przez autora w [156] « Jak okazuje sie jednak, jedyna racjonalng norma
trojkagtna spetniajagcg (4.35) jest operacja brania min, i w zwigzku z tym,
jak wskazata w prywatnej korespondencji 0. Hadzlc [64] , twierdzenie jest
"powtérnym odkryciem" nieznanego wcze$niej autorowi twierdzenia Sehgala
[138] . Najprostszy dowod tego twierdzenia mozna znalez¢ w jJ42] , gdzie
podano réwniez inne interesujgce twierdzenie o punkcie statym. Twierdze-
nie to wyrazone w kategoriach niepewnych przestrzeni unormowanych ma po-
sizac*

TWIERDZENIE 4.2

Niech (Y,W,T) bedzie unormowang niepewng przestrzenia zupeitng z normg
trojkatng T lewostronnie ciggta. Niech ponadto dla kazdego punktu vy
istnieje liczba rzeczywista z taka, ze:

We(y) =1 (4.37)

Odwzorowanie zwezajagce L w (Y,W,T) ma jedyny punkr staty i jest to punkt
przyciagania.
Bardzo prosty dowod tego twierdzenia polega na pokazaniu, iz

d(y,x) =inf(z : Wz_(y - x) = 1) (4.38)

jest metrykg w Y, a L jest odwzorowaniem zwezajacym w zupeinej prze-
strzeni metrycznej (Y,d) i nastepnie skorzystaniu z twierdzenia Banacha.
Oba te twierdzenia, aczkolwiek dotyczg ograniczonych klas rozwazanych
przez nas przestrzeni unormowanych niepewnych, jednak obejmujg przypadki
istotne.

Pierwsze, jak wspomniano, obejmuje przestrzenie z normg trdjkatng M
a wiec zagadnienia wywodzace sie z modeli rozmytych niepewnos$ci, modeli
o rozktadzie ograniczonym, nieréwnos$ciowych i pewnych szczeg6lnych loso-
wych (dystrybuanta postaci (4.25)).
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Drugie dotyczy problemow, w ktorych wszystkie elementy przestrzeni Y
sg ograniczone, tzn. - niezaleznie od pochodzenia modelu - wiemy, ze dla
kazdego y istnieje liczba rzeczywista ograniczajgca jego norme. Mozna
tu rozpatrywaé¢ zatem modele nierdwnosciowe, o rozktadzie ograniczonym,

a takze wszystkie modele statystyczne o rozktadach obcietych i rozmyte
zbiory ograniczone.

Jes$li spetnione bedg w przestrzeni wyjs¢ modelu rozszerzonego zatoze-
nia jednego z tyoh twierdzen, mozliwa bedzie synteza uktadu sterowania'
zadowalajgcego.

TWIERDZENIE 4.3

Dany jest model rozszerzony uktadu w postaci (4.28), przy czym prze-
strzen wyj$¢ jest unormowang przestrzenig zupeing (y,W,T) taka, ze albo
spetniony jest warunek (4*37) (dla kazdego y i odpowiadajgcego mu z),
albo T = M. Zaktadamy ponadto, ze model jest (E,r) sterowalny do pozada-
nego wyjscia y° oraz (c,V) Lipschitzowski (w sensie def. 4.11). Wowozae
nozna znalez¢ regulator P zapewniajacy realizacje celu sterowania, tzn.
taki, ze wyjsoie y uktadu zamknietego (4.28), (4.29) lezy w (E,.r) oto-
czeniu y°.

Dowdd i
Zatozenie o (E,r) sterowalno$ci do y° gwarantuje istnienie stero-
wania u° takiego, ze

F(u°) e N (E,r)
y
Oznaczamy:

y a e(u®) (4-39)

i wybierzmy prawo sterowania P tak, aby:
u® = P(y) =P 1(y) (4.40)

przy czym, jes$li F~1 nie jest jednowarto$ciowe, dowolne u° spetniaja-
ce (4.40) moze zostaC zastosowane. Wowczas y jest punktem statym od-
wzorowania P(p(-)), tzn.:

W )s oxok (...>) -
Pozostaje okre$li¢ warunki, Jakie .powinien spetnia¢ regulator, aby punkt
ten byt punktem przyciggania.

Zatozenie o (c,V) Lipschitzowskiej wtasnosci modelu rozszerzonego
zapewnia istnienie c¢> 0 rzeczywistego oraz funkcji V takiej, ze:

Ku.) - p(u)
v [— Yy * Kz - llu, - Ugll) (4.42)
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dla wszystkich ul, u2 z przestrzeni wejs¢ i wszystkich z > O
rzeczywistych.

Jesli regulator P dobierzemy tak, ze istnieje taka liczba rzeczy-
wista O<1<* , ze dla wszystkich yl1l, yg przestrzeni wyjs¢ i wszyst-
kich rzeczywistych z > 0:

v(lz - 1lpy1) - P(y2)ll) > Vz(yi - y2) (4.43)

to woéwczas odwzorowanie P(P(*)) jest zwezajace,gdyz przyjmujac
k = 1lc <1 otrzymuje sie:

: . F(p(yJ) - P(p(y_))
fiz("(p(p(y1)) - F(p(y2))))i= Wz( 5m- =)

v(lz - [IP(yl) - P(y2)Il) » We(y1l - y2) (4.44)

dlawszystkich vy.,, y2 z przestrzeni wyjs¢ ikazdego rzeczywistego z>0.

Poniewaz przestrzen (Y,W,T) spetnia zatozenia jednego z twierdzen o
punktach statych dla odwzorowan zwezajacych, zatem y lezagce w (E,r) oto-
czeniu y° jest punktem statym przyciggajacym i tym samym zapewnione jest,
ze jednoznaczne rozwigzanie rownania uktadu zamknietego realizuje cel ste-
rowania.

Zalozenia dotyczace regulatora sg nieco konserwatywne i przypominajag
warunek "matego wzmocnienia”; dla szczegdlnej klasy modeli liniowych da-
ja sie jednak poprzez odpowiednie transformaty przeksztatci¢ do mniej
wymagajacych warunkéw podobnie jak w problemach deterministycznych [88] .

4.3.2. Sformutowanie probleméw optymalizacyjnych

Sformutowanie problemu optymalizacji w warunkach niepewnos$ci nie jest
sprawg oczywistg i jednoznaczng. Wskaznik jakos$ci reprezentujgcy wielkosc¢,
ktéra powinna by¢ minimalizowana, bedacy w warunkach deterministycznych
funkcjonatem staje sie, na 3kutek niepewnos$ci tkwigcej w modelu rozsze-
rzonym, zmienng niepewng. Klasyczne podejscie do problemu polegajgce na
minimalizacji pewnej miary deterministycznej tej zmiennej nie jest w pet-
ni uzasadnione, a dobdr tej miary ma na celu czesto jedynie wygode rozwig-
zujagcego problem, a nie zgodno$¢ z rzeczywistym celem sterowania. | tak
w przypadku modeli losowych projektant zadowala sie zazwyczaj minimaliza-
cja wartosci oczekiwanej wskaznika (np. [i], [2]), aczkolwiek nie gwaran-
tuje to czesto dobrego zachowania poszczeg6lnych realizacji. Inne propo-
zycje uwzgledniajagce warto$¢ oczekiwang i wariancje wskaznika [97] prowa-
dzg do ztozonych algorytméw obliczeniowych, a ponadto nie speiniajg czes-
to kryterium racjonalnos$ci [32] . Ponadto okre$lenie zwigzku miedzy tzw.
problemem pierwotnym, tzn. zadaniem minimalizacji wskaznika jakosci a
problemem wtérnym, tzn. zadaniem minimalizacji wartosci.oczekiwanej wskaz-
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nika pierwotnego, traktowanego jako zmienna losowa, wzgledem praw stero-
sania wynikajgcych z dostepnej informacji [54] nie jest oczywiste.

Podobnie podejscie minimaksowe najczes$ciej stosowane w przypadku mo-
deli o rozktadzie ograniczonym i rozmytych oprécz swojego,- nieuzasadnio-
nego czesto, "pesymizmu" wigze sie ze znacznym nakladem obliczeniowym i
koniecznos$cig aproksymacji, a takze trudnym do okre$lenia zwigzkiem z
problemem pierwotnym. Wyjatek, je$li chodzi o tatwo$¢ uzyskania rozwigza-
nia i "niepesymistyczna" interpretacje (zbiezno$¢ z rozwigzaniem probie-
m liniowo-wyktadniczo kwadratowego [73]), stanowi przedstawiony w tej
pracy w rozdziale 3.2 problem minimaksowy dla nieréwnosciowego modelu su-
;acyjnego. Jego postawienie rowniez nie jest w peini uzasadnione.

Uog6lniony model nioréwno$oiowy stwarza mozliwosci dobrego postawienia
zadania okreé$lenia, co jest optymalne w warunkach niepewnos$ci oraz sfor-
autowania pierwotnych i wtérnych probleméw optymalizacyjnych i okre$lenia
zwigzkow miedzy nimi. Jak zwykle w przypadku modeli ogélnych znaczenie
tych rozwigzahn jest gtownie porzadkujace, aczkolwiek pewne wnioski dajg
aozliwosci okreslenia efektywnych metod znajdowania rozwigzan optymalnych
zarbwno dla modeli rozszerzonych w postaci uog6lnionych modeli nier6wnos-
ciowych, jak i dla poszczegdélnych modeli niepewnosci traktowanych jako
szczeg6lne postacie modelu uogélnionego.

Rozwazania wprawdzie ograniczone zostang do analogii problemu'minimal-
nonormowego, lecz zadania minimalizacji normy dwoch sygnatdw stanowig
znaczng czes$¢ problemoéw optymalizacyjnych (aproksymacja, estymacja para-
metrow i stanu, optymalne nadgzanie i stabilizacja, sterowanie z minimal-
rg energig i wydatkiem itd. [98] ).

Skoro norma niepewna jest odpowiednikiem normy w problemie determinis-
tycznym, sformutowanie problemu optymalizacyjnego (odpowiadajgcego zada-
niu minimalizacji normy) powinno by¢ dokonane w kategoriach norm niepew-
nych.

4.3.2.1. Problem pierwotny

Nalezy najpierw zauwazyé¢, ze przestrzen funkcji M, tzn. norm niepew-
nych, jest uporzgdkowana przez relacje rozumiang w podobnym sensie,
jak to przedstawiono dla metryk probabilistycznych. Relacja:

WL« M2 * (4.45)

oznacza mianowicie, ze dla kazdego z rzeczywistego:

(4.46)
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Relacja ostrego porzadku < noze by¢ zdefiniowana natomiast nastepujgco:
(4.47)
jesli zachodzi (4.45) oraz istnieje takie z rzeczywiste, ze:
(4.48)

tatwo zauwazy¢, ze najwiekszym elementem przestrzeni norm niepewnych jest
funkcja skoku jednostkowego H.
Dla dowolnego elementu y zachodzi bowiem:

(4.49)

To znaczy dla kazdego 1z rzeczywistego:

Wo(y) « h(z) (4.50)

Gdyby nie byto zadnych ograniczen na y oraz W, problem maksymalizacji
VICy) prowadzitby do rozwigzania w postaci:

viz(y) = H(z) (4.51)

dla kazdego z, ktére na podstawie witasnosci (4»15), (4.16) normy niepew-
nej prowadzi do stwierdzenia, ze y jest elementem zerowym przestrzeni Y,
co zapisujemy (zgodnie z przyjetymi oznaczeniami):

y =0

X zagadnieniu deterministycznym do takiego samego rozwigzania w przypadku
braku ograniczeh prowadzi zadanie minimalizacji normy. Tak wiec problem
minimalizacji normy posiada na gruncie norm niepewnych analogie w postaci
poszukiwania elementu maksymalnego w zbiorze norm niepewnych. (Zauwazmy,
ze podobnie jak w przypadku’nieréwnosci trojkgta mamy do czynienia z prze-
ciwnym zwrotem uporzadkowania). Analogia nie jest jednak niestety petna.
W przeciwienstwie bowiem do zbioru liczb rzeczywistych nieujemnych, zbior
funkcji  W(y) jest tylko zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym.

Problem optymalizacji nalezy zatem postawi¢ nastepujgco:

Problem pierwotny optymalizacji

Niech (y,W,T) bedzie przestrzenig wyj$¢ modelu rozszerzonego, y° ele-
mentem zadanym w Y, a X podzbiorem Y. Znalez¢ maksymalne elementy
zbioru W(y-y°) dla y nalezagcych do X (w sensie relacji porzadku < )e
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Oznacza to, ze poszukiwane sg wszystkie takie elementy y w zbiorze X
ze nie istnieje x nalezagcy do X, dla ktoérego:

w(y - y°) < w(x - y°) (4.52)

Zadanie w ten sposéb postawione jest zatem problemem znajdowania elemen-
téw niezdominowanych w przestrzeniach czesciowo uporzadkowanych. Stad nie
jest sprawag przypadku, ze zadanie optymalizacji wielokryterialnej moze'
by¢ traktowane jako zadanie optymalizacji w specjalnie skonstruowanej
przestrzeni unormowanej niepewnej [163] .

Trudno oczekiwaé zatem jednoznaczno$ci rozwigzania problemu pierwotne-
go. Co wiecej, jednoznaczno$¢ moze by¢ r6znie rozumiana. Mozna mianowicie
traktowa¢ jako jednoznaczne rozwigzanie takie, ze Istnieje jeden element
maksymalny w(y - y°), aczkolwiek realizowany jednak przez wiele y mze
zbioru X. Moze tez Interesowa¢ nas przypadek wielu elementéw maksymal-
nych nieporéwnywalnych ze soba, z ktérych kazdy jest realizowany przez
jeden element X. Wobu tych przypadkach mamy do czynienia z pewnym rodza-
jem jednoznacznos$ci z jednej strony, a niejednoznacznoS$ci z drugiej. Przy-
padek "petnej" jednoznaczno$ci, tzn. jednego elementu maksymalnego reali-
zowanego przez jeden element zbioru X, jest trudny do osiggniecia. Czes-
ciej mozna oczekiwa¢ wystgpienia drugiego z poprzednio wymienionych przy-
padkéw, ktdry mozna nazwac zbiorowo Jednoznacznym, gdyz zbi6r nieporéwny-
walnych ze sobg elementdw maksymalnych jest jednoznacznie realizowany
przez elementy X (odpowiednik zbioru Pareto).

4*3.2.2. Problemy wtérne

Trudno$ci w okreS$leniu rozwigzania pierwotnego problemu optymalizacyj-
nego czy nawet w wyborze jednego z rozwigzan ze zbioru rozwigzan optymal-
nych nasuwajg idee wprowadzenia probleméw wtornych, ktére przez analogie
do klasycznego podejsScia w zagadnieniach optymalizacji stochastycznej
zwigzane sg z minimalizacjg momentow. Uzycie nazwy "problem wtérny" jest
jednak tylko woéwczas w petni uzasadniona, je$li .jego rozwigzanie jest
jednym z rozwigzan problemu pierwotnego. Taki przyktadowy zwigzek zosta-
nie pokazany.

Wprowadzimy najpierw definicje ic-tego momentu i k-tego momentu central-
nego normy niepewnej.’'

Definicja 4.13

k-tym momentem normy niepewnej a/k”(w) nazwiemy wielkos¢:

(4.53)
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Definicja 4.14

k-tym momentem centralnym normy niepewnej M%~(w) nazwiemy wielko$¢:

Mknw) = [ (z - m(.V))kdw, (4.54)
gdzie m(w) = o/17(w). 1
Kozna pokazaé, ze |m~IcM(w(yl - noirmg w Y (analogicznie jak

dla przestrzeni liengera [134] )
Kozna zatem sformutowac¢ dwie rodziny probleméw optymalizacyjnych deter-
ministycznych nazwanych problemem wtérnym.

fjtoaalo. »ieijsialt si laiSci laassi -.yx onsoensonbot otisf ¢Vic , : ;
Wtérny problem optymalizacyjny

Niech (y,V,T) bedzie przestrzenig wyj$¢ modelu rozszerzonego, y°.
elementem Y, a X podzbiorem Y. Niech dla pewnego k istnieje k-ty no
ment (moment centralny) W

Znalez¢ w(y - y°) takie, ze mk™(w(y - y0)) osigga minimum
M k~w(y - y0)) osiagga minimum).

Najblizsza klasycznemu sformutowaniu problemu wtérnego jest minimali-
zacja momentu pierwszego rzedu (Wartosci oczekiwanej W), momentu ''central-
nego drugiego rzedu (wariancji ), i momentu drugiego rzedu (suma wariancji
i kwadratu wartos$ci oczekiwanej).

Zwigzek miedzy problemem wtérnym i pierwotnym zostanie sformutowany
w postaci nastepujacego twierdzenia:

TWIERDZENIE 4-4

Kazde rozwigzanie problemu minimalizacji m~(w(y - y0)) jest rozwig-

zaniem problemu pierwotnego.
3 L~ . 1 M v j.io j."ibiij *>
Dowdd:

Zwroémy uwage, ze jeSli k-ty moment W istnieje, to zachodzi (catko-
wanie przez czesci):

m (w) = \ zkdw, = | (1 - WM)kzk-1 dz (4.55)

Zal6zmy, ze teza twierdzenia jest nieprawdziwa. Niech x bedzie rozwig-
zaniem problemu wtérnego, tzrw

AW (x - y0)) = inf m(k™Mw(y - y0)) (4.56)
yeX
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nie bedacym rozwigzaniem problemu pierwotnego, tzn. istnieje y1 w X
takie, ze:

W(y1 - y°) > w(x - y°) (4.57)
(4-57) oznacza, ze dla kazdego z:

We(y1l - y°®) > We(x - y°)
i istnieje z* takie, ze:

Wo(yg - y°) > Wy (x - y°) ' (4.58)

Z lewostronnej ciggtosci W wzgledem z wynika, ze nier6wnos$¢ (4.58)
spetniona jest na przedziale [zg, z*] miary niezerowej, a zatem:

a(le)(w(yr y0)) = | (I-Wz(y1-y0))kzk“ldz <
M = “ \if/%i XdU @ 5\ V*o

0o

< | (1-Wz(x-y°))kz'c-1dz = m(tc"(w(x-y0)) (4.59)

(4.59) stoi w sprzecznos$ci z (4-56), a zatem konczy dowdd nie wprost
twierdzenia 4.4.

Twierdzenie to wskazuje, ze chcac znalezé cho¢ jedno rozwigzanie pro-
blemu pierwotnego, mozna rozwigzaé¢ problem wtérny dla wybranego k, dla.,
ktérego istnieje moment normy niepewnej i element go minimalizujacy.

Uwaga 4.5

Wynik ten rzuca nowe Swiatto na szereg klasycznych wynikéw teorii ste-
rowania stochastycznie optymalnego. Przyktadowo: je$li traktowac¢ problem
deterministyczny liniowo-kwadratowy jako zadanie poszukiwania minimum nor-
my wazonej w iloczynie kartezjanskim L2[o,t] x L2[0,t] okre$lonej jako

-+ g + i 2r) , to problem LQG jest problemem wtérnym w rozwaza-
nym sensie dla momentu drugiego rzedu.

4.3.2.3. Przyktad

Ponizszy prosty przyktad ma na celu pokazanie pewnych aspektéw pier-
wotnego i wtdrnego problemu optymalizacji, zwracajagc uwage na klase zagad-
nien dajacych sie stosunkowo tatwo rozwigzaé, mimo ze rozwigzanie metoda-
mi klasycznymi nie jest oczywiste.
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Dany jest serwomotor opisany rownaniem:

y =cu y(0) =yQ

Nalezy dobra¢ statg serwomotoru c, aby przy podawaniu na jego wejscie
sygnatu wejsciowego znamionowego u = u” przez losowy czas T dany roz-
ktadem p(t > z) =exp(-z),z >0 przebieg sygnatu y(t) w tym czasie
odchylat sie jak najmniej od potozenia zadanego y°.

Po pierwsze za miare odchytek przyjmiemy maksymalng warto$¢ modutu réz-
nicy y i y° wczasie sterowania, czyli norme w przestrzeni clo,q .

A zatem:

W-VB- mx vy -y

O<tE T

W zwigzku z tym norma niepewna (wynikajagca z niepewnos$ci czasu T i wy-
boru normy I*l| ) moze by¢ zdefiniowana w postaci:

W - y°) = max t) - y°| < z
2(y y°) p{(o<t<T|y() y°l

Pierwotny problem optymalizacji polega zatem na znalezieniu elementow
maksymalnych zbioru W(y - y°), gdzie:

y =yQ+c Ut

a zatem:

Wzyo + cuNt “ y°»™ =P { raax IcuNt +yo " y°l < Z\

t< T

Oznaczmy przez:

Z(z) =min|z: max |curt + yQ - y°| > z|

N 04t4z
Wowczas:
WzAcuNt + yo " y°r = p(T<i =1~ >z (z)) =1- exp(-E(2))
Jes$li bowiem:
max |cu2{t + yoO - yal >z to istnieje Z< T

O«t«T
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taki, ze max jeut; +yQ-y | > z
o<t «Z
czyli T > min | Z: max loun't + yo " y°l A z\ =Z (2)
o< t «z
1 odwrotnie, jeS$li T>t(z), to
max JkUjjt + yQ yo| > max [cuNt + yQ -y | » z
04 t< T 04 t-i £(z)

;cista monotoniczno$¢ funkcji exp(-z) zapewnia,yée maksymalne elementy
zbioru funkcji W sa realizowane przez te same -y , ktére daja

maksymalne elementy Z (¢ ).
Rozumiemy przy tym, ze:

<z2(-)
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego z
Zlz) 4 722(z)
Poniewaz:

£(z) = min {Z : max [OUNt + “ )f| A
04t42Z '

min i‘u: max( 'YE"Y
(( I‘U

jesli

jesli z >
3N

0 0
Zatem kazdy element z yg&y_ <na y <0 jest elementem maksy-
'N :UN

malnym (rys. 30;, natomiast zaden element Z_y_O:_){___ nie jest maksymalny
CUN
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dla yCOJYI_ > 0, gdyz wowczas dla kazdego
z>0 z-""Y <y
3Un

W zwigzku z tyra, je$li tylko sgn uN =

Rys. 30. Elementy maksymal- = - sgn(yQ - y®), to dowolna stata c¢ da-
ne Z (z) wrozwazanym przy- . - .

tadzie je rozwigzanie problemu. Elementy maksy-
Fig. 30. Maximal elements malne zbioru W dane sg w postaci wartos-
Z\z) in the considered ci funkcji:

example

Vz(cuNt + y0-y°) =<
l-exP(-z + X, -_y) ; y oy

Y,'ybor jednego z rozwigzan moze by¢ dokonany na podstawie rozwigzania pro-
blemu wtérnego. Przykiadowo, biorgc pod uwage moment drugiego rzedu otrzy-
mamy:

00 ,
m(2) (w(yO+cuNt - y0)) = 2 C|i-wz(yo+cuNt_y0)jz dz =

0
Yoy
,N «
= T A.. - =
2 | zdz +2 ] eXp(cu!r z)zdz
,yn-y0.2 Ya-y© y -y°
= - 2N e*P(2 » — 1 + 2 exP<2

Oznaczajac:

:UN
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otrzymuje sie po zr6ézniczkowaniu i przyréwnaniu do zera:

X°® - 2x° exp(x°) + 2 exp(x°) =0

x° = - 1.2729
skad mamy:
y® - y?
0 3 U-.WWTu,,

Nalezy zwrocié uwage, ze istotng cechg rozktadu p(t < z) byta jego Scista
aonotoniczno$¢ umozliwiajgca proste okreslenie porzadku wsréd funkcji
Brak tej wtasnosci komplikuje obliczenia.

W problemach, w ktérych niepewno$¢ nie ma charakteru losowego, problemy
wtorne majg réwniez pewng interpretacje fizykalng. Przyktadowo moment
pierwszego rzedu dla niepewnosci o rozktadzie ograniczonym moze byé¢ inter-
pretowany jako S$rodek ciezkoS$ci zbioru.

4.4. UNAGI KORDOWE ROZDZIALU

Przedstawione uogdlnione modele nier6wno$ciowe stanowig naturalng
kontynuacje modeli nieré6wnosciowych. Uzyskane wyniki majg gtdwnie znacze-
nie porzadkujace, wskazujac na mozliwosci wspdlnej analizy probleméw o
réoznych modelach niepewnosci oraz rzucajac nowe Swiatto na sposéb stawia-
nia zadan syntezy w warunkach niepewnos$ci. Niemniej jednak mozna réwniez
oczekiwaé, ze dalsze badania pozwolg traktowac¢ zaproponowany model nie-
pewnosci jako integralnag forme opisu uktadéw, ktorej potencjalne mozliwos-
ci, jak réwniez prostota w okre$leniu jej postaci przemawiajg za jej
stosowaniem. Poréwnujac przykiadowo przedstawione podejs$cie z wynikami
stochastycznej teorii podejmowania decyzji nalezy zwrdci¢ uwage, ze re-
zultatem dowolnej serii pomiarowej wartosci wielkosci niedeterministycz-
nej jest raczej dystrybuanta rozktadu a nie zmienna losowa. Stad przestrzen
probabilistyczna, aczkolwiek jest niezwykle pozyteczng konstrukcjg matema-
tyczng, jest wrzeczywisto$ci nieobserwowalna. Co wigcej, nalezy zwrécié
uwage, ze w samej definicji dystrybuanty nie ma nic "losowego" i stad moz-
liwos¢ jej stosowania w zagadnieniach, w ktérych losowo$¢ jest dyskusyjna.
Oprécz wspomnianego juz zwigzku z funkcjg przynalezno$ci w modelach roz-
mytych mozna wskazaé na pewne podobienstwa do podej$cia subiektywnego wy-
korzystujgcego tzw. struktury ufnos$ci oparte na przekonaniu decydenta [201].

Aczkolwiek omawiane modele majg do$¢ og6lng postaé, istnieja sytuacje,
wktérych wskazane bytyby dalsze uog6lnienia. Wezmy pod uwage problem,
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w ktérym interesuje nas zachowanie nie elementdw niepewnej przestrzeni
unormowanej wzgledem siebie, lecz podzbiordw tej przestrzeni. Y/dwczas
mozna korzysta¢ z pojecia probabilistycznej metryki Hausdorffa. Moze to
by¢ przydatne w problemie oceny zbioru rozwigzan w stosunku do zbioru
pozadanego, w przypadku niepewnos$ci w obu zbiorach. Podejscie tego typu
w problemach wielokryterialnych z niepewno$ciag zaproponowano w [162] , wzo-
rujgc sie na deterministycznym sformutowaniu zadania przedstawionego w
[61]

Zastosowanie opartego na aparacie norm niepewnych modelu do uktadéw
opisanych réwnaniami stanu wydaje sie by¢ mozliwe zwtaszcza w przypadku
wykorzystania rezultatow z dziedziny tzw. przestrzeni generowanych trans-
formacyjnie [135] . Podobnie wykorzystanie transformaty maximum Bellmanna-
Karusha [is] , [19] stwarza mozliwo$ci operowania modelem zblizonym do opi-
su transmitancyjnego.

Wreszcie zaproponowane definicje identyfikowalno$ci moga by¢ przydatne
przy formutowaniu probleméw estymacji i koncepcji ogdlnych algorytméw ste-
rowania adaptacyjnego analogicznych do przedstawionych w punkcie 3.5.2,
przy badaniu realizowalnos$ci ktorych mozna wykorzystac¢ .twierdzenia o punk-
cie statym dla pafy odwzorowan w probabilistycznych przestrzeniach metrycz-
nych [19C] .

$a | 9ss3bn £ 9woi:0Zo.rtvw6a®©ixt olo|>oss zaoJuiffaoij mo



5. WNIOSKI

W pracy przedstawiono szereg probleméw analizy i syntezy ukfadéow ste-
rowania i podejmowania decyzji w warunkach niepewnosci. szczegOlnosci
wskazano na mozliwosci, jakie daja w tej dziedzinie modele nierdwnos$ciowe
i ich uogdlnienia. Do najwazniejszych rezultatéw nalezy zaliczy¢:

1) oceny wplywu wielko$ci niepewnos$ci na odchytke od nominalnej warto$-
ci optymalnej w problemie liniowo-kwadratowym,
2) oceny wptywu niedoktadnos$ci modelu na jako$¢ sterowania na podsta-
wie modelu podstawowego przy r6znych modelach nieréwno$ciowych niepewnosci
3) prawa sterowania bezpiecznego dla modelu podstawowego liniowego i
sumacyjnego nieréwnosciowego modelu niepewnosci,

4) prawa sterowania gwarantujacego zadang warto$¢ wskaznika jakosci,

5) postawienie problemu i warunki realizowalno$ci celéow sterowania dla
probleméw opisanych nieréwnosciowymi modelami wejsciowo-wyjsciowymi,

6) sformutowanie ogdlnego nieréwnos$ciowego modelu niepewnos$ci, proble-
now sterowania i optymalizacji dla niego,

7) warunki realizowalnos$ci celéw sterowania dla modelu rozszerzonego
bazujgcego na og6lnym modelu niepewnosci.

Uzyskane rezultaty stanowig z jednej strony rozszerzenie wynikow spo-
tykanych w literaturze dotyczgcej sterowania w warunkach niepewnosci, z
drugiej wytyczaja nowe mozliwe kierunki badan w tej dziedzinie. Dzieki
zastosowaniu réznych metod matematyki stosowanej, takich jak analiza wraz-
liwosciowa, teoria gier niekooperacyjnych, jakoSciowa teoria réwnan roz-
niczkowych, teoria punktéow statych i teoria probabilistycznych przestrzeni
metrycznych, uzyskano rozwigzanie szeregu r6znorodnych probleméw sterowa-
nia, wskazujac na szerokie mozliwosci naturalnego zapisu niepewnos$ci wyni-
kajacej z aproksymacji wtasnosci obiektu réwnaniami modelu.

Zapis ten jest szczegdlnie przydatny do modelowania obiektéow sterowania
wprzypadku niewielkich zbioréw obserwacji i przy znacznym ich rozrzucie.
Tak wiec obok niektorych obiektow technicznych rezultaty pracy moga by¢
przydatne przy modelowaniu i podejmowaniu decyzji w problemach ekonomicz-
nych, ekologicznych, a zwtaszcza biomedycznych, w przypadku ktérych licz-
ba danych jest niewielka, a ich doktadno$¢ ograniczona [25], [28], [59],
[60], [108], [164], [178].

Praca zawiera réwniez syntetyczny przeglad zagadnien sterowania w przy-
padku "deterministycznego" podejscia do sterowania w warunkach niepewnosci
wraz z danymi literaturowymi.
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tiego
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skok jednostkowy (lewostronnie ciggty w zerze)

hamiltonian



- 175 -

stan modelu podstawowego
stan modelu rozszerzonego (lub obiektu)
defekt stanu obiektu wzgledem rdwnania stanu modelu

roznica wyjs¢ (lub stanéw) modelu podstawowego i obiektu
(lub modelu rozszerzonego).
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STEROWANIE 'V ™ARUNKACH NIEPEWNOSCI - MODELE NIEROWNOSCIOM

Streszczenie

W pracy zaproponowano nieréwnos$ciowy model niepewnos$ci uwzgledniajgcy
informacje o biedzie aproksymacji obiektu sterowanie réwnaniami modelu
zwanego modelem podstawowym. Model z niepewnos$cig zwany modelem rozsze-
rzonym wykorzystywany jest zaréwno do analizy efektéw sterowania projek-
towanego na podstawie modelu podstawowego, jak i do syntezy sterowania
bezpiecznego czy gwarantujgcego oMpowiednie zachowanie sie uktadu. V pra-
cy rozpatrywane byty modele podstawowe majace zaréwno postaé réwnan stanu,
jak i relacji wejsciowo-wyjsciowych ciggte i dyskretne w czasie, liniowe
i nieliniowe. Analizy wynikéw sterowania dokonano w dwoch aspektach:

- oceniajagc odchytke warto$ci wskaznika jakos$ci od warto$ci nominalnej
w zalezno$ci od wielkos$ci niepewnosci}

- oceniajac straty na optymalnos$ci wywotane niedoktadno$ciag modelu
podstawowego. Wyniki uzyskano stosujgc metody analizy wrazliwos$ciowej,
przy czym pokazano, ze musi by¢ to analiza drugiego rzedu. Efektywne i
tatwe w stosowaniu rezultaty osiggnieto dla modeli podstawowych liniowych
i kwadratowych wskaznikéw jakosci.

Syntezy sterowania bezpiecznego w przypadku sumacyjnych ograniczef ns
zmienng niepewng dokonano opierajagc sie na rezultatach teorii niekoopera-
cyjnych gier dynamicznych. Uzyskane prawe sterowania minimaksowego w struk-
turze otwartej oraz otwertej ze sprzezeniem sg liniowymi funkcjami (odpo-
wiednio) hipotetycznego stanu lub stanu sterowanego obiektu.

W przypadku ograniczen chwilowych na zmienne niepewne zaproponowano
synteze prawe sterowanie gwarantujgcego uzyskanie zadanej wartosci wskaz-
nika jakos$ci. Prawo sterowania jest wowczas nieliniowg i ewentualnie nie-
ciggta funkcja stanu i zostato uzyskane przez zastosowanie aparatu Bellme-
na-Hamiltona-Jacobiego.

Dla probleméw opisanych modelami podstawowymi wejsciowo-wyjsciowymi
zastosowanie réznych wersji twierdzen o punktach statych umozliwito syn-
teze prawa sterowania gwarantujacego zadany stopien ryzyka oraz sterowa-
nia adaptacyjnego.

Nierownosciowe modele zostaty uog6lnione na przypadek niedeterminis-
tycznej informacji o btedzie aproksymacji obiektu réwnaniami wejsciowo-
wyjsciowymi modelu podstawowego, Wtym celu korzystajgc z elementéow teorii
probabilistycznych przestrzeni metrycznych wprowadzono pojecie normy nie-
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pewnej i zastosowano do modelowania uktadow z niepewnos$cig. Pokazano, jak
ré6zne rodzaje niepewnos$ci moga byod przedstawione przy zastosowaniu propo-
nowanego modelu, sformutowano problemy sterowania zadowalajgcego oraz
optymalizacyjne. Dokonano syntezy sterowania zadowalajacego, bazujac na
szczegOlnej postaci twierdzenia o punkcie statym.



ynPABJOSHHE B yCJIOBHHX HEyBEPEHHOCTH - HEPABEHCTBEHHHE MOJIEXH

Pe3xue

B paOOTe npeAnoxena HepaseHCiBeHHaR MOAeAb HeyBepeHHoeiH, yaHiHBarmaR
HH$opuaitkkK} o omHOKe annpoKCHnauHH oObeKia ynpaBAeHHR ypasHeHHRVH hoabah
HasbiBaeuod® ockobhoii moagabio ,

MoAenb o HeyBepeHHOcib», HaatiBaeMa« padanpeHHod MOAeAb», Hcnoxb3yexcR
Kax u AAA aHajiK3a sjxyeKTOB ynpaBAeHHR npoeKtapoBaHKoro Ha Oa3e ochobhoo
uoAeaH, TaK h Aar ciiHTe3a Oe3onacHoro ynpaBAeHHR hah-ho rapaaiHpyBaero
rpedyeMoe noBeAeHHe CHCiemi.

B padoxe paceuaipHBaAHCb ocHOBHbie moaoah xana ypasHeHHit coctohhhr h xana
OTHomeHHit bxoa-bhxoa, npepuBHue h HenpeptiBHue no B~eueHH, AHHOUHne h hbah-
HeitHbie.

AHaAH3 pe3yAbiaioB ynpaBAeHHR npoH3B6AEH b Asyx acneuxais 1. OueHHBaa
OTKAOHeHHe BeAHHHHH noKaSatOAH KaHOOIBii 01 HOMHHHAbHOO BeXHHHHH & 3aBHOH-
MOCTH 01 BeAHHHHbl HeyBepeHHOCXH, 2, OneHHBaR noiepa OniHMaAbHOCIH, BH3BaH—
BHe HeiOHHOCTbB OCHOBHOO MOAeAH. UOAyHeHH pe3yAbiaXtl C npHMfIHCHHeM «eiOAa
OHaAH3a HyBCTBHTeAbHOCTHe I1l0Ka3aHQ, RIO 3TOT aHSAHS AOAXBK OHTb BTOpOTO
nopRAKa.

CHHtea Ce3onaoHoro ynpaBAeHHR, b CAyaae oyMuauHOHHttx orpaHHHeHHft aar
HeysepeHHofi nepeMeHHOIt, noAyneH aa ooHOBe pe3yAbxaxoB xeopHH HeKoonepanaoH-
HKX AHHaUHHeOKHX HTp. I1OAyHeHHbie 3aXOHH MHHHMaXCHOrO ynpaBAeHHR 0 OIKpUloa
OTpyxiypoa H oxKpbiToa c¢ conpaaeHHeM, rbarbicr ahbcdhmmh $yHKUHRua (cooiBexo-
TBeHHo) rHnoxexHHRecKoro cociorhhk hah cocxorhhr ynpaBAaeMoro o0O-benia.

B CAyaae BpeweHHUx orpaHHHeHHft aar HeyBepeHHux nepeHeHHUx, npeAAoaeH
OHHxea 3axoHa ynpaBAeHHR, rapaHiHpyoyaero nonyneHHe ipe6yeno8 Beahrhhu no-
KaaaxeAR Kanecxsa. 3aaoH ynpaBAeHHR b bxom cnynae rbaroxcr HeAHHedHo&, h
no ace» bhahhocth, npepuBHoa $yHKiweft cooiorhur, 3aKOH axox noAyneH, npH-
ueHRR annapax EennuaHa-rauHAbiOHa-fIKOOH.

AAR npOOAeM OnUCEHHUX OCHOBHHVH BXQAHO-BLUCOAHHIIH MOAGARMH, npaueHeHHe
pa3AHHHHX BepCHO XeopeM 0 nOCTORHHUX XOHKaX, AaAO BOBMIBCHOCXB CHHXepHSO-
Baib 3aKOH ynpaBAeHHR, rapaHtHpywmait aaAaHKy» cxeneHb pHcaa a xaxae aAan-
THBHoro ynpaBAeHHR.

HepaBeHCXBeuHue moabak 6uah oOoR”eHii aar CAyaaR HexexepuHHKCxcKod hh-
topMauHH 06 omHOKe annpoxcHxanHH oCbexxa, bxoaho-bhxoahhmh ypaBHeKHRMH
ocHoBHoil uoAeAH. B 3I10M CAyaae, HonoAbayR 3Aenemu xeopHH BepoRiHooiHHXx
MexpHuecKHx npocxpaHciB, bboaobo noHRTae HeyBepenHod Hopuu h npHueaeHO eé
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Aah MOAempoBaHH* CHCxeM ¢ HeyBepeHHooxLio. IloKaaaHo xaKHu o(Spa30M pa3Horo
posa HeysepeHHOOTH uoryx Ouil npeAciaBjceau npaueima npeA”oxeray» uoAejib.
ilaHa $opiiyAHpoBKa npodaeu yAoBjiexBopHieAbHoro h oniHMH3auHOHHoro ynpaBjie-
hhd. HpHBeAéH OHHI63 yAOBABIBopHxejibHoro ynpaBaeHHA, 0a3Hpya aa ochobhom
BHAe leopenu o nocxoamofi ionice.



CONTROL OP.UNCERTAIN SYSTEMS-INB3UALITY MODELS

Summary

Inequality models of uncertainty which take into account an informa-
tion about plant approximation error introduced by equations of a basic
model are proposed. The model with uncertainty called the extended model
is used to analyze control systems designed on the basis of the basic
model as well aa to design the guaranteed cost and minimax control. The
basic models discussed in the work have the formlof state or input-output
equations, continuous or discrete-time, linear and nonlinear.

The. analysis of the control systems is based on the sensitivity, methods
and is performed in two aspects: 1. Estimation of the performance deterio-
ration caused by uncertainty, 2. Evaluation of the losses caused by model
inaccuracy. The second order analysis is proved to be necessary for this
analysis. The results are especially efficient and easy to use for linear-
-quadratic problems.

In the case of energy constraints for the uncertain variable non-coope-
rative games theory is used to find the min-max control law. The control
strategies obtained are linear functions of hipotetic (OL information
structure) or real (OLP information structure) state vector.

V.hen the instantaneous constraints on the uncertain variables are
imposed the guaranteed cost control law is found basing on the Hamilton-
Bellman-Jacobi equations. It is designed ss a nonlinear and perhaps non-
continous function of the state vector.

Problems with input-output basis models are handled with the theory of
fixed points. Two versions of the fixed point attraction theorems are
used to design control laws with given degree of risk and sdeptive control
system while the extended model is treated as a point-to-set mapping.

The inequality models of uncertainty have been generalized for the
problems with nondeterministic description of the bounds for the approxi-
mation error of the input-output basic models. The probabilistic metric
spaces theory is adopted by introducing the notion of the uncertain norm.
Different models of uncertainty (e.g. probabilistic, fuzzy set and set-
membership) are found to be special cases of the generalized inequality
models. The guaranteed control and optimization problems are formulated.
Aspecial fixed point theorem is used to design a controller which guaran-
tees desired behaviour of system described by the extended model.
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