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1. WSTĘP

F ak t ,  i ż  modele stosowane p rzy  s y n te z i e  s te ro w a n ia  układami n ie  w p e ł 
n i  odpowiadają rzeczywistym re la c jo m  zachodzącym w ty c h  uk ładach  j e s t  
powszechnie znany i  b rany  pod uwagę wśród s p e c j a l i s t ó w  z d z ie d z in y  s t e r o 
wania. J a k  p o d k re ś la  s i ę  w w ie lu  k la sycznych  pozyojach z za k resu  podstaw 
r e g u l a c j i  au tom atycznej (np . j [63] , [68] , [74] , [187] , [45] ) ,  w łaśn ie  
świadomość tego  problemu l e g ł a  u podstaw n a j b a r d z i e j  i s t o t n e j  i d e i  s t e r o 
wania autom atycznego, ja k ą  j e s t  id e a  s p r z ę ż e n ia  zwrotnego, c z y l i  wyznacza
n ia  s te ro w a n ia  bezpośredn io  na podstaw ie d o s tę p n e j  b ie ż ą c e j  in f o rm a c j i  
pomiarowej o zachowaniu s i ę  uk ładu .

Niemniej jednak  samo " s p rz ę ż e n ie  zwrotne" dobrane Jedyn ie  na podstawie 
modelu w w ie lu  s y tu a c j a c h  n ie  zapewnia d o s ta te c z n ie  dobrego zachowania 
s i ę  uk ła d u ,  może doprowadzić do rozw iązań  n iezadow a la jących ,  p r z e i d e a l i -  
zowanych czy wręcz n iebezp ieonnych .  Nieuwzględnione w modelu z a k łó c e n ia ,  
n i e l i n io w o ś c i ,  n i e s t a c j o n a r n o ś c i ,  ró ż n ic e  s t r u k t u r a l n e  między modelem i  
obiektem , n ie d o k ła d n ie  znane pa ra m e try ,  b łę d y  pomiarów wyjść powodują, 
i ż  w rz e c z y w is to ś c i  problem sy n te zy  s te ro w a n ia  na podstaw ie modelu j e s t  
problemem podejmowania d e c y z j i  w warunkach n iepew nośc i.  J e ś l i  dysponu je
my in fo rm a o ją  o t e j  n iepew nośc i ,  może ona pos łużyć  do zbudowania modelu 
n iepew nośc i,  k tó ry  z k o le i  s tanow i podstawę a n a l i z y  j a k o ś c i  s te row an ia  
wyznaczonego na podstawie modelu lub  t e ż  sy n te zy  s te ro w a n ia  na podstawie 
modelu uw zględnia jącego  niepewność, o ż y l i  tzw. modelu z n iepew nośc ią .  
P os ługu jąc  s i ę  t e rm in o lo g ią  zaproponowaną p rzez  W ierzb ick iego  w [192] , 
p ie rw szy  z ty c h  m ode li ,  t z n .  model bez n iepew nośc i ,  będziemy nazyw ali 
podstawowym, d ru g i  n a to m ia s t ,  t z n .  model z n iepew nośc ią ,  nazywać będziemy 
rozszerzonym.

Zagadnien ie  ooeny wpływu n ie d o k ła d n o ś c i  modelu na ja k o ść  s te ro w a n ia  
wyznaczonego na podstaw ie  modelu podstawowego j e s t  przedmiotem ogó ln ie  
rozumianej a n a l i z y  w ra ż l iw o ś c i .  Po r a z  p ie rw szy  problem w ra ż l iw o śc i  u k ła 
dów optymalnych z o s t a ł  sformułowany w [40] . Pagurek w [112] d la  problemu 
lin iowo-kwadratowego, a n a s tę p n ie  W itsenhausen w [194] d la  dość ogó lne j  
k la sy  problemów s te ro w a n ia  optymalnego w yk az a l i ,  że w rażliw ość p ierw szego 
rzę d u  n ie  z a le ż y  od s t r u k t u r y ,  w j a k i e j  s te ro w a n ie  z o s t a ł o  zapro jek tow ane, 
a wlęo J e s t  ta k a  sama d la  s te ro w a n ia  w u k ła d z ie  otwartym i  ze sprzężeniem  
zwrotnym. Wynik t e n  zwany paradoksem Pagurka-W itseńhausena b y ł  w yjaśn iany  
p rze z  K re in d le ra  [84] , Kokotovloa i  i n .  [80] , Youlę i  Dorato [200] , z n a j 
du jąc  p e łn e  , w y jaśn ien ie  w p ra c a c h  W ierzb lok iego  i  współpracowników [190] , 
[192, 193] . K r e ln d le r  proponuje z a s t ą p i e n i e  problemu w ra ż l iw o śc i  wskaż-
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n ik a  am a l izą  w ra ż l iw o śc i  t r a j e k t o r i i  [84] -  [86] , wychodząc z z a ło ż e n ia ,  
że w w ie lu  wypadkach wskaźnik j e s t  je d y n ie  narzędziem  p ro je k to w a n ia ,  a 
I n t e r e s u j ą c e  b a r d z i e j  j e s t  zachowanie t r a j e k t o r i i .  L in ia  t a  j e s t  również  
zaprezentowana w innych  p rac ach  [33] , [34] , [115] do tyozącyeh  głównie
tzw. w ra ż l lw o śo i  porównawczej. Podstawowy r e z u l t a t  t a o  otrzymany j e s t  
w z a sa d z ie  rozszerzen iem  pokazanej ju ż  p rz e z  Kalmana [73] w ła s n o śc i  u k ła 
dów lin io w y ch  optymalnych (w s e n s ie  p ro b le a u  lin iow o-kw adra tow ego),  a mia
now icie  f a k t u ,  i ż  d la  te g o  ty p u  układów r ó ż n ic a  zwrotna j e s t  w iększa od 
j e d n o ś c i .  Rzadko n a to m ia s t  spo tyka s i ę  p o d e j ś c i e  w ykorzys tu jące  a n a l i z ę  
w ra ż l iw o śc i  wyższego r z ę d u .  A na liza  ta k a  stosowana' w p rac ach  a u to ra  
[146], [147], [148], [152], [154] b y ła  również wykorzystywana p rze z  

W ierzb ick iego  [188], [l89jl [193] , k tó r y  przekonywająco u z a s a d n i ł  j e j  po
t r z e b ę  w [192] .

Należy zwróoió uwagę, że a n a l i z a  wyższego rz ę d u  umożliwia ocenę wpływu 
n ie  ty lk o  n ie sk o ń cz en ie  małych, a l e  rów nież  skońozonych odchy łek .  J e s t  to  
tym b a r d z i e j  i s t o t n e ,  i ż  inne próby a n a l i z y  w ra ż l iw o śc i  d l a  skończonych 
odchyłek ,  o p a r te  np. na a p a r a o ie  H am iltona-Jaoob iego-B ellm ana  (np .  [118] ) ,  
mają bardzo  ogran iczony  z a k r e s .

W n i n i e j s z e j  p racy  ocena j a k o ś c i  s te ro w a n ia  o p a r ta  j e s t  na modelu r o z 
szerzonym zawierającym nierównościowy model n iepew nośc i wprowadzony po 
r a z  p ie rw szy  w [146] . N ierówności w nim w ystępu jące  są  wynikiem in fo rm a
c j i  o o g ra n ic z e n iu  b łędu  aproksym acji  o b ie k tu  równaniami modelu. Stąd n i e 
równości o k r e ś l a j ą  normę zmiennej niepewnej i  mogą mieć c h a r a k t e r  chw ilo 
wy lu b  suaacy jny  (za  c a ły  h o ry zo n t  s t e ro w a n ia ) .

A naliza  wpływu n iepew ności na ja k o ść  s te ro w a n ia  może mieć dwojaki cha
r a k t e r .  Po p ierw sze można ocen iać  wpływ n ie d o k ła d n o ś c i  modelu podstawowe
go, z a k ła d a ją o ,  że model ro z sz e rz o n y  pokrywa s i ę  z obiek tem . Oceniamy 
wówczas, j a k  wpływa s tosow anie  modelu podstawowego do s y n te z y  s te ro w a n ia  
na p o go rszen ie  j a k o ś c i  w s to sunku  do optymalnej d l a  o b ie k tu .  Z d r u g ie j  
s t r o n y  optymalna w artość  wskaźnika d l a  modelu podstawowego i  odpowiadające 
mu zachowanie s i ę  t r a j e k t o r i i  modelu s ą  c z ę s to  w ie lk o śc iam i narzuconymi 
p ro je k ta n to w i  i  i n t e r e s u j e  n a s ,  j a k  w ie lk o ść  n iepew nośc i wpływa na odchy ł
k i  od ty c h  w a r to ś o i .  I s t n i e j e  wówczas p o trz e b a  oceny wpływu w ie lk o ś c i  n i e 
pewności na odchy łk i  od j a k o ś c i  nom in a ln e j .  Oba t e  a s p e k ty  będą a n a l i z o 
wane w n i n i e j s z e j  p raoy  w r o z d z i a l e  2.

A n a l iza  ja k o ś o i  prowadzi do wyników mających z r e g u ły  j e d y n ie  c h a r a k t e r  
jakościowy, gdyż otrzymane oszacowania są  zazwyczaj zawyżone. Niemniej 
jednak  może wskazywać na n ieb ez p iec ze ń s tw a  związane z wykorzystaniem mo
d e lu  podstawowego do sy n te z y ,  p referow ać pewne s t r u k t u r y ,  implikować ko
n ieczność  s tw o rze n ia  lepszego  modelu lub  w ykorzys tan ia  modelu r o z s z e r z o 
nego na e t a p i e  sy n te z y .  Pewnym pośrednim rozwiązaniem j e s t  s y n te z a  a l g o 
rytmów s te ro w a n ia  optym alnie wrażliwego (np. [81] , [93] , [119] , [121] ,
[186] , [199] , [33] ) ,  w k tó ry c h  s t o s u j e  s i ę  modele wrażliwośoiowe do s y n te 
zy układów suboptymalnyoh ze względu na w rażliw ość lu b  odpornych na n i e -



-  15 -

dok ładnośc i  modelu ( n p . : [6 ],  [ m ] ,  [114] , [123] , [127], [139] , [198] ).
Tego typu  a lgory tm y  s te ro w a n ia  n ie  l e ż ą  w centrum z a in te re so w a n ia  n i n i e j 
s z e j  p ra c y ,  przedstawimy jednak  w r o z d z i a l e  2 pochodzące z p rac  a u to ra  
[149], [151], [153], [155] r e z u l t a t y ,  k tó re  można zakw alifikow ać do t e j  

grupy.
Synteza algorytmów s te ro w a n ia  na podstaw ie  modeli z n iepew nośc ią  ma 

również dość d ługa  h i s t o r i ę .  T ra d y cy jn ie  modele n iepew ności mają ch a ra k 
t e r  p r o b a b i l i s t y c z n y ,  a sy n te z a  n a j c z ę ś c i e j  do tyczy  wówczas zachowania 
s i ę  uk ładu  (scharak teryzow anego  np. p rz e z  wskaźnik j a k o ś c i )  w se n s ie  
średnim ( n p . :  [1] , [2] ,  [15] , [54], [55],  [62]., [72], [92] ,  [101] , [123] , 
[137] , [143] , [205] ' ) .  R zadz ie j  spo tyka  s i ę  inne  r e g u ły  decyzyjne  wynika
ją c e  z o b se rw a c j i ,  że bran ie  pod uwagę jedynie pierwszego momentu statystycz 
nego n ie  reduku je  prawdopodobieństwa uzyskan ia  z ł e j  j a k o ś c i  w po jedynczej 
r e a l i z a c j i  (np . [97]-, [1S3],). Otrzymanie c h a r a k te r y s ty k  s ta ty s ty c z n y c h
zmiennych niepewnych, j a k  również  t r u d n o ś c i  w te s to w a n iu  h ip o te z  zw łasz
cza p rzy  k r ó tk i c h  s e r i a c h  pomiarowych ( n a j c z ę ś c i e j  wymaga s i ę  s p e łn ie n ia  
pewnych za ło ż eń  do tyczących  procesów losowych o raz  zmiennych niepewnych, 
np. c h a r a k te r u  gaussowskiego) powodują, że model p r o b a b i l i s t y c z n y  niepew
n o śc i  bywa n i e r e a ln y ,  t ru d n y  w o k r e ś le n iu  lu b  n ieadekw atny . Kłopotów ty c h  
n ie  s p ra w ia ją  stosowane w p racy  modele n ie rów nośc iow e, gdyż in fo rm ac je  
o o g ra n ic z e n ia c h  na zmienne niepewne uzyskiwane są  jakby  mimochodem na 
e t a p i e  tw orzen ia  modelu podstawowego. Modele nierównościowe nakazu ją  t r a k 
tować zmienne niepewne jako  e lem enty  domkniętych zbiorów , tym samym upo
d a b n ia ją  j e  do tzw. zmiennych o r o z k ła d z i e  ograniczonym ( n p . : [13] ,. [21]  ,
[22] , [24] , [57] , [137] , [182] , [195] )• Ponieważ jednak  geneza niepewnoś

c i ,  a tym samym in fo rm ac ja  o n iepew ności j e s t  w tym przypadku odmienna 
(b łąd  ap roksym acji  a n ie  z a k łó c e n ia  o r o z k ła d z ie  ograniczonym ), metody 

syn tezy  i  problemy p rzy  n i e j  w ystępu jące  wydają s i ę  być odmienne. I  t a k
w przypadku modelu ze zmiennymi ograniczonymi naczelnym problemem j e s t
estymacja- s ta n u  modelu i  wśród cytowanej l i t e r a t u r y  p rac e  do tyczące  tego 
z a g adn ien ia  s tanow ią  znaczną j e j  część  ( [2 3 ] ,  [24],  [29],  [91],  .[130] ,
[136] , [137] , [196] ) .  Stosowanie modelu nlerównościowego j e s t  n a to m ia s t

c z ę s to  powiązane z za łożeniem , i ż  wymlarowość s ta n u  modelu podstawowego 
pokrywa s i ę  z wymiarowością dostępnego  pomiarowo w y jś c ia ,  co powoduje, i ż  
problem es ty m a c j i  s ta n u  n ie  j e s t  k ry ty c z n y .  W p rac y  ( r o z d z i a ł  3) p rz e d 
stawione z o s ta n ą  o p a r te  na 'w y n ik a ch -au to ra -u zy sk an y ch  w [165] , [169] ,
[177] , [170] , [174] , .[173] , [176]. metody s y n te z y  s te row ań bezp iecznych ,

g s ta ran tu jącyoh  o k re ś lo n ą  w ar to ść  wskaźnika j a k o ś c i  bądź inne c h a r a k te r y s 
t y k i  zachowania s i ę  uk ładu  w ykorzys tu jące  t e o r i ę  g i e r ,  jakośc iow ą t e o r i ę  
równań różniczkowych lub tw ie rd z e n ia  o punktach  s t a ł y c h .

Oprócz wspomnianych ju ż  przyczyn ,  d la  k tó ry c h  model nierównościowy 
j e s t  w pewnym s e n s ie  konkurencyjny w s to su n k u  do p r o b a b i l i s t y c z n e g o ,  n a 
le ż a ło b y  wspomnieć o za g ad n ien ia ch ,  w k tó ry c h  j e s t  on jedynym r a c jo n a ln i e  
uzasadnionym. S y tu ac ja  ta k a  w ystępu je  przede wszystkim w przypadku , gdy 
model podstawowy j e s t  wynikiem świadomie dokonanych up ro szc ze ń ,  n p . : po-
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minięciem n ie l in io w o ś c i  lub  i c h  rozw inięoiem  w s z e re g  (np .  [51] , [33] ,
[107] ) ,  r e d u k c ją  rzędu  układu  (boga ty  p rze g ląd  l i t e r a t u r y  z tego  zakresu  

zawarty j e s t  w [53] ) ,  b łędami modelowania bądź d y s k r e ty z a c ją .  Traktowanie 
po m in ię te j  c z ę ś c i  dynamiki jako  n iepew ności losowej j e s t  ca łk o w ic ie  n i e 
uza sadn ione ,  podczas gdy bez t r u d u  można wydobyć in fo rm ac je  po trzebne  
d la  modelu nierównościowego, n i e z a l e ż n ie  od stosowanej metody r e d u k c j i  
rz ę d u ,  np. p rze z  p ozos taw ien ie  dominujących w a r to ś c i  w łasnych (np . [30] ,
[36] , [161] ) czy  t e ż  różnego ty p u  aproksymacje t r a n a m i t a n o j i ,  n p . : a p ro 

ksymacje Pade, Routha ( n p . : [71] , [141] ) i t p .  P rzyk łady  ' zo typu  o sz a
cowań wykorzystywanych w wielowarstwowych uk ładach  s t e r o  l ia  można znaT 
le ź ć  m . in .  w p rac ach  a u to ra  [145] , [157] , [158] , [161] , [168] . S zczegó l
n ie  p o c ią g a ją c e  j e s t  również s tosow anie  tego  typu  modeli w za g ad n ien ia ch ,  
w k tó ry c h  dysponuje s i ę  n ie w ie lk ą  l i c z b ą  pomiarów p rzy  dość znacznym i c h  
r o z r z u c i e ,  co ma m ie jsc e  np. p rzy  modelowaniu problemów biomedycznych 
(np. [25] , [30] , [59] , [108] , [164] , [178] , [17] ) .

Rozszerzeniem modeli o ro z k ła d z ie  ograniczonym są  modele rozmyte n i e 
pewności (np . [20] , [202] , [203] , [204] ) .  Modele te  n ie  są  przedmiotem 
rozważań t e j  p ra c y .  Pokażemy je d n ak ,  że są  one podobnie j a k  modele p roba
b i l i s t y c z n e  1 nierównościowe szczególnymi przypadkami ogólnyoh modeli n i e -  
równościowych opar tyoh  na a p a r a c i e  p r o b a b i l i s ty c z n y c h  p r z e s t r z e n i  m etrycz
nych. P rzedstaw ione w r o z d z i a l e  4 uogóln ione modele nierównościowe powsta
j ą  poprzez (uzasadnione w w ie lu  wypadkach) z a s t ą p i e n i e  normy tzw. normą 
niepewną. R e z u l ta ty  d la  t e j  k la s y  m ode li ,  s tanow iące  pewną m odyfikację  
wyników a u to ra  p rzeds taw ionych  w [156] , [159] , [160] , [167] , [172] , og ra
n i c z a j ą  s i ę  do sformułowania modelu n iepew nośc i ,  pokazan ia  jego  związków 
z innymi modelami n ie p ew n o śc i , o k r e ś l e n i a  odpowiedników podstawowych po
ję ć  t e o r i i  s te row an ia  d la  ty c h  m ode li ,  podania pewnych warunków r e a l l z o -  
w a lnośc i  c e lu  s te ro w a n ia  o raz  sform ułowania problemów op tym a lizacy jnych  
i  związków między n im i .  Niemniej jednak  i s t o t n ą  w a r to ś c ią  t e j  c z ę ś c i  p ra 
cy j e s t  n ie  t y l e  u o g ó ln ie n ie  modelu n iepew nośc i ,  co możliwość r a c jo n a ln e 
go s p o j r z e n ia  na sposób formułowania c e lu  p rzy  p ro jek to w a n iu  układów w 
warunkach n iepew nośc i .

Reasumując, celem p racy  j e s t  p rz e d s ta w ie n ie  m ożliw ości ,  j a k i e  d a j ą  mo
de le  nierównościowe w z a k r e s ie  a n a l i z y  i  sy n te zy  s te ro w a n ia  w warunkach 
n iepew nośc i ,  p r z e d s ta w ie n ie  wybranych, o p a r ty c h  na nierównośoiowych mo
d e lac h  n iepew nośc i ,  algorytmów s te ro w a n ia ,  lub  p rzyna jm nie j  sformułowa
n ie  n ie k tó ry c h  problemów mogąpych t a k i e  a lgory tm y  implikować, a także  
przedyskutowanie pewnych ogólnych zagadnień  związanych z podejmowaniem 
d e c y z j i  w warunkach n iepew nośc i .

Oznaczenia i  nom enklatura stosowane w p racy  n ie  r ó ż n ią  s i ę  od s to s o 
wanych w w ięk szo śc i  p o z y c j i  l i t e r a tu r o w y c h  z za k resu  t e o r i i  s te ro w a n ia ,  
n p . :  [4],  [74],  [120].
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W przypadku pewnych szczególnych oznaczeń  lu b  p o ję ć  stosowanych w pracy 
zo s tan ą  one d ok ładn ie  omówione. W za sa d z ie  s tosowana symbolika j e s t  wspól
na d l a  - ca łe j  p r a c y .  Może s i ę  jednak  zd a rzyć ,  że z® względów zwyczajowych 
te n  sam symbol w różnych r o z d z ia ła c h  oznacza t ę  samą jakościowo w ie lk o ść ,  
l e c z  wyrażoną inną z a le ż n o ś c ią  matematyczną, związaną ze sp e c y f ik ą  danego 
modelu matematycznego.

Symbol normy | | . || stosowany j e s t  d l a  o k r e ś l e n i a  różnego typu norm za
równo w p r z e s t r z e n ia c h  skończen ie  wymiarowych, ja k  i  funkcy jnych .  J e ś l i  
zachodzi p o t r z e b a  r o z r ó ż n ie n i a  norm, j e s t  to  w yraźnie sprecyzowane, w in 
nym przypadku ro d za j  normy wynika z k o n te k s tu .  "O" oznacza n ie  ty lk o  c y f rę  
ze ro ,  a l e  również elem ent zerowy rozważanej p r z e s t r z e n i ,  co jednak n ie  po
winno powodować n ie je d n o z n a c z n o śc i .

Większość r e z u l t a tó w  n i n i e j s z e j  p racy  z o s ta ł o  opublikowane w pracach  
a u to r a ,  s tą d  w przypadku podrozdz ia łów  pokrywających s i ę  w z a sa d z ie  z od
powiednimi p u b l ik a c ja m i ,  po t y t u l e  p o d ro z d z ia łu  podany z o s t a ł  numer odpo
w ied n ie j  p u b l i k a c j i .

Począwszy od roku  1986 badan ia  by ły  w spierane finansowo p rz e z  iffliSzW 
w ramach Programu Resortowego R P . I . 0 2 . :  T eo r ia  s te ro w a n ia  i  o p ty m a l iz a c j i  
c i ą g ły c h  układów dynamicznych i  procesów d y sk re tn y c h .

\\



2. ZASTOSOWANIE MODELI NIERÓWNOŚCIOWYCH DO ANALIZY JAKOŚCI 
OPTYMALNYCH UKŁADÓW STEROWANIA .

2 . 1 .  STOSOWANE MODELE NIEPEWNOŚCI

Opis układów s te ro w a n ia  za pomocą modeli o p o s t a c i  równań s ta n u  i  w y jś
c i a  lub  te ż  z a le ż n o ś c i  wejściowo-wyjściowycb stanow i J e d y n i e a p r o k s y m a c j ę  
rzeczyw is tych  r e l a c j i  zachodzących między zmiennymi procesowymi. J e ś l i  do
s tę p n a  j e s t  in fo rm a c ja  c h a r a k te ry z u ją c a  błąd  t e j  ap roksym acj i ,  cmoże być 
ona wykorzystana w a n a l i z i e  ja k o ś c i  układów s te ro w a n ia ,  k tó ry ch  s y n te z a  
z o s t a ł a  o p a r ta  na modelu podstawowym. N a jc z ę ś c ie j  dos tępną  in fo rm a c ją  wy
da je  s i ę  być o g ra n ic z e n ie  górne normy b łędu  ap roksym aoji ,  gdyż o trzym uje 
s i ę  j ą  w p r o c e s ie  w yznaczania parametrów aproksymujących m ode li .

Tak więc w przypadku układów c ią g ły c h  w c z a s ie  oprócz modelu p o d s ta 
wowego w p o s t a c i  równań s ta n u :

xm( t )  = i ( * m( t ) , u ( t ) , t )  t £ [t o»t k] • xm( t o 5 = x0 ( 2 - 1 )

dysponować możemy oceną b łęd u  tego  równania w p o s t a c i  o g r a n ic z e n ia  normy:

| | x ( t )  -  f ( x ( t ) ,  u ( t ) , t )JJ <  6  ( 2 .2 )

p rzy  czym x oznacza w tym przypadku zmienne w ystępu jące  w rzeczywistym 
o b ie k c ie  odpowiadające zmiennym s ta n u  modelu podstawowego x0 ,

xn ( t )e R n J e s t  wektorem s ta n u  modelu podstawowego,

x ( t ) e R n J e s t  wektorem s ta n u  modelu ro zsz e rzo n e g o ,

u ( t )c R m j e s t  wektorem w a r to ś c i  s te row ań  w c h w il i  t ,

f  : Rn x Rm x ['t 0 »'*:ic]~> Rn ’J e s t  f u n k c ją ,  k t ó r e j  w łasn o śc i  z o s ta n ą  sp rec y 
zowane w konkretnych  z a g a d n ie n ia c h ;  t u  załóżmy, że f  j e s t  c i ą g ł a  

. fu n k c ją  swoich argumentów, co w y s ta rc za  do zapewnienia i s t n i e n i a - r o z 
w iązania  równania ( 2 . 1 ) .  (Z a ło ż en ie  to  n ie  j e s t  kon ie cz n e ,  w y s ta rc z y ł 
by warunek" C ara theodory  [4] , l e c z  w p racy  n ie  ma p o trz e b y  ro zp a try w a
n ia  ta k ie g o  p rzypadku).  Umożliwia to  budowę modelu ro zsz erzo n e g o  (z  n ie
pewnością) o p o s t a c i  równania:

x ( t )  = f ( x ( t ) ,  u ( t ) , t )  + v ( t ) ( 2 .3 )
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w którym v o w a r to śc ia c h  w Rn j e s t  defektem rówr.ania s ta n u  względem 
s ta n u  modelu podstawowego [117] stanowiącym zmienną niepewną c h a r a k te r y 
zu jącą  b łąd  aproksym acji ob ie k tu  równaniami s ta n u .

Zmienna niepewna v scharak te ryzow ana j e s t  n ie ró w n o śc ią :

IMI i  £ ( 2 .4 )

Norma || • || w y s tęp u jąca  w ( 2 .3 )  i  ( 2 .4 )  może mieć różną p o s t a ć .  W pewnych 
przypadkach norma może mieć c h a r a k t e r  chwilowy, t z n .  do tyczy  chwilowej 
w ar to śc i  v ( t ) ,  c z y l i  J e s t  normą w p r z e s t r z e n i  Rn . Przykładowo może to  
być norma Euklidesowa:

t ) i u  =1/ v2( t )  = ( v T( t ) v ( t ) ) 7

lub  j e d n o s ta jn a :

II v( t  )|[ = Max | v, ( t )

Wówczas w ie lk o ść  £ może być f u n k c ją  czasu  £ =£ ( t ) .  S y tu a c ja  ta k a  w ystę
p u je ,  gdy v ( t )  j e s t  wynikiem pom iniętych n i e l i n io w o ś c i ,  wyższych wyrazów 
rozwinięcia w s z e r e g ,  za k łóceń ,  dynamiki wyższego rz ę d u ,  i  wprowadzony w 
ten? sposób b łąd  można ocen ić  w każ d e j  chw il i  czasu .

J e ż e l i  jednak in fo rm a c ja  o d e fe k c ie  otrzymywana j e s t  je d y n ie  z wykony
wanego w cz eśn ie j  eksperymentu id e n ty f ik a c y jn e g o  prowadzonego p rze z  okres  
[ t Q, t j  , wówczas norma ma c h a r a k te r  sumacyjny, np .  j e s t  normą w p r z e s t r z e 
ni k2 [ ( t o , Rn] » w p o s t a c i :

m l oL
ł  ,J v ( t ) v ( t ) d t

ł o

W tym przypadku 6 n ie  j e s t  fu n k c ją  cz a s u .  J e ś l i  aproksymacja j e s t  apro
ksymacją j e d n o s t a j n ą , . wówczas (norma w p r z e s t r z e n i  C( > Rn ) ) !

max | |v ( t ) | |  
t  6 1*0 ’ ^k]
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W tym przypadku o g ra n ic z e n ie  nierównościowe może być rozumiane zarówno 
jako chwilowe, t z n :

l |v ( t ) | |  ś  ć 

jak  i  do tyczące ca łego  p rze b ieg u ,  t z n . :

INI c « £

Należy zauważyć, że j e ż e l i  w przypadku norm chwilowych przyjmiemy
max £ ( t )  = £ ,  wówczas o g ran ic ze n ie  chwilowe można u tożsam iać z ogra

n o ' * k l
niczeniem  w s e n s ie  normy typu  maksimum.

Stąd będziemy przyjmować w da lszych  rozw ażaniach,  że nierównośćiowy mo
d e l  d l a  d e fe k tu  v ma jedną z dwóch p o s t a c i :

l |v ( t ) | |  k £ 1

lub

Ml 2 = ( j  | [ v ( t ) | | 2 d t ) ?  = ( j  v T( t ) v ( t ) d t ) ?  ś  &,

o o

Ponieważ norma chwilowa j e s t  normą w p r z e s t r z e n i  Rn , s tą d  w szy s tk ie  normy
są (w s e n s ie  topologicznym) równoważne. Dla u s t a l e n i a  rozważać przyjmiemy,
że j e s t  to  norma Euklidesowa.

W s e n s ie  matematycznym n ie  j e s t  o b o ję tn e ,  ja k a  z o s t a j e  p r z y j ę t a  normaj
odpowiada to  rozważeniu v jako elementu odpowiedniej p r z e s t r z e n i ,  n p . :
f u n k c j i  c iąg ły c h  d l a  normy | | . | |  lu b  całkowalnych z kwadratem d l a  II *||

0 1 
Z a łożen ia  te  są  w za sadz ie  n ie sp raw dza lne ,  n iem nie j  z f i z y k a ln e g o  punktu
w idzen ia  p r z y j ę c i e  ca łkow alnośc i  z kwadratem (o g ra n ic z o n o śc i  n i e s io n e j  
e n e r g i i )  j e s t  ca łkow ic ie  uzasadn ione .

Zastosowanie normy sumacyjnej ma sens ty lk o  wówczas, gdy rozważane mo
de le  są  s ta c jo n a r n e  -  f u n k c ja  f  n ie  za le ż y  jawnie od t .

N o n a  sumacyjna J e s t  sz c z e g ó ln ie  uzasadn iona ,  gdy b łąd  aproksym acji r o z 
ważany j e s t  n ie  jako d e f e k t  równania s t a n u ,  l e c z  jako r ó ż n i c a  między stanem

xm
równaniem s ta n u  (2 .1  ) o raz  n ie ró w n o śc ią :

II x  " x j |  ś  E ( 2 .5 )
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Model ro zsz e rzo n y  sk ła d a  s i ę  wówczas z równania s ta n u  ( 2 .1 )  i  równania 
w y jśc ia :

x = x _ + e  ( 2 .6 )Q

gdzie  e j e s t  błędem s ta n u  modelu podstawowego stanowiącym zmienną n i e 
pewną scharak te ryzow aną n ie ró w n o śc ią :

Ue|| < E ( 2 .7 )

Dla u p ro sz c z e n ia  przyjmować będziemy, że s t a n  początkowy j e s t  ok reś lony  
d o k ła d n ie ,  t z n .  ż e :

* ( V  = W  = *o ( 2 ' 8)

zarówno w modelu ( 2 . 3 ) ,  j a k  i  ( 2 . 6 ) .

P rz y ję c ie  normy sumacyjnej ma swoje u z a sa d n ie n ie  zw łaszcza w przypadku, 
gdy l i c z b a  mierzonych (n ie z a le ż n y c h )  w yjść o b ie k tu  j e s t  równa n, t z n .  l i c z 
b ie  zmiennych s ta n u  modelu podstawowego, a param etry  estymowane są metodą 
n a jm n ie jszych  kwadratów. W tym przypadku model ( 2 .7 )  ma p o s ta ć :

1 \  1
( j  | |e ( t ) | |  2 d t ) ^  = ( J  e T( t ) e ( t ) d t ) ? i: E2

t °

Niemniej jednak o g ra n ic z e n ie  chwilowe może być również uzasadn ione ,  zw łasz
cza  gdy niepewność j e s t  m iarą  dok ładnośc i  pomiarów bądź ich  p r z e tw a rz a n ia .  
Wówczas model ( 2 .7 )  ma p o s ta ć :

l |e ( t ) | |  « E,

Zauważmy, że w tym przypadku o g ra n ic z e n ie  będz ie  do tyczy ło  poszczególnych 
składowych i  może charak teryzować błąd  względny, t z n ,  :

| e . ( t ) |  « E1 |xB i |

Nie będziemy jednak szczegółowo analizować tego modelu, o g r a n ic z a ją c  s i ę ,  
podobnie jak  p o p rzedn io ,  do rozważań d l a  normy Euklidesow ej.

W przypadku modelu nierównośoiowego sumacyjnego o g ra n ic z e n ie  E może 
być w n ie k tó ry c h  przypadkach traktowane jako f u n k c ja  normy s te ro w a n ia .  
Dzieje  s i ę  ta k  zw łaszcza ,  j e ś l i  dane do e s ty m a c j i  parametrów uzyskiwane 
są poprzez aproksymację w d z i e d z in ie  c z ę s to t l iw o ś c io w e j .  B a rd z ie j  szczegó-
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łowe omówienie tego problemu przedstawimy w przypadku modeli wejściow o- 
wyjściowych. Zauważmy tu  J e d y n ie ,  że racjonalnym  modelem n ierów ności  owym 
będzie w tym przypadku r e l a c j a :

IMI 2 ^ Ex N I  2 + E4I. ^ 1

czyi i :

, >  1  ok I
' I e T( t ) e ( t ) d t ) 2 -i E3 ( J  uT( t ) u ( t ) d t ) 2 + E4
t  tO o

W przypadku modeli dyskre tnych  w c z a s i e ,  obok modelu podstawowego w po
s t a c i  równań s ta n u :

xm(k+1 ) = f k (x m( k ) ,  uCk) ) ;  k = 0 , 1 , . . . ,  N-1; xm(0 )  = x Q ( 2 .9 )

dysponujemy oceną b łędu  tego równania w p o s ta c i  o g r a n ic z e n ia  normy:

| |x ( k+1 ) -  f k ( x ( k ) ,  u(k ) )|| ś  Ł ( 2 .1 0 )

Prowadzi to  do modelu rozszerzonego  o p o s t a c i :

x(k+1) = f k ( x ( k ) ,  u ( k )) + v ( k ); x (0 )  = xQ ( 2 .1 1 )

i n ie ró w n o śc i :

||v|| ^  6 ( 2 .1 2 )

Wymiary w ek to ra  s ta n u  i  s te ro w a n ia  są  t a k i e  j a k  w przypadku c iąg łym . Po
dobnie jak  poprzedn io  n ierówność ( 2 .1 2 )  może mieć c h a r a k t e r  chwilowy, t z n . :

II v (k  )|| «  £ 1

lub  sumacyjny (norma n p . :  w l 2 [o, N—1] ):

N-1 1 N-1 1
|v|| 2 = ( ^  vT( k ) v ( k ) ) ?  = ( ^  Hv(k)|| 2 )?  ś  £ .  

1 k=0 k=0

Należy zwrócić uwagę, że v (k)  w przypadku modeli dyskre tnych  .ma d o d a t
kową ciekawą i n t e r p r e t a c j ę  n ie  w ystępu jącą  w przypadku ciąg łym , j e s t  bo
wiem błędem jednokrokowej p red y k c j i  s ta n u  modelu. Stąd ob ie  p o s ta c i e  ogra
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n ic z e ń :  chwilowe i  sumacyjne wydają s i ę  być w p e ł n i  uzasadn ione .  W p rz e 
c iw ieńs tw ie  do s y t u a c j i  z r e g u ły  w y s tę p u jąc e j  w przypadku układów ciągł.yc 
w c z a s i e ,  uzyskanie  o g r a n ic z e n ia  na v (k )  bezpośredn io  z pomiarów j e s t  
ca łkow ic ie  r e a ln e .

Niemniej jednak c z ę s to  w ygodniejszy  może być model ro zsz e rzo n y  w po
s t a c i  równania s ta n u  ( 2 .1 1 ) ,  równania w y jś c ia :

Zastosowanie normy sumacyjnej może być in te rp re to w a n e  jako o g ra n ic z e 
n ie  b łędu  w metodzie na jm nie jszych  kwadratów zarówno w przypadku modelu 
nierównościowego d l a  zmiennej e ,  jak i  v .

Przyjmowanie równości wymiarów dostępnego w y jśc ia  o b ie k tu  i  s ta n u  mo
delu  podstawowego j e s t  pewnym uproszczeniem . Niemniej jednak może być rów 
nież  trak tow ane  jako z a ło ż e n ie  metody tw orzen ia  modelu t a k ,  aby i i c z b a  
zmiennych s ta n u  modelu podstawowego b y ła  ta k a ,  jak  l i c z b a  obserwowanych 
zmiennych o b ie k tu  ( t z n .  mierzonych bądź odtwarzanych ze znaną dokładnoś
c i ą ) .

Inne uwagi do tyczące  różnych przypadków modeli nierównościowych ( 2 .1 2 )  
lub  ( 2 .1 4 )  są ana logiam i odpowiednich rozważań dotyczących układów c i ą g 
łych w c z a s i e .  Dotyczy to  w s z c z e g ó ln o śc i  f a k tu ,  i ż  k o r z y s ta n ie  z o g ra n i
c z e n ia  sumacyjnego ma sens je d y n ie  w przypadku s ta c j o n a r n o ś c i  uk ła d u ,  t z n  
n ie z a le ż n o ś c i  fu n k c j i  f  od k.

2 . 2 .  ANALIZA JAKOŚCI STEROWANIA UKŁADÓW CIĄGŁYCH NOMINALNIE OPTYMALNYC

2 .2 .1  . Wstęp

W r o z d z ia l e  tym rozważany będz ie  model podstawowy ( 2 .1 )  i  ro zszerzony  
( 2 . 3 ) ,  ( 2 .4 )  lub  ( 2 . 6 ) ,  ( 2 . 7 ) .  Model podstawowy j e s t  wykorzystywany w ce
l u  wyznaczania s te ro w a n ia  (w u k ła d z ie  otwartym) bądź prawa s te row an ia  
(w u k ła d z ie  zamkniętym) m in im alizu jącego  wskaźnik j a k o ś c i :

x (k )  = xffl(k )  + e ( k ) (2 .1 3 )

i nierównościowego o g r a n ic z e n ia  na błąd  e ( k ) :

I N I  <  E (2 .1 4 )

T
( 2 .1 5 )

o
g d z i e :

L : Rn x Rm x [0, T] —► R, h : Rn—>R, T -  dane
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Zakładamy, że sp e łn io n e  są n a s tę p u ją c e  p o s t u l a t y :

A1. f  o raz  I  są  dwukrotnie różn iczkow alne w sposób c i ą g ły  względem u
oraz  x i  c i ą g ł e  względem t ,  a h dwukrotnie c i ą g l e  różniczkow alne 
względem x (T ) .

A2. I s t n i e j e  rozw iązan ie  optymalne u ( t )  d l a  równania modelu ( 2 .1 )  m in i
m a liz u jąc e  wskaźnik (2 .1 5 )  d l a  x ( t )  = xm( t ) .

W przypadku d łu g ic h  horyzontów s te ro w a n ia  T— »00 z ak ładać  będziemy do
datkowo :

A3. Model podstawowy i  ro zsz e rzo n y  są  asym pto tycznie  g lo b a ln ie  s t a b i l n e .

Przed p rz y s tą p ie n ie m  do oceny wpływu niepewności na ja k o ść  s te ro w a n ia  
zdef in iu jem y  p o ję c ie  s te ro w a n ia  nominalnego.

D e f in i c j a  2 . 1 .

S terowanie u ( t ) ,  t  6 [o, t] nazywamy nominalnym, j e ś l i  minimalizuje*, 
wskaźnik ( 2 .1 5 )  d l a  x ( t )  = xm( t )  danego równaniem modelu podstawowego 
( 2 . 1 ) .  Odpowiednio t r a j e k t o r i a  x _ ( t )  w ynikająca  z tego  s te ro w a n ia  o raz  
odpowiadająca im w ar to ść  wskaźnika ja k o ś c i  nazywane będą nominalnymi. P ra 
wo s te ro w a n ia  P t a k i e ,  że u = P ( x ( t ) , t )  o w ar to śc iac h  równych s t e r o 
waniu nominalnemu u ( t )  d l a  nom inalnej t r a j e k t o r i i  ( t z n .  u ( t )  = P(xffl( t ) , t ) )  
nazywać będziemy nominalnym prawem s te ro w a n ia .  Układ sterowany p rzez  nomi
nalne s te row an ie  u ( t )  lu b  nominalne prawo s te ro w a n ia  nazywany będzie  
układem nom inalnie  optymalnym odpowiednio otwartym lu b  zamkniętym.

I l u s t r a c j ą  d e f i n i c j i  2.1 j e s t  r y s .  1.
Przyjmowane z a ło ż e n ia  A1 i  A2 um ożliw ia ją  k o r z y s ta n ie  z w ariacy jnych  

warunków koniecznych op tym alnośc i s te ro w a n ia  o raz  z r o z w in ię c ia  wskaźnika 
ja k o ś c i  i  wykorzystywania pierwszych dwóch wyrazów tego  r o z w in ię c ia ,  c z y l i  
p ie rw sz e j  i  d r u g ie j  w a r i a c j i  w skaźnika .

A naliza  ja k o śc i  w warunkach niepew ności może być rozumiana dwojako: 
po p ie rw sze  jako ocena wpływu n iepew nośc i,  t z n .  w ie lk o ś c i  b łędu  aproksy
m acji  na odchyłkę od w a r to ś c i  no m in a ln e j ;  po d ru g ie  jako ocena wpływu n i e 
dok ładnośc i  modelu na  w ar to ść  wskaźnika, t z n .  odchyłkę od w a r to śc i  op ty 
malnej d l a  o b ie k tu .

Należy zauważyć, że a b s t r a h u ją c  od r ó ż n ic  w tru d n o śc ia c h  p rz y  rozw ią
zywaniu każdego z tych problemów, wybór jednego lub  d rugiego  sposobu oce
ny z a le ż y  od c e lu  s taw ianego na e t a p i e  p ro jek to w a n ia  uk ładu  s te ro w a n ia .  
J e ż e l i  celem j e s t  o s i ą g n ię c i e  w a r to śc i  w skaźnika b l i s k i e j  w a r to ś c i  op ty
malnej d l a  modelu podstawowego, wówczas in te re so w ać  nas będz ie  p ierwszy 
sposób oceny. Należy zwrócić uwagę, że c z ę s to  wskaźnik ja k o ś c i  n ie  j e s t  
m iarą  rzeczyw is tych  kosztów w u k ła d z ie ,  l e c z  stanowi n a rz ę d z ie  syn tezy  
wybrane d l a  konkretnego  modelu podstawowego [45] • Wówczas użytkownika in 
t e r e s u j e  ocena odchy łk i  od w a r to ś c i  n om ina lne j ,  k tó r ą  powinno gwarantować 
mu zas tosow anie  s te ro w a n ia  nominalnego. Z d r u g ie j  s t r o n y ,  j e ś l i  wskaźnik 
j e s t  r z e c z y w is tą  m iarą  kosztów i celem s te ro w a n ia  j e s t  uzyskanie  w a r to ś c i



-  25 -
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PO)

o b ie k t
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1 M odei rozszerzony

Rys. 1. Wyznaczanie i  w ykorzys tan ie  s te ro w a n ia  nominalnego a )  o raz  nomi
nalnego prawa s te ro w a n ia  b)

F ig .  1. Design and use of  the  nominał c o n t r o l  a )  and nominał s t r ja teg y  b)

optymalnej w skaźnika ,  wówczas i s t o t n e  j e s t  o k r e ś l e n i e  odchy łk i  od w a r to ś 
c i  optymalnej wywołanej użyciem s te row ania '  nominalnego. Ocena tych s t r a t  
j e s t  a n a lo g ic z n a  do s tosow anej w [192] miary w ra ż l iw o ś c i .

Oceny s t r a t  dokonuje s i ę  w stosunku do fu n k c jo n a łu  ja k o ś c i  op tym alne j ,  
k tó ry  mcżna zdef in iow ać n a s tę p u ją c o .

D e f in ic ja  2 .2

Funkcja J ( v )  (odpowiednio J ( e ) )  nazywana j e s t  funkcjonałem  optymal
ne j  j a k o ś c i ,  j e ś l i  o k r e ś l a  ona za le ż n o ść  m inim alnej w a r to ś c i  fu n k c jo n a łu
(2 .1 5 )  d l a  modelu rozszerzonego  ( 2 .3 )  (odpowiednio ( 2 . 1 ) ,  ( 2 . 6 ) )  od zmien
nej niepewnej v  (odpowiednio e ) . _ A

Łatwo zauważyć, że nominalna w ar to ść  w skaźnika j a k o ś c i  J  = J ( 0 ) .  
Oznaczając p rz e z  J ( v )  w a r to ść  wskaźnika ja k o ś c i  d l a  o b ie k tu  s te row a

nego nominalnym sterowaniem , można wpływ w ie lk o ś c i  n iepewności o ce n ić  wy
rażeniem :

A J  = | J( v ) -  J (0 ) | ( 2 .1 6 )

a s t r a t y  spowodowane n ie d o k ła d n o ś c ią  modelu -  wyrażeniem: 

AJ = J ( v )  -  i ( v ) ( 2 .1 7 )
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Odpowiednio d l a  zmiennej niepewnej e :

AJ = | J i e ) -  J ( 0 ) |  12 .18)

oraz

AJ = J U )  -  ¿ t e )  ( 2 .1 9 )

S zczegó ln ie  p r o s te  r e z u l t a t y  można otrzymać d l a  problemu lin iow o-kw adra
towego, k tó r y  ma i s t o t n e  znaczen ie  p rak tyczne  zarówno ze względu na w łas
n o śc i  rozw iązań  optymalnych (np .  [74-] , [75] , [115] ) ,  p o p u la rn o ść ,  uzasad
nione zas tosow anie  (np .  , [105] , [33] , [26] ) ,  Jak i możliwości a n a l i t y c z n e 
go p ro jek to w a n ia  r e g u l a t o r a  [4] , [46] , [62] .

Nasze rozw ażan ia  rozpoczniemy od tego problemu, tym b a r d z i e j ,  że jak  
wspomniano, oceny dokonywać będziemy w ogólnym przypadku również przez  
aproksymację ocenianych ró ż n ic  funkcjonałem  kwadratowym wynikającym z 
uw zg lędn ien ia  dwóch pierwszych wyrazów ro z w in ię c ia  tych r ó ż n ic .

2 . 2 . 2 .  Problem lin iowo-kwadratowy ( s t a c jo n a rn y )

Zajmować s i ę  będziemy zagadnieniem, w którym model podstawowy ma pos
ta ć  :

*m = t ó m + Bu ( 2 ’ 2° )

gdz ie  A o raz  B są  macierzami s ta ły m i odpowiednich wymiarów, n a to m ia s t  
minimalizowany wskaźnik ja k o ś c i  ma p o s ta ć :

T
I = j  ^ ( x T Qx + u T Ru )d t  ( 2 .2 1 )

o

gdzie  Q, R s ą  s ta ły m i  macierzami symetrycznymi odpowiednich wymiarów 
odpowiednio p ó łd o d a tn io  i  doda tn io  o k re ś lo n ą .  Zakładać będziemy, że model
(2 .2 0 )  j e s t  s te ro w a ln y .

Sterowanie nominalne ma p o s ta ć  ( p .n p .  [4 ] ) :

u ( t )  = -  R“ 1 BT K (t )x m( t )  

a nominalna w ar to ść  w skaźnika :

J  = j  x T(0 )K (0 )x (0 )



K (t)  j e s t  symetrycznym dodatn io  określonym rozwiązaniem równania R icca-  
t i e g o :

K + KA + ATK -  K BR-1 BTK + Q = 0 (2 .22 )

Modele ro z sz e rz o n e  mają odpowiednio p o s ta ć :

x = Ax + Bu + v (2 .2 3 )

IMI ^ £

l u t  (2 .2 0 )  o raz  równanie w y jś c ia :

x (2 .2 4 )

( 2 .2 5 )

P o s tać  f u n k c j i  f  i  L w przypadku problemu liniowo-kwadratowego o raz  
p r z y j ę t e  z a ło ż e n ia  g w aran tu ją  s p e łn i e n i e  z a ło ż e ń  A1 i  A2.

Z ałożen ie  A3 d l a  modelu oznacza,  że m acie rz  A j e s t  s t a b i l n a ,  tz n .  
ma w a r to ś c i  w łasne o ujemnych c z ęśc ia ch  r z e czy w is ty ch .  Z ałożen ie  to  n ie  
j e s t  jednak kon ie cz n e ,  j e ś l i  s te ro w a n ie  nominalne rea lizow ane  j e s t  w u k ła 
dz ie  zamkniętym. Wówczas w ysta rczy  z a ło ż e n ie  o s te ro w a ln o śc i  modelu i

X w1
obserw owalności p a ry  (A, Q ) ,  gdz ie  Q oznacza taką  m acie rz  Q1 , że

= Q. Te z a ło ż e n ia  można z r e s z t ą  je sz c z e  o s ł a b i ć  [62] .
Problem s t a b i l n o ś c i  modelu rozszerzonego  j e s t  b a r d z i e j  z łożony .  J e ś l i  

v n ie  z a le ż y  od s te ro w a n ia ,  warunki s t a b i l n o ś c i  modelu podstawowego i 
rozszerzonego  są t a k i e  same. J e ś l i  Jednak v j e s t  f u n k c ją  s te ro w a n ia ,  to 
p rzy jm u jąc ,  że ||v || < 'JplMI , można podać n a s tę p u ją c y  lem at w ykorzys tu jący  
metodę Lapunowa i  s tanow iący  n ie w ie lk i e  r o z s z e r z e n ie  warunków podanych
w [139] .

LEMAT 2.1

J e ś l i  model ( 2 .2 0 )  j e s t  s t a b i l n y ,  a 1? ^ £dzi-e V0 s Pe ł ~

V A + ATVO <o I

to  model ro zsz e rzo n y  (2 -2 3 )  j e s t  również asym pto tycznie  s t a b i l n y .
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1
pJ e ś l i  model ( 2 .2 0 )  j e s t  s te ro w a ln y ,  p a ra  (A, Q ) obserwowalna, a

*1 < i  A.-1 (V + K), gdz ie  K j e s t  ustalonym rozwiązaniem równania 
max

( 2 . 2 2 ) ,  a Vc s p e ł n i a  równanie:

Vc (A -  BR-1 BTK) + (A -  BR-1BT&)T Vc = -  I

—1 TAto  model ro zsz e rzo n y  ( 2 .2 3 )  z nominalnym prawem s te ro w a n ia  u = -R B Kx 
j e s t  asym pto tycznie  s t a b i l n y .

2 . 2 . 2 . 1 .  Funkcjonały  optymalnej ja k o śc i

S to su ją c  równanie H am iltona-Jacob iego-B ellm ana  [4] do z a g a d n ie n ia  mi
n im a l i z a c j i  wskaźnika ja k o ś c i  ( 2 .2 1 )  d l a  równania ( 2 .2 3 )  otrzymujemy funk
c ję  optym alnej j a k o ś c i :

J t (v )  = \  x T( t ) K ( t ) x ( t )  -  g ^ ( t ) x ( t )  + i j ) ( t )  (2 .2 6 )

i .odpowiadające j e j  s te ro w a n ie :

u ( t )  = -  R~1 BTK ( t ) x ( t ) + R"1BTgv ( t )  ( 2 .2 7 )

gdzie  gv j e s t  rozwiązaniem równania:

gy ( t )  = -(A  -  BR~1BTK ( t ) ) Tgv ( t )  + K( t ) v ;  gy (T) = 0 ( 2 .2 8 )

n a to m ia s t

^  ( t )  = -  g ^ ( t ) v  + \  g^(t)BR“ 1BTgv ( t ) ;  ' i  (T) = 0

Funkcjonał optym alnej j a k o ś c i  ma zatem p o s ta ć :

T
J ( v )  = ^ * 1  K(0)xo -  g ^ (0 )x o + \  |  ( 2 g ^ ( t ) v  -  g^(t)B R  1BTgv ( t ) ) d t

( 2 .2 9 )

Jak w idać, J ( 0 )  = J .
Podobnie m in im a l iz a c ja  w skaźnika ( 2 .2 1 )  p rzy  o g r a n ic z e n ia c h  ( 2 .2 0 ) ,

(2 .2 4 )  d a je  f u n k c ję  optymalnej j a k o ś c i :

J t ( e )  = j  x T( t ) K ( t ) x ( t )  -  g g ( t ) x ( t )  t ^ g f t )  (2 .3 0 )
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s te row an ie  :

u ( t )  = -  R- 1 BTK ( t ) x ( t )  + R- 1 BTge ( t )  ( 2 .3 1 )

gd z i e :

ge ( t )  = -(A -  BR"1BTK ( t ) ) Tge ( t )  + Qe; Ce ( T ) = 0 ( 2 .3 2 )

i e ( t )=  -  j  e TQe + ^  g^BR -1BTge ; ^  e( T) = O

A zatem fu n k c jo n a ł  optym alne j j a k o ś c i  przyjm uje p o s ta ć :

T
J ( e )  = 2 x T(0)K (C )x(0 )  -  g j ( 0 ) x ( 0 )  + \  j  (eT|3e ~ BR~1 BTge )d t  (2 .3 3 )

O

Zwróćmy uwagę, że otrzymane p o s ta c i e  fu n k c jo n a łu  optym alnej ja k o ś c i  
z o s t a ł y  uzyskane p rzy  z a ło ż e n iu  i s t n i e n i a  s te ro w a n ie  optymalnego d la  od
powiedniego modelu rozszerzonego  ( a  więc w pewnym s e n s ie  d l a  o b ie k tu ) .  
Ponieważ wykorzystane one będą jedyn ie  d l a  oszacowania s t r a t  na optym al-  
n o ś c i ,  spraw dzanie tych z a ło ż e ń  n ie  j e s t  k o n ie c z n e .  J e ś l i  bowiem s te ro w a
n ie  optymalne d l a  o b ie k tu  n ie  i s t n i e j e ,  otrzymane w d a l s z e j  c z ę ś c i  o sza
cowania ró ż n ic  ( 2 .1 7 ) ,  ( 2 .1 9 )  będą sp e łn io n e  ( a  f o r t i o r i ) ,  j e ś l i  s te ro w a
n ie  u z a s tą p io n e  z o s ta n i e  dowolnym sterowaniem u "lepszym" od nomi
na lnego .  Wprawdzie natura lnym  tokiem a n a l i z y  by łaby  ocena wpływu n ied o 
k ła d n o ś c i  na ja k o ść  s te ro w a n ia ,  a potem ew entualna ocena wpływu w ie lk o śc i  
n iepew ności na odchyłkę od nom inalnej w a r to śc i  w skaźnika ,  to  jednak p r z y j 
miemy odwrotną k o le jn o ś ć  a n a l i z y .  Uczynimy ta k ,  gdyż oceny w ie lk o śc i  AJ

A
są p r o s t s z e  n iż  A J ,  a tym samym ł a t w i e j  pokazać p r z y j ę t ą  metodykę i  wyko
r z y s t a ć  w d a l s z e j  c z ę ś c i  uzyskane r e z u l t a t y .

2 . 2 . 2 . 2 .  Ocena wpływu w ie lk o ś c i  n iepew ności na odchyłkę od ja k o ś c i  
nom inalne j [146] , [152] -  o g r a n ic z e n ia  chwilowe

Rozpoczniemy rozw ażania  od oceny w yrażenia  ( 2 .1 6 )  poprzez  oszacowanie 
p ierwszych wyrazów ro z w in ię c ia  t e j  r ó ż n ic y ,  t z n .  p ie rw sz e j  i  d r u g ie j  wa
r i a c j i  w skaźnika  od w a r to ś c i  nom in a ln e j .  Zauważmy, że w a r ia ę je  te  są r e 
zu l ta tem  zmian w ie lk o ś c i  zmiennej niepewnej od w a r to ś c i  nominalnej 0 do
V
w a r to śc i  v o g r a r ic z o n e j  co do normy, k t ó r a  j e s t  w tym przypadku normą 
w Rn ( d l a  u s t a l e n i a  uwagi -  normą Euklidesow ą) .

A zatem oszacujemy:

AJ = | J ( v )  -  J ( 0 ) |  < |<5j| + | 2J| ( 2 .3 4 )
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Sterowanie b ęd z ie  rea lizow ane  w s t r u k tu r z e  o tw a r te j  (równe s te ro w a n iu  no
minalnemu) lu b  s t r u k t u r z e  zam knię te j  (nominalne prawo s te ro w a n ia ) .

Można udowodnić n a s tę p u ją c e  tw ie rd z e n ie  będące odpowiednikiem paradoksu 
Wi tsenhausena-P agurka  w k la s y c z n e j  t e o r i i  w ra ż l iw o śc i :

TWIERDZENIE 2.1

Ocena p ie rw sz e j  w a r i a c j i  wskaźnika od w a r to ś c i  nom inalnej n ie  za le ż y  
od s t r u k t u r y ,  w j a k i e j  rea lizow ane  j e s t  s te row an ie  nominalne.

Dowód : Wprowadźmy h a m i l to n ia n :

Ponieważ p ( t )  j e s t  l i c z o n y  d l a  odpow iadającej mu t r a j e k t o r i i  n om ina lne j ,  
więc n ie  za le ż y  od s t r u k t u r y  s te ro w a n ia  i  tw ie rd z e n ie  j e s t  prawdziwe.

W przedstawionym dowodzie n ie  w ykorzystu je  s i ę  jawnie p o s t a c i  zad an ia  
lin iowo-kwadratowego, ta k  więc tw ie rd z en ie  j e s t  prawdziwe d l a  dowolnych 
fu n k c j i  za d an ia  s p e łn ia ją c y c h  z a ło ż e n ia  A1 i  A2.

Aczkolwiek oszacowania pierwszych w a r i a c j i  w obu s t r u k tu r a c h  są  jedna
kowe, r z e c z y w is te  w ra ż l iw o śc i  (nawet p ierw szego rzę d u )  mogą być ró żn e .  
Wielkość b łędu  v może i  w p rak ty c e  c z ę s to  z a le ż y  od s te ro w a n ia  (bezpo
ś red n io  bądź p rzez  s t a n ) ,  co w ięc e j  oszacowanie w ie lk o ś c i  Ć może być 
różne w otwartym i  zamkniętym u k ła d z ie  s te ro w a n ia .

TH ( x , u ,v , p ) = l ( x , u , t )  + p ( f ( x , u , t )  + v)  =

= ^ ( xI'qx + uTRu) + p T(Ax + Bu + v )

gdzie  p ( t ) e  Rn j e s t  wektorem zmiennych sp rzężonych . 
P rzy  p r z y ję ty c h  za ło ż en ia ch  A1 i  A2:

T T
(2 .3 5 )

gdzie  pochodna l i c z o n a  j e s t  wzdłuż t r a j e k t o r i i  n o m ina lne j .  
W ykorzystując oszacowanie !|v|| < £ 
mamy

T
d t (2.36)

Uwaga 2.1

Uwaga 2 .2
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Uwaga 2.3

Nic dziwnego, że oszacowania z a le ż ą  od p rze b ieg u  zmiennej s p r z ę ż o n e j .  
Zmienna niepewna v r e p r e z e n tu j e  bowiem odstępstw o o b ie k tu  od modelu 
podstawowego stanow iącego  o g ra n ic z e n ie  nominalnego problemu o p ty m a l iz a c j i ,  
a zmienna sp rzężona  stanowi w ła ś n ie  m iarę w ra ż l iw o śc i  problemu op ty m a liz a 
c j i  względem o g ra n ic z e ń .

Uwaga 2 .4

Dla problemu liniowo-kwadratowego

p ( t )  = K (t )  </> ( t , 0 ) x Q ( 2 .3 7 )

gdzie  ( t , o )  j e s t  m acie rzą  t r a n z y c j l  równania t r a j e k t o r i i  n om ina lne j :

5 = (A -  BR- 1 BTK (t ) ) x  (2 .3 8 )

oszacowanie przy jm uje  wówczas p o s ta ć :

T
!<$ J| < £ llxoll f ||K( t ) i> ( t ,0  )|| d t ( 2 . 3 9 )

8

przy czym d l a  dowolnej m acierzy  M, ||m|| j e s t  normą indukowaną p rzez  nor
mę Euklidesową, t z n .  ||M||2 = ^ max (M ^i).

K o rz y s ta jąc  ze zgrubnych oszacowań [56] mamy:

||4>(t,<;)|| « D1 e x p ( - d ( t  -  6 )) o raz  |[;K(t)|| 4 ||k || ( 2 .4 0 )

| f i J | « 6 | | x 0|| IIK || ^  g- (1 -  e x p ( - d t ) ) ( 2 .4 1 )

g d z i e :

1 i  1 1
d = , (K?  QK^ + BR_1BTK? ) (2 .41  a)Ł min

K~1|| | / t r  K2' BR_1BT IIK|| lin'11 * 4 ,, ,/- - - - - - TTT' A .  f x r  A  O  A

Dl = ||k -1|| U r  K exp —  -̂-----,---------------- (2 .4 1 b )

K j e s t  rozwiązaniem usta lonym równania ( 2 .2 2 ) ,  i s t n ie j ą c y m  na podstawie 
z a ło ż e n ia  o s t e r o w a ln o ś c i .
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Uwaga 2.5

Nawet j e ś l i  s te ro w a n ie  w u k ła d z ie  otwartym nastaw iane j e s t  n ie d o k ła d -
<* 'S Hn ie ,  t z n .  u = u + ou, ze względu na warunek = 0 wpływ n ie dok ładne j

nastawy n ie  ujawni s i ę  w wyrazach pierwszego rz ę d u .
W przypadku oceny wyrazów drug iego  rzędu prawdziwe j e s t  n a s tę p u ją c e

tw ie rd z e n ie .

TWIERDZENIE 2 .2

Oceny drug ich  w a r i a c j i  wskaźnika od w a r to ś c i  nominalnej z a le ż ą  od 
s t r u k t u r y ,  w k t ó r e j  rea lizow ane  j e s t  s te ro w a n ie  optymalne.

Dowód : W przypadku s t r u k t u r y  o tw a r te j  d ruga w a r i a c j a  w yraża s i ę  wzorem [26]

S ! 1 .

02H 02H
0 ?  0xSu

q2h 02h

JDu0 x  0 ? .

<5x„

£u
d t

( 2 .4 2 )

( g d z ie  w szy s tk ie  pochodne l ic z o n e  są  wzdłuż t r a j e k t o r i i  n o m in a ln e j ) .  Dla 
u p ro sz c z e n ia  założymy, że s te row an ie  nas taw iane  j e s t  d o k ła d n ie ,  t z n . :

&u = 0 .
Ponieważ 8 x  s p e ł n i a  równanie:

<5x. A SxT + B&l + v ; £x  (0)  = 0 (2 .4 3 )

zatem:

||Sxr || =Ć J  | |exp(A (t  -  o )) v11 do (2 .4 4 )
0

c z y l i :

t
^  | |exp( A(t| |6x r || \ | |exp(A (t  -  1 ))||dŁ ( 2 .4 5 )

5 2j( ^  IIqII J  | |exp (A (t  -  t  ))||  d i | 2 d t (2 .4 6 )
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—1 TW przypadku r e a l i z a c j i  s te ro w a n ia  w u k ła d z ie  zamkniętym u = -R B K ( t )x ,

nawet przy  dok ładne j  r e a l i z a c j i  prawa s te ro w a n ia  nominalnego, w a r to ś c i  
s te ro w a n ia  r ó ż n ią  s i ę  od w a r to ś c i  nominalnych.

Druga w a r i a c j a  ma p o s ta ć :

T
1  l  S x ^  (Q + K(t)BR- 1 BTK ( t ) ) ó x s d t  ( 2 .4 7 )

gdzie  8 x g s p e ł n i a  równanie:

8 x g = (A -  BR_1BTK)<5xg + v • <Sxg (0 )  = o (2 .4 8 )

a zatem:

t

S
O

<5xs = ^ ( t . i j y d o  ( 2 .4 9 )

c z y l i :

II6x 3I|«£ | II0( t,«T)ll d o (2.50)

| s 2d k  | e 2 ||||Q  + K (t)3R "13TK(t)||  ( J | | ^ ( t - e ) | | d Z ) 2| d t

lub  przy w ykorzystan iu  zgrubnych oszacowań [56] :

|ó 2j K ^ 6 2D2 D2| t -  | ( 1 - e x p ( - d t ) )  + ( l - e x p ( - 2 d t ) ) |

gdzie

D2 = !Ik“ 1|| Xmax(K? Q ^ + B R _1BT̂ )  (2 .5 1 )

Uwaga 2 .6

Twierdzenie p o z o s ta je  s łu s z n e  również d l a  innych f u n k c j i  Ł i  f  s p e ł 
n ia jąc y ch  z a ło ż e n ia  A1, A2. Zm ieniają  s i ę  je d y n ie  oszacowania ,  k tó r e  
p rzedstaw ione  z o s tan ą  w d a l s z e j  c z ę ś c i  p ra c y .
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Uw aga 2.7

Przedstaw ione  oszacowania n ie  d a j ą  jednoznacznej odpowiedzi,  k t ó r a  
s t r u k t u r a  d a je  l e p s z e  e f e k ty  w s e n s ie  p rz y ję te g o  k r y te r iu m ,  aczkolwiek 
pozw ala ją  d l a  konkretnych  danych o k r e ś l i ć  te  w ła s n o śc i .

P r z y k ła d  1 :

Przykładowo, d l a  o b ie k tu  opisanego modelem podstawowym pierw szego r z ę 
du p rzy  danych:

B = 1, R = 1, T = 10, xQ = 1, Q = 1

o trzym uje s i ę  n a s tę p u ją c e  oszacowania A J  i rze c z y w is te  s t r a t y  d la  
różnych przebiegów v:

OII'•JO 2 6= 1, 0

oszacowanie

A J

rze czy w is te  
A J  przy 

v  = 0 ,2

rze czy w is te  
A J  

v  = 0,2x

oszacowanie

AJ

rze czy w is te  
A J  

V = *->

a = -  0 ,2

układ
o tw ar ty 1,41 1,3 0 ,7 31,9 n i e s t a b i l n y

układ
zamknięty 0,43 0,41 0,21 7 ,4 1,2
a = -  1 ,0

układ
o tw ar ty 0,41 0 ,38 0,18 4,51 1 ,8

układ
zamknięty 0,17 0 ,17 0,09 2 ,8 1,0

T w ierdzenia 2 .1 ,  2 .2  p o z o s ta j ą  w mocy w przypadku modelu n ierów noś-  
ciowego ( 2 .2 0 ) ,  ( 2 .2 4 ) ,  ( 2 .2 5 ) .  Ponieważ a n a l i z a  j e s t  wówczas bardzo po
dobna do p rz e d s ta w io n e j  powyżej, poprzestan iem y je d y n ie  na oszacowaniu 
p ie rw sz e j  w a r i a c j i  w skaźnika ja k o ś c i  wywołanej zmianą w ie lk o ś c i  zmiennej 
niepewnej od w a r to ś c i  nom inalnej 0 do w a r to śc i  e og ran ic zo n e j  co do 
normy przez  w ar to ść  E1 .
Wprowadzając w tym c e lu  h a m i l to n ia n :

H = L( x , u , t ) + p T f ( x m, u , t )  = L(xm + e , u , t )  + p Tf ( x m, u , t )  =

= | ( x m + e ) T Q ( x m + e )  + u TRu + p T( A x m + Bu)
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o trzy m u je  s i ę :  

T
x T Qe d t  m{ j  .  J g  .  a« £ | ;

co um ożliw ia  o s z a c o w a n ie :

T T
| 6 J |  < Er  |  U l  Qlld t  < 21 | |* o || ||Q|) j  | | i ( t , 0 ) | j d t  ( 2 .5 2 )

Ocena d r u g i e j  w a r i a c j i  j e s t  o p a r t a ,  j a k  p o p rz e d n io ,  na  ocen ie  w a r i a c j i  
x w u k ła d z i e  otwartym  i  zamkniętym.

W u k ła d z i e  o tw artym :

6 x r  = e (2 .5 3  )

n a t o m ia s t  w u k ła d z ie  zamkniętym:

= e -  \ <f)(t,6)BR-13 TK (o)e (S )d i(  ( 2 .5 4 )
S I

T
|o 2jI  < i  f l l& c J I  2 ||Q || d t  ( 2 .5 5 )

Drugie w a r i a c j e  o c e n ić  można ja k o :

T

p rz y  s t e r o w a n iu  w u k ła d z i e  otwartym  o raz  

T
\ 6 2j\ 4  J. J 2 l|Q + K(t)3R~1BTK ( t J j |d t  ( 2 .5 6 )

0

p rzy  s t e r o w a n iu  w u k ła d z i e  zamkniętym.
Łatwo zauważyć, że uwaga 2 .5  j e s t  prawdziwa również w tym p rzypacku .

Zauważmy p o n ad to ,  że j e ż e l i  b łąd  ap roksym acj i  e o e s t  w y łączn ie  wyni
kiem " p r z e n i e s i e n i a  r.a w y j ś c i e "  d e f e k tu  s t a n u  v ( r y s .  2 ) ,  to  r e z u l t a t y  
oszacowań d l a  oou modeli n iepew nośc i  s ą  w p e ł n i  równoważne.

Kamy bowiem n a s t ę p u j ą c y  związek między e o raz  v :

e i  t e  ♦ v e(C) s C
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r ------------Ju-
I B

I AU
i n B

J Ls

b)

Rys. 2 . 3łąd aproksymacji jako d efek t stan u 'p rzen iesio n y  na w yjście  
P ig . 2 . Approximation error as a d e fe c t  transfered  to the output

c z y l i :

X
j  exp(A (t -  I ) )  vcr)d-i

A zatem:

Z ) ) v(r )do dt *|  |  exp(A (t

T T T •
[ ( r-5(t)Q exp [a(t -  S)]v(t )d' i  d t =  ̂p~(t )v. it
n r  ^

Podobnie można pokazać  równoważność w yrażeń  ( 2 . 4 4 )  i  ( 2 .o 3 )  c r a ż  ( 2 .  -59) 

i  ( 2 . 5 4 ) .

2 . 2 . 2 . 3 .  Ocena wpływu n i e d o k ła d n o ś c i  modelu n a  o d chy łkę  cd j a k o ś c i  
o p ty m a ln e j  [ipc] - - o g r a n i c z e n i a  chwilowe

TT c e lu  maksymalnej '  z w ię z ło ś c i  rozw ażań  ogran iczm y s i ę  j e d y n ie  do moce: 
( 2 . 2 1 ) ,  ( 2 .2 5 )  i  oceńmy w y ra ż e n ie  ( 2 . 1 7 ) ;
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Jak wspomnieliśmy, j e ś l i  s te row an ie  optymalne d la  rzeczyw is tego  obiektu  

n ie  i s t n i e j e ,  otrzymane oszacowania będą a f o r t l o r i  prawdziwe d l a  dowolne
go s te ro w a n ia  " lepszego"  od nominalnego.

Zauważmy, że r ó ż n ic a  w w ar to śc ia c h  wskaźników j e s t  t.ynr razem wywołsna 
ró ż n ic ą  w zastosowanych s te ro w a n iac h ,  a n ie  ró ż n ic ą  w modelach, do k tórych  
s te row an ie  z o s ta ł o  zastosowane, jak  m iało to  m ie jsc e  w punkcie 2 . 2 . 2 . 2 .

Wartość A S wynika zatem z odchyłk i s te ro w a n ia  nominalnego od op ty 
malnego. .

S terowanie optymalne dane j e s t  p rzez  równanie ( 2 .2 7 ! .
J e ż e l i  s te ro w a n ie  nominalne rea lizow ane  j e s t  w u k ła d z ie  otwartym, wówczas 
odchyłka s te ro w a n ia  w y n ies ie :

Sur  = -  R~13 TK ( t ) S x  + R“ 1BTgv ( t )  (2 .5 7 !

g d z i e  6 x  d a n e  j e s t  r ó w n a n i e m :

S x  = (A-ER"1BTK(t))<5x + 3R- 13Tg v ( t )  + v; £ x ( 0 ) = 0 ( 2 . 58 )

Natomiast j e ż e l i  s te ro w a n ie  nominalne rea lizow ane j e s t  w u k ła d z ie  zamknię
tym, wówczas odchyłka s te ro w a n ia  w y n ies ie :

Su3 = -  R"1BTK (t )5 x s + R“ 1BTgv( t )  (2 .5 9 )

przy czym S x 8 j e s t  odchyłką t r a j e k t o r i i  wywołaną odchyłką Su= o k reś
loną  równaniem:

S i  = ( A - B R~1BTK ( t ) ) 5x c + BR_ 13 Tg ( t )  + S v ;  6 x ( 0 ) = 0 ( 2 . 6 0 )
o  o  V  S

Podobnie odchyłka S x r  wywołana odchyłką 5 u r  o k reś lo n a  j e s t  równaniem:

S x r  = ASxr  -  BR~1B TK ( t ) S x  + BR"1BTgv ( t )  + S v ;  S x r ( 0 ) = 0 ( 2 . 61 )

gy( t )  j e s t  o k reś lo n e  równaniem ( 2 . 23 ) .  6v = 0 ,  j e ś l i  v n ie  za le ż y  od 
użytego s te ro w a n ia ,  n a to m ia s t  w ogólnym przypadku j e s t  ró ż n ic ą  między war
tośc iam i v d l a  s te ro w a n ia  nominalnego i  optymalnego i  może być wówczas 
oszacowane ja k o :

¡|Sv|| < 2  £
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Możni; sformułować n a s tę p u ją c e  tw ie rd z e n ie  do tyczące  oszacowania s t r a t  
wynikających z za s tosow ania  s te ro w a n ia  nominalnego.

TitlSRDZSNIS 2.3

S t r a t y  w ynikające  z za s tosow ania  s te ro w a n ia  nominalnego z a le ż ą  od o sza
cowania n iepewności £ w potędze n ie  n iż s z e j  n iż  d ruga.

Dla dowodu ograniczmy s i ę  do dwóch wyrazów r o z w in ię c ia  ró ż n ic y  ( 2 .1 7 ) .  
Pierwszy wyraz ro z w in ię c ia  <5 J j e s t  pie rw szą w a r ia c ją  wskaźnika ja k o śc i  
od w a r to ś c i  optym alnej j ( v ) wywołaną p rzyros tem  s te ro w a n ia  1 jako ta k i  
j e s t  (p rz y  p r z y ję ty c h  z a ło ż e n ia c h )  równy ze ro .

Drugi wyraz ro z w in ię c ia  w przypadku s te ro w a n ia  nominalnego w u k ła d z ie  
otwartym rta p o s ta ć ;

T

¿20  = i  |  j & J  ( j  i- K3H_13TK)5xs -  26*;  K3H-1 3Tgy + g 7 ER-1 3TgvJ  d t  

° (2 .6 3 )

Zauważmy, ż e :

T
r v ( t )  = -  fj <} 7( t , o ) K v d Z ( 2 . 6 4 )

t

5 x ( t)  = |  f(i,Z)(v + B.:r 13Tgv )do

<s ( t)  = |  <jl( t,Z)(Sv + 3R_13Tj

O

ct.rżytiaay zatem:

a  a s

( 2 . 0 5 )

6x ( t )  = \ $ ( t , i ) ( S v  + 3R~ '3  g a jd ?  ( 2 .6 6 )

O" = J  exp(A( t - Z )  KSv  + 3R- 1 3 T(g v -  K<5x))d£ ( 2 .6 7 )

(2 .68 )||gv ( t ) | |  , 6  |  | |K *(t ,t) | |

| |£x ( t) | |  4 6  ^ ( t ;  ( 2 .6 9 )

||SxR( t ) | |  4 8 F2( t ) (2 .70)
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||&cr ( t ) f l « £  F3( t )  (2 .71)

gdzie F1 , ?2 , Fj n ie  z a le ż ą  od £» eo po wstawieniu do wyrażeń (2 .6 2 ) ,

(2 .63)  d a je :

|S2 j| <  \ e 2 |  j ? 3 (t)||q|| + F ^ ( t)|| KBR-1  BTK|| + 2|iK3R- 1 BT| | .

T T ,

. F , ( t )  |  || K <t> (o,T)||  d Z + ||BR"1BT| | ( j  || K$(Z , T)||dZ) 21 d t  (2 .72 )
T

I
t  t

w przypadku s te row an ia  w u k ła d z ie  otwartym oraz 

T
2 | |ebr" 1b t || F2( t ) .is2j |  < \ t 2 |  | f | ( t ) | | q  + k b r"1b t k|| +

T T 1
. J ||X^(Z , T)|| do + ||BR-1BT| | ( J  | |K ^ a ,T ) | |d o ) 2j  d t  (2 .73 )

w przypadku s te row an ia  nominalnego realizowanego w uk ładn ie  zamkniętym. 
Otrzymane oszacowania w obu .przypadkach z a le żą  od £ •

Uwaga 2.8

Do podobnego wniosku można d o jść  za p isu ją c  A J  w p o s ta c i :

AJ = J(y  ) -  i ( 0 )  + ¿(0 )  -  J (v )
Tffl

i  k o r z y s ta ją c  z a n a l iz y  fun k c jo n a łu  optymalnej ja k o śc i  o raz  wyrażeń (2 .3 5 ) ,  
(2 .3 7 ) ,  (2 .6 4 )  w c e lu  pozbycia  s ię  wyrażeń l in iowych względem £ ,  a nas tęp 
n ie  wykorzystu jąc  oszacowania wyrażeń drugiego rzędu.

Aczkolwiek pos tać  oszacowań j e s t  b a r d z ie j  skomplikowana od odpowiednich 
wyrażeń z punktu 2 . 2 .2 . 2 ,  to jednak mogą być one również przydatne w ana
l i z i e ,  zwłaszcza jakośc iow e j ,  umożliwiając zor ien tow anie  s i ę ,  czy użyty 
model j e s t  d o s ta te c z n ie  dobry czy te ż  wymaga zmiany lub  przynajmniej adap
t a c j i  w c z a s ie  s te ro w a n ia .

2 . 2 . 2 . 4 .  Zagadnienia z ograniczeniam i sumarycznymi

Jak wspomnieliśmy, cz ę s to  in fo rm ac ja  o b łę d z ie  aproksymacji wprowadza
nym przez  model ma c h a r a k te r  sumaryczny za c a ły  horyzont s te row an ia ,  n ie  
zaś chwilowy, jak to zak ładaliśm y w punktach 2 .2 .2 .2  1 2 . 2 .2 . 3 .  Dzieje



-  40 -

' s i ę  ta i: zwłaszcza wtedy, gdy model otrzymywany j e s t  p rzez  zastosowanie me
tody najmniejszych kwadratów i  o g ran iczen ie  b łędu sredniokwadratowego 
eproksymacji j e s t  otrzymywane na e t a p ie  i d e n t y f i k a c j i .  Ponieważ n a jc z ę ś 
c i e j  model otrzymywany ¡jest na podstawie pomiarów wejść i  w yjść ,  tak  
więc zmienna niepewna będzie in te rp re to w a n a  jako błąd  aproksymacji wyjś- 
cie. ob iek tu  wyjściem modelu. A nalizę przeprowadzimy zatem d la  modelu
( 2 .2 0 ) ,  ( 2 .2 4 ) ,  przy czym rozpoczniemy rozważania cd problemu, w którym 
og ran iczen ie  na  błąd aproksymacji n ie  j e s t  fu n k c ją  s te ro w a n ia ,  t z n . :

l!«’i 2 ^  ^2IT £

Problem te n  analizowany p rzez  a u to ra  w [154] n ie  ró żn i  s i ę  jakościowo 
od zagadnień przedstawionych w 2 .2 .2 .2  o raz  2 . 2 . 2 . 3 .  Zmienią s i ę  jedy
n ie  oszacowania poszczególnych w ie lk o ś c i .  Natomiast tw ie rd z en ia  2 .1 ,  2 .2 
i  2 .3  pozos taną w mocy. Można sformułować zatem n a s tę p u ją c e  tw ie rd z en ie .

TWIERDZENIE 2.4

Oszacowanie wpływu w ie lk o śc i  b łędu  aproksymacji metodą najm nie jszych 
kwadratów na odchyłkę od ja k o ś c i  nominalnej w przypadku o g ran iczeń  n i e 
zależnych od s te ro w a n ia  j e a t  d l a  wyrazów pierwszego rzędu n ie za leż n e  od 
s t r u k tu r y ,  w j a k i e j  rea lizow ane j e s t  s te row an ie  nominalne, na tom ias t  d la  
wyrazów drugiego rzędu  za leżne  od t e j  s t r u k t u r y .  Różnica między w ar to śc ią  
wskaźnika optymalną a otrzymaną w wyniku zas tosow ania  s te ro w a n ia  nominal
nego da je  s i ę  oszacować p r 2ez w yrażenia  co na jm nie j drugiego rzędu od Ej.

Dla uzyskania  odpowiednich oszacowań w ysta rczy  zastosowań nierówność 
Schwartza-Buniakowskiego do otrzymanych w cześn ie j  wyrażeń na p ierwsze i  
d rug ie  w a r ia c je  wskaźnika Jak o śc i  odpowiednio od w a r to śc i  nominalnej lub  
op tym alne j .

Otrzymamy wówczas:

ISJj ^  E? l!Q 0< t,O )xc-|| ' < I 2 l |x 0|  liCi D, (2 .74)

n ie z a le ż n ie  od tego ,  czy s te row an ie  nominalne rea lizow ane  J e E t  w s t r u k 
tu rze  o tw ar te j  czy zam knię te j (1^ dane j e s t  p rzez  ( 2 .4 1 ) ) .

Natomiast ocena d la  d r u g ie j  w a r i a c j i  wynika z oszacowania:

V « i  *  i  i!Qli Ą  ' ( 2 .7 5 1

v. przypadku s te row an ia  w u k ła d z ie  otwartym oraz

i£ 2ir| < j 22 | f a f |  .2 ( 2 . 7ć ’

(Dj J e s t  dane przez ( 2 .5 1 ) ) ,  w u k ła d z ie  zamkniętym.-



- d l 

ii ogólnym przypadku dobre oszacowani fi|l& JI poprzez w ie lk o ść  E-, r i e

r o  i-2j e s t  sprawą p r o s t ą .  P rzedstaw ione  w [15dJ oszacowanie:

II & 8  II £  S2 ( 1 -III </*( t  ,E )BR~1 3 TK HI )
I 2

g d z i e J I I J I I  j e s t  normą  i n d u k o w a n ą  p r z e z  normę  w l 2 [ 0 , T ] ,  t z r . .  [||.|[j 2 ^

= I  I  l l ( . ) | | “ d t  dZ, J e z t  bardzo zgrubne , n iem nie j wskazuje r.a z a l e ż -  
O c

noże ó 2J cd E j .
7/ przypadku d łu g ic h  horyzontów s te ro w a n ia  1 za s tosow ania  s t a c j o n a r n e 

go prawa s te ro w a n ia ,  t z n .  z wykorzystaniem usta lo n e g o  ro zw ią zan ia  równa
n i a  R icc e t ie g o  K można otrzymać le p s z e  oszacow anie .  Wówczas bowiem:

$ ( t , S )  = exp[(A -  BR“ 1BTK )( t - o ) ]

i

t

Dokonując t r a n s f o r m a c j i  L a p la c e 'a  z a le ż n o ś c i  ( 2 .7 7 )  otrzymamy:

SxE(o )  = | l  -  ( s l  -  A BR"13 TK)_1 3R_1BTK |e ( s )  =

= ( s l  -  A + BR- 1 BTK)"1( s I -  A )e (s )  =

= Fs ( s ) F " 1( a ) e ( s )

gdzie Eg( s )  o raz  Fr ( s )  są  odpowiednio t r a n sm ita n c ja m i układu zamknię
tego i  o tw ar te g o .

K o rz y s ta jąc  z tw ie rd z e n ia  P a r s e v a la  ¡85] oszacujemy:

II <5ócs II 2 < 75T
L

g d z i e :

sup l|Fs ( j to ) P ;1( j « ) | | 2
CO (2 .7 8 )

l|F( jce)|| 2 = X max(F*(ja .)?( ja>))
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(Podobne oszacowanie d l a  problemów z horyzontem T skończonym można by 
uzyskać s to s u j ą c  p o d e j ś c ie  d y s try b u cy jn e  [lOi] ) .  Druga część  tw ie rd z e n iu ,  
a więc oszacowanie o d le g ło ś c i  między optymalną w a r to ś c ią  wskaźnika a jego 
w a r to ś c ią  uzyskaną z za s to sow an ia  s te ro w a n ia  nominalnego^ wynika z rozwa
żań podobnych do p rzedstaw ionych  w punkcie 2 . 2 . 2 . 3 .

Zauważmy bowiem, że również w rozważanym przypadku p ierw szy  wyraz ro z-
A

w in ię c ia  tf J  j e s t  p ie rw szą  w a r ia c ją  w skaźnika ja k o ś c i  od w a r to śc i  op ty -A
malnej J ( e )  wywołaną odchyłką s te ro w a n ia  i  jako t a k i  j e s t  równy ze ro .

J e ś l i  chodzi o d ru g ie  wyrazy r o z w in ię c ia ,  to  są one podobne do odpo
wiednich wyrażeń ( 2 .6 2 )  o raz  ( 2 .6 3 ) .

K o rz y s ta jąc  mianowicie z w yrażen ia  ( 2 .3 1 )  jako o k r e ś l e n i a  s te ro w a n ia  
optymalnego uzyskamy wzór na odchyłkę s te ro w a n ia  w przypadku r e a l i z a c j i  
s te ro w a n ia  nominalnego w u k ła d z ie  otwartym o p o s t a c i :

gdz ie  ¿'Xmr j e s t  odchyłką t r a j e k t o r i i  xffi wywołaną odchyłką tfu„ o k reś 
lo n ą  równaniem:

Natomiast j e ś l i  s te ro w a n ie  nominalne rea lizow ane  j e s t  w u k ła d z ie  zamknię
tym, to  odchyłka s te ro w a n ia  wynosi :

gdz ie  j e s t  odchyłką t r a j e k t o r i i  xm wywołaną odchyłką tfug o k r e ś 
lo n ą  równaniem:

(2 .7 9 )

6 K r  = (A " BH-13TkJ tfxmr - BR-13T£e ; tfxmr.(C) = O (2 .8 0 )

8Ug = -  R“ 1BTK 5x^3 + R- 1 BTge + R_1BTKe ( 2 .6 1 )

**ms = (A " BB- 1 B^K)tfx ras + BR"1BTge + BR"1BTK e ;  tfxma(0 )  = 0

( 2 .8 2 )

Prowadzi to do oszacowania d r u g ie j  w a r i a c j i  w p o s t a c i :

(2 .8 3 )



w przypadku s te ro w a n ia  nom inalnego rea lizow anego  w u k ła d z ie  otwartym o raz

x
= ł  J  { (^ ms + ć e ) T Q(tfxca + tfe) +

* (<Sxa3 -  e ) T KBR-1BTK(tfxras -  e )  -  2(tfxfflS -  e ) T K 3 R " V g e } d t  

( 2 .8 4 )

w przypadku r e a l i z a c j i  s te ro w a n ia  nominalnego w u k ła d z ie  zamkniętym. 
Zachodzi p rzy  tym:

|6e|| < o E? gdz ie  c

0 e . n ie  z a le ż y  od u

2 e za le ż y  od u

Zauważmy, ż e :

t t )  = -  \ <bL(.t,-i)Qe(Z)dZ ( 2 .8 5 )

&  l mr ,C)BR-1BTge du (2.86 )

1/
tfxms( t )  = j  0 ( t ,Z )B R “ 1BT(g e + Ke )do (2 .8 7 )

A zatem:

|g p( t ) | |  = Ep | | |Q $ (t , t (2 .8 8 )

co prowadzi do s tw ie r d z e n ia ,  że tf2J w obu przypadkach z a le ż y  od (Ep)2 .
W w ie lu  za g adn ien iach  dysponujemy ooeną b łędu  aproksym acji  za le żn ą  od 

s te ro w a n ia .  lypowym przypadkiem j e s t  oszacowanie:
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P rzeds taw iony  z a p is  J e s t  uproszczony , gdyż p r z e s t r z e n i e  L w yjść i  wejśi 
są inne ,  m ianow icie : e e l 2l [o , T] ; Rn ), u c  L2). [o, T] , Rm),  l e c z  n ie  p ro 

2

wadzi to  w z a p i s i e  (,2.89) do n ieporozum ień.
Tego typu oszacowanie uzyskuje s i ę  przykładowo p rzy  prowadzeniu id e n 

t y f i k a c j i  metodami częs to t l iw ośc iow ym i.  J e ś l i  ograniczymy s i ę  do modeli 
l in io w y c h ,  Ej r e p r e z e n tu j e  oszacowanie dopuszczalnych odchyłek c h a r a k te 
r y s ty k i  c z ę s to t l iw o ś c io w e j ,  na to m ia s t  E^ oszacowanie wpływu warunków 
początkowych. J e ś l i  przyjmowany do i d e n t y f i k a c j i  wskaźnik ma p o s t a ć :

= max 
u e U

X

J ( x - x ^ C x - x J d t

m
d ti “ 1 “

o

to  p rzy  d o s ta te c z n ie  d łu g ic h  T można go za p isa ć  w p o s t a c i  [52] :
©O

x(jo>) -  xm(ju)) | |2 do>
oc

1
dcu

co prowadzi do problemu znajdowania parametrów t r a n s m i t a n c j i  Gm(jcu) m in i
m alizu jących  :

max ||g( ¡ui) -  G ( jo>)||2 , 
w

J e ś l i  zatem otrzymamy:

12 „2min max ||G(ju>) -  Gm(ju>)|| = E,
W

to  wówczas uzyskujemy (po pom inięc iu  wpływu warunków początkowych):

|x -  x j | 2 « E2 ||u|| 2 
I 2 ' I 2

Taki sposób oszacowania j e s t  podobny do stosowanego w p racach  Zamesa i  i i  
[207] t [208] » [209] , [47] , [48] modelu w p o s t a c i  h i p e r k u l l  o b ie k tu  o
środku w p o s ta c i  t r a n s m i t a n c j i  modelu G^Cjto) ( lu b  ogólniej o p e r a to r a  mo

delu  podstawowego) i  prom ieniu  odpowiadającemu w ie lk o ś c i  E^. W pracach  
tych wykorzystywane są  jednak z * ią z k i  zachodzące w p r z e s t r z e n i a c h  Hardy

00 ? 2ego H a n ie  w 1 (odpowiadających p rze s t rzen io m  H ) .
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Zastosowanie modelu rozszerzonego  ( 2 .2 0 ) ,  ( 2 .2 4 ) ,  ( 2 .8 9 )  do oceny wpły
wu w ie lk o ś c i  n iepewności na odchyłkę od ja k o ś c i  nominalnej o raz  oceny 
wpływu n ie d o k ła d n o ś c i  modelu podstawowego na odchyłkę od ja k o ś c i  optymal
nej n ie  r ó ż n i  s i ę  w sposób z ssadn iozy  od p rzedstaw ionego  w dotychczas 
przeprowadzonych rozw ażan iach .  Niemniej w yniki a n a l i z y  u l e g a j ą  zm ian ie .  
I s t o t n e  j e s t  s p o s t r z e ż e n ie ,  że p r z e s t a j e  byó prawdziwe tw ie rd z e n ie  2 .1 ,  
a ś c i ś l e j  odpowiadająca mu częśó  tw ie rd z e n ia  2 . 4 .  Można zatem sformułowaó 
n a s tę p u ją c e  tw ie rdzen ie«

TWIERDZENIE 2 .5

W przypadku o g r a n ic z e n ia  b łęd u  za leżnego  od s te ro w a n ia ,  w a r to ś c i  o sza
cowania p ie rw sz e j  w a r i a c j i  wskaźnika ja k o ś c i  od w a r to ś c i  nom inalne j z a l e 
żą od s t r u k t u r y ,  w k t ó r e j  rea lizow ane  j e s t  s te ro w a n ie .

Dowód

W przypadku r e a l i z a c j i  s te ro w a n ia  nominalnego w u k ła d z ie  otwartym 
zachodzi :

||ur || = ||R"1BTK x j  = ||R-1BTKtf>(t,0)xJ ( 2 .9 0 )
L2 L2 L2

Natom iast w przypadku r e a l i z a c j i  s te ro w a n ia  nominalnego w u k ła d z ie  
zamkniętym:

INI = | |h -1BTK x||
L L

g d z ie :

x = x 8 + e

art ¡olabom łaaoa&ajMo&nłfi w
n a to m ia s t :

- i a ń ó a  u.i(fhwoOr->ao-w  <9 * 0 5a ;*x » k ; ys-- •
t

x„ = <p( t , 0  )xQ -  |  (¡)(t,Ł)BR ' 3 TK e d i8

a zatem:
i

t
| | ua || = ||R“ 1BTK<Kt,0)xo -  R- 1B TK j  $ ( t , o )B R  1BTKed£+ R_ 1B TKe|l

L2 0 L
(2.91 )
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Zastosowanie (2 .9 0 )  i ( 2 .9 1 )  do oszacowania w yrażen ia :

8 J <  ||Qi»(t,C)x || ( Ł  N I  + 2 . )  (2 .9 2 )
12 '  i 2

prowadzi więc do różnych r e z u l t a tó w .
P o s tać  w yrażen ia  ( 2 .9 1 ) ,  ze względu na za leżność  od w ie lk o ś c i  b łędu  e, 

n ie  nadaje  s i ę  do bezpośredn iego  zas to sow an ia .  '.V ogólnym przypadku z n a le 
z i e n ie  efektywnego oszacowania ||u |[ napotyka na poważne t r u d n o ś c i .

L2
'.V przypadku jednak dużych T i w ykorzys tan ia  s ta c jo n a rn e g o  sp rz ę ż e n ia  
zwrotnego można dokonać podobnych oszacowań, k tó re  p row adzi ły  do nierów-- 
nośc i  ( 2 .7 8 ) .
Otrzymany mianow icie:

1

? < E3 INI ? + S4 < E3 1R" 1b^H  H f
IT L

^sup J|Fg(jcu)|j2'Jx0|[ •

||e s | |_ 2 |/su ? ||F-1(jco)Fs ( j^)]] 2' |  -H E4

c z y l i :

(1 - 2, -1BTK -t= t  feup | |P ;1( ja .)F3(jco)||2 )<
j 2 ' "  "  f W

| [ r - 13 Tk1 INI l / s u P .||Ps ( ju ,) | |2 ' + E4 (2 .93 )

Skomplikowana p o s ta ć  oszacowań już  w tym na jp ros tszym  przypadku powo
d u je ,  że n ie  z o s tan ą  p rzeds taw ione  oszacowania d r u g ie j  w a r i a c j i  wskaźnika 
ja k o śc i  o raz  oszacowania wpływu n ie d o k ład n o śc i  modelu na odchyłkę od j a 
k o śc i  o p tym a lne j .  Należy jednak zauważyć, że również w przypadku oszaCo- 
wań zależnych  od s te ro w a n ia  wyrazy pierwszego rzędu  w oszacowaniu r ó ż n i 
cy A J ( e )  z e r u ją  s i ę .

2 . 2 . 3 .  Problemy n ie l in io w e  [ i47] . [i5g]

Rozważania p rzedstaw ione  poprzednio  d l a  problemu liniowo-kwadratowego 
d a ją  s i ę  p r z e n ie ś ć  na za g ad n ien ia  n ie l in io w e  s p e łn i a j ą c e  z a ło ż e n ia  
Ponieważ zastosowana metoda oceny bazu je  na oszacowaniu p ierw szych  i  d ru 
g ich  wyrażeń r o z w in ię c i a ,  uzyskane wyniki mają c h a r a k t e r  l o k a ln y .  Ograni
czen ie  s i ę  do dwóch pierwszych w a r i a c j i  u sp raw ied l iw ione  j e s t  dobrym 
p rzy b l iżen iem  d o s ta t e c z n i e  g ła d k ich  funkcjonałów  w p o b l iż u  ekstremum prze! 
f u n k c jo n a ły  kwadratowe.
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2 . 2 . 3 . 1 .  Ocena wpływu w ie lk o ś c i  n iepew ności na  odchyłkę od w a r to śc i  
nom inalne j wskaźnika

Jak zaznaczono w uwadze 2 .1 ,  tw ie rd z e n ie  2.1 j e s t  prawdziwe d l a  p ro 
blemów opisanych modelami rozszerzonym i ( 2 . 3 ) ,  ( 2 .1 2 )  ze wskaźnikiem
( 2 .1 5 ) ,  a ocena p ierw szego wyrazu r o z w in ię c ia  dana j e s t  n i e z a l e ż n ie  od 
s t r u k t u r y  r e a l i z u j ą c e j  s te ro w a n ie  nominalne n ie rów nośc ią  ( 2 .3 6 ) .  Oszaco
wanie to  z a le ż y  je d y n ie  od oszacowania normy zmiennej niepewnej v oraz 
p rze b ieg u  w ek to ra  sprzężonego p ( t )  wzdłuż t r a j e k t o r i i  op tym alne j .

Oszacowanie d r u g i e j  w a r i a c j i  j e s t  za le żn e  od s t r u k t u r y  r e a l i z u j ą c e j
s te ro w a n ie  nom inalne. W przypadku r e a l i z a c j i  s te ro w a n ia  w u k ła d z ie  o tw ar
tym druga w a r i a c j a  dana j e s t  wzorem ( 2 .4 2 ) .

Z ak łada jąc  dokładne n a s ta w ia n ia  s te ro w a n ia  nominalnego otrzymamy o k re ś 
l e n i e  <S'xr  poprzez rozw ią zan ie  rów nania :

5 x r  = § §  S x r  + v ; Sxr (0 )  = 0 ( 2 .9 4 )

p rzy  czym pochodna l i c z o n a  j e s t  wzdłuż t r a j e k t o r i i  n om ina lne j .  A za 
tem:

t
v do

gdzie  0r ( t , o )  j e s t  m acie rzą  t r a n z y c j i  równania  ( 2 .9 4 ) .
A zatem

t
||<5xr ( t ) | |  4 6  |  ||0r ( t , i ) j j d Z  (2 .9 5 )

Podobnie p rzy  r e a l i z a c j i  s te ro w a n ia  nominalnego w u k ła d z ie  zamkniętym 
otrzymamy:

t
||«5xs ( t ) | |  <£ |  | |0B( t , i ) | | d S  (2 .9 6 )

g d z ie :  0 ( t , o )  j e s t  m ac ie rzą  t r a n z y c j i  równania :

<5*3 = + S I  • H )6xs + v i Sxs ( 0 > = 0 (2 -9 7 )

a w sz y s tk ie  pochodne l i c z o n e  są  wzdłuż t r a j e k t o r i i  n o m in a ln e j ;  P j e s t
nominalnym prawem s te ro w a n ia .

£ x r ( t )  = \ $ r ( t , Z )
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Drugi wyraz r o z w in ię c ia  wskaźnika od w a r to ś c i  nom inalnej d a je  s i ę  za
tem oszacować jako :

— : o - - o b ' ̂

■> i  | |  llłr«*'1 ’!! ,i:j  * P‘ 011 d*J (2'

w przypadku r e a l i z a c j i  s te ro w a n ia  nominalnego w u k ła d z ie  otwartym oraz

-

!<i>s ( t , o ) | do 2 |0 2L . T S2f|i
t  + P i ? ”

+ 2 llfe + ^

l § d t ( 2 .9 9 )

w przypadku r e a l i z a c j i  s te ro w a n ia  nominalnego w u k ła d z ie  zamkniętym. 
(W szystkie pochodne są  l i c z o n e  wzdłuż t r a j e k t o r i i  n o m in a ln e j ) .

Podobne wyniki uzyskuje  s i ę  w przypadku zas to sow an ia  modelu r o z s z e r z o 
nego ( 2 .1 9 ) ,  ( 2 .2 4 ) ,  ( 2 .2 5 ) .  Dla p rzyk ładu  oszacujemy wyrazy pierwszego 
r zędu .  Ponieważ h a m i l to n ia n  dany j e s t  jako i

H = L(xm + e . u . t )  + p T f ( x m, u , t )  

a w ięc :

gdzie  obie pochodne l ic z o n e  są  wzdłuż t r a j e k t o r i i  nom ina lne j .
A zatem n ie z a l e ż n ie  od te g o ,  czy s te ro w a n ie  nominalne rea lizow ane  j e s t  
w u k ła d z ie  otwartym czy zamkniętym:

| 6 j | < E’U «  ♦ | | g |
t=T ^

( 2 .1 0 0 )
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Drugi wyraz sumy w n ie rów nośc i  (2 .1 0 0 )  wynika z f a k tu ,  że 

x( T) = xm(Tj + e 

a zatem:

<5x(T) = 6 x m(T) + e

Biorąc pod uwagę f a k t ,  że p(T) = ($§) ła tw o  zauważyć, że oszacow»-
t=T

n ie  (2 .1 0 0 )  j e s t  odpowiednikiem oszacowania ( 2 .3 6 ) ,  j e ś l i  e trak tow ać 
je d y n ie  jako wynik d e fe k tu  v " p rz e n ie s io n y "  na w y jśc ie .

Również d l a  problemów, w k tó ry ch  o g ra n ic z e n ie  na e ma c h a r a k te r  su -
p

macyjny, t z n .  do tyczy  normy w p r z e s t r z e n i  L , otrzymane oszacowania są  
podobne do otrzymanych d l a  problemu lin iowo-kwadratowego ( p .  [154] ) ,  acz
kolwiek n ie  ma swojego odpowiednika przypadek s ta c jo n a r n y  prowadzący do 
zgrubnego oszacowania ( 2 .7 8 ) .

W dotychczasowych rozważaniach przyjmowana b y ła  dokładna znajomość 
s ta n u  początkowego, t z n .  5 x ( 0 )  = 0 .  J e ś l i  warunek t e n  n ie  j e s t  s p e łn io 
ny, znane n a to m ia s t  j e s t  oszacowanie w ie lk o ś c i  e ( 0 )  w p o s t a c i

IIx(0)  -  xm(0)||  = ||e(0)|[ ś  E0

wówczas w oszacowaniu p ie rw s z e j  w a r i 'a c j i  pojawi s i ę  dodatkowy wyraz
l|p(o)|| V

J e ż e l i  n a to m ia s t  wykorzystywany j e s t  model nierównościowy ( 2 . 3 ) ,  ( 2 .1 2 )  
wówczas w sz y s tk ie  równania na  p ie rw sz e fw ar iac je  t r a j e k t o r i i  powinny1 być 
całkowane n i e ’ z warunkiem ¿>x(0) = 0 ,  l e c z  z warunkiem początkowym £>x(0) = 
= ¿>x0 tak im , że ||<5xJ| < EQ.

2 . 2 . 3 . 2 .  Ocena wpływu n ie d o k ła d n o ś c i  modelu na  odchyłkę od ja k o ś c i  
optym alnej

Problem oszacowania w ie lk o ś c i  A J ,  c z y l i  wpływu n ie d o k ła d n o ś c i  modelu 
podstawowego n a  w a r to ś c i  w skaźnika (w: s tosunku  do w a r to ś c i  o p ty m a ln e j) ,  
j e s t  znaezn ie  b a r d z i e j  skomplikowany n iż  d l a  problemu l in iow o-kw adratow e
go, ocena fu n k c jo n a łu  optym alnej j a k o ś c i  j e s t  bowiem zazwyczaj niem ożliwa, 
z wyjątkiem pewnych szczególnych  przypadków separowalnych względem s ta n u  
i  s te ro w a n ia .

Można jednak s t w i e r d z i ć ,  że j e ś l i  s te ro w a n ie  optymalne d l a  o b ie k tu  
i s t n i e j e ,  wówczas p ie rw szy  wyraz r o z w in ię c ia  w skaźnika wokół w a r to ś c i  
optymalnej j e s t  równy z e ro .  Zatem, j e ś l i  ogranieaamy s i ę  do dwóch pierw 
szych wyrazów r o z w in ię c ia ,  w ys ta rczy  ana lizow ać zachowanie s i ę  d r u g ie j  
w a r i a c j i  w skaźnika od w a r to ś c i  op tym a lne j .
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Oceny fu n k c jo n a łu  optym alnej ja k o ś c i  można dokonać poprzez o k r e ś le n ie  
ró żn ic y  między w a r to ś c ią  optymalną i  nominalną wskaźnika j a k o ś c i ,  c z y l i  
ró ż n ic y  J ( 0 )  -  J (v )  = a J* .

Druga w a r i a c j a r  t e j  ró ż n ic y  d a je  s i ę  z a p isa ć  w p o s t a c i :

gdzie  w a r i a c j a  S x  *  d a n a  j e s t - w z o r e m :

S x *  = f I g a *  + | £ 6 u*  + v ;  S x * (0 )  =■ćFu o (2 .1 0 2 )

przy czym w szy s tk ie  pochodne w (2 .1 0 1 )  i  (2 .1 0 2 )  są l i c z o n e  wzdłuż t r a 
j e k t o r i i  nom ina lne j .  P rzy jm ując ,  że minimalna w ar to ść  S 2J *  ma p o s ta ć :

<$2J *  = i ( 6 x * TK*(5'x*) -  g*T Sx* (2 .1 0 3 )

i  rozw iązu jąc  równanie B e llm ana-H am iltona-J^cobiego  otrzym uje  s i ę  (p rz y  
z a ło ż e n iu  d o d a tn ie j  o k re ś lo n o ś c i  h es jan u  ^ - j ) :

gdz ie  g *  i  K* s p e ł n i a j ą  równania :

(2 .104 )

* * ■  - { f  -  * * '  « * » > - 0

X * ,  K « ! .  ( g i V . , ć | . | ^ K 0 > ' ’ < f e .  < g § , V ,  . ¿ 5  = 0

(2 .1 0 5 )

K*(T) =
dx

(2 .1 0 6 )
t=T



Oznaczając p rz e z  0 * ( t , ? ) )  m acie rz  t r a n z y c j i  trów nan ia :

-1 -1

(2 .1 0 7 )

otrzymuje s i ę :

g * ( t )  = -  |  (j) T(£-,t)K* v dZ (2 .1 0 8 )
t

t -1
S x * (  t )  = -  J  </:*( t , c ) . (2 .1 0 9 )

o

Sx*( O) = O

A ry o  m  •

Oceny A J można dokonać poprzez oszacow an ie :

AJ = J ( v )  -  J (0 )  + J ( 0 )  -  5 (v)

oraz p rzy jm u jąc ,  że ró ż n ic a  s te ro w a n ia  optymalnego i  nominalnego d a je  
a ię  p r z y b l i ż y ć  p rze z  t z n . :

a — r ^u -  u = o u

O gran icza jąc  s i ę  do wyrazów drugiego  rzędu  otrzym uje s i ę :

( 2 . 1 1 1  )

Oszacowanie w yrażen ia  (2 .1 1 1 )  za le ż y  od s t r u k t u r y ,  w k t ó r e j  rea lizow ane
2j e s t  s te ro w a n ie  nominalne, gdyż od tego  z a le ż ą  w a r to ś c i  w yrażen ia  o  J 

oszacowanego p rz e z  ( 2 .9 8 )  lu b  ( 2 .9 9 ) .
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Można zastosować oszacowanie:

|«^J -  | «  j|(<5x* + <Sx)T M j -  ( 6 x *  -  Sx )|  +

dx t=T

* ? |1 j ' 51'1' * Sx)T " 5x>* &x* CK* ^ ' *

• > '’ < &  * <%>'**>&*  -  x & * V ^ £ f , " 1 .

■ &> V  * e*T V 4 st (2 .1 1 2 )

Przykładowo, w przypadku r e a l i z a c j i  s te ro w a n ia  nominalnego w u k ła d z ie  
otwartym u = u,, o trzym uje s i ę  n a s tę p u ją c e  oszacowania poszczególnych 
elementów prawej s t r o n y  wzoru ( 2 . 1 1 2 ) ,  k o r z y s ta ją c  z ( 2 . 1 0 9 ) ,  ( 2 . 9 4 ) ,  

(2 .9 5 )  i  p rzy jm ując  d l a  up ro szc ze n ia  n ie z a le ż n o ść  v od u.

! ISx *  -  <5x|| < £  j f  l l ^ f t ,  o) I f i 2 ^ - )  ( | | ) T0 ts , t )K * | |d sd Z  +

0 7 2u

t
+ J  H0r < -t, o) -  0 *  ( t . S ) l l  d i  ( 2 . 1 1 3 )

O

t  T —1
ll&c* + 5x|| <£ £  | |  | | 0 * ( t , E )  ( | | ) T0 * ( s , t ) K * '| |  dsd7. +

O tj

t
+ ć  I  N r ( t ,  o) + 0 * (  t , Ł  )||dZ ( 2 . 1 1 4 )

O

| | 5 x * | | < f J  j  | | 0 * ( t , Z )  | |  l ^ | )  ( | § ) T 0 * ( s , T ) K * | | d s d 7  +
O T  30

t
+ £  j  I I0 *U ,7 )| |  d Z  ( 2 . 1 1 5 )



12.116)

(2 .1 1 7 )

gdzie  ( t ) o raz  F2 pow sta ły  z wykonania odpowiednich o p e r a c j i  we 
wzorach (2 .1 1 2 )  -  ( 2 .1 1 6 ) .  Oczywiście tak  otrzymane oszacowanie w ie lk o śc i  
A (J ma je d y n ie  c h a r a k te r  o r i e n t a c y jn y  i  nadaje  s i ę  wyłącznie  do o szaco

wań jakościowych n a j c z ę ś c i e j  numerycznych. Niemniej jedna); su g e ru je  ono, 
że d la  rozważanych zagadn ień  tw. 2 .3  p o z o s ta je  w mocy, t z n .  wpływ n ie d o 
k ła d n o śc i  modelu na ja k o ść  s te ro w a n ia  daje  s i ę  oszacować przez  wyrazy co 
najm nie j d rug iego  rzędu od £ .

2 . 2 . 3 . 3 .  Zagadnien ia  s t a b i l i z a c j i  z zadanym stanem końcowym [146]

W dotychczasowych rozważaniach s t a n  końcowy n ie  był zadany. Cbecr.ie 
zajmiemy s i ę  problemem s te ro w a n ia  docelowego,- a więc ta k ie g o ,  w'którym 
należy  układ przeprow adz ić  do zadanego s ta n u  końcowego; d l a  u p ro szc ze n ia  
przyjmiemy, że j e s t  to  s t a n  x(T) = 0 .

Niepewność w y s tę p u jąc a  w modelu rozszerzonym ( 2 . 3 ) ,  (2 .1 2 )  powoduje, 
iż  z wyjątkiem bardzo szczególnych  przypadków ( n p . :  [167] , [i29] ) zadany 
s ta n  końcowy n ie  z o s ta n i e  o s ią g n ię ty  w przypadku zas to sow an ia  s te ro w a n ia  
nominalnego.

N iez rea l izo w a n ie  c e lu  s te ro w a n ia  ( ró ż n a  od z e ra  odchyłka ¿>x( T ) ) powo
d u je ,  iż  wskaźnik j a k o ś c i  j e s t  o k re ś lo n y .  W ierzbicki [189] , [192] propo
nuje z a s t ą p i e n i e  w skaźnika:

T
J  = ^  L ( x , u , t ) d t  (2 .1 1 6 )

wskaźnikiem ( 2 .1 5 ) ,  w którym h ( x (T ) )  = q |)x(T)||^ i  j e s t  k a rą  za r . i e o s ią g -  
n lę c ie  z e r a .  Przy q— 00  o trzym uje s i ę  s te ro w a n ie  nominalne jak  d l a  p r o b le 
mu x(T) = 0 .

Innym realnym i p ra k ty c z n ie  uzasadnionym podejściem  j e s t  zaproponowa
ne w pracach  a u to r a  [147] , [l4e] rozw iązan ie  p o le g a ją ce  na ew en tua lne j
zmianie czasu  s te ro w a n ia  o w ar to ść  dT, tak  aby odchyłka s ta n u  końcowego 
od z e r a  dx(T) z a w ie r a ła  s i ę  w k u l i  dopuszczalnych t o l e r a n c j i .

Wielkość d x(T) zde f in iow ana  jako [26] :

d x(T) = ¿>x(T) + x (T )d t (2 .1 1 9 )
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musi zatem l e ż e ć  w zb io rz e  określonym przez  n ierów ność:

||a x ( T )|| < r (2 .1 2 0 )

Zakładać będziemy, że eifelęt t e n  da s i ę  o s iągnąć  za  pomocą stosunkowo 
k r ó tk ie g o  czasu d l  (w porównaniu z T) t a k ,  że s te ro w a n ie  w p r z e d z i a l e  
[T, T + d l]  j e s t  s t a ł e .

Oszacowując wpływ w ie lk o śc i  niepewności rep rezen tow ane j p rz e z  v na 
odchyłkę od nominalnej w a r to ś c i  w skaźnika można zauważyć, że ju ż  p ie rw szy  
wyraz ro z w in ię c ia  będz ie  różny d l a  układów z o tw a r tą  i  zam kniętą r e a l i z a 
c j ą  s te ro w a n ia  nominalnego ze względu na ró ż n ic ę  w odchyłkach <5x( T) p rzy  
obu r e a l i z a c j a c h  p o ja w ia ją c ą  s i ę  w p ie rw sz e j  w a r i a c j i  w skaźn ika .  O gran icz
my s i ę  do p r z e d s ta w ie n ia  oszacowań d l a  przypadku r e a l i z a c j i  s te ro w a n ia  
w u k ła d z ie  otwartym.

P ierw sze p r z y b l i ż e n i e  ró ż n ic y  A J ma p o s ta ć :

gdzie  x (T) j e s t  wynikiem s te ro w a n ia  nominalnego d l a  modelu podstawowe- ni .
go ( 2 .1 9 ) ,  n a to m ia s t  OJ dane j e s t  ja k o :

d J  = ÓJ + L(xffl(T ) ,  u (T ) ,  T)dT ( 2 . 1 2 1 )

T
5 J  = p T(T)<Sbt(T) + j  pT( t ) v  d t o ( 2 . 1 2 2 )

0

Ze względu na r e l a c j e :

T l lB3
&L ■
)i3W

(2 .1 2 3 )

oraz

T
(2 .1 2 4 )

t

otrzymujemy:

T T
(2 .1 2 5 )
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|d j |  * £ j  J  | |$£ 0 r ( S » t f  do d t  + | l ( 0 , u ( T ) , T ) |  I d*| ■ (2 .1 2 6 )
O t

Wartość czasu  dT wynika z ro z w ią z a n ia  (2 .1 2 0 )  w przypadku równościowym 
po uw zględnien iu  ( 2 . 119 ) o raz  f a k t u ,  ż e :

x(T) = f ( 0 , n ( T ) )  (2 .1 2 7 )

Otrzymamy zatem:

-  6 x T( T ) x ( t )  + / r 2 | | f ( 0 , u ( T ) ) | | 2 -  2  [6xi ( T ) f ;)( 0 , a ( T ) ) -  5x j ( T)f  i (0 ,5 (  T ) )]

dT = L<.L
| | f (0 ,u (  T) )|| 2

(2 .1 2 8 )

Równość (2 .1 2 8 )  ma rozw ią zan ie  r z e c z y w is te ,  j e ś l i :

i  r ) 2i . j  8x. ( T)f . (0 ,  u( T ) ) -  5 x 1( T ) f i ( 0 , u ( I ) )
L < - 1  ■ . , 1 £ * 1 i -  < r 2

f ( 0 , u ( T ) ) 2

Zastosowanie (2 .1 2 8 )  do oszacowania (2 .1 2 6 )  - j e s t  niewygodne, można j e d 
nak dT oszacować p rz e z  n ierów ność:

dT1 i  dT ^ dT2

gdzie f ( 0 , u ( T )  )dT.j + £x( T) j e s t  punktem s ty ć z n o ś c i  h ip e rp ła sz c z y z n y
normalnej do k ie ru n k u  w ek to ra  f ( 0 , u ( T ) ) .  z k u lą  ( 2 .1 2 0 ) ,  a f (O ,u (  T) )dT2  ̂
+ 6x(T) j e s t  punktem s ty c z n o ś c i  h ip e rp ła s z c z y z n y  ró w n o leg łe j  do k ie ru n k u  
wektora  f ( 0 , u ( T ) )  z k u l ą  ( 2 .1 2 0 ) .

Oszacowanie d r u g i e j  w a r i a c j i  w skaźnika ma p o s ta ć  id e n ty cz n ą  ja k  d l a  
problemu ze swobodnym stanem końcowym.

Dla p rzy k ład u  rozważny model uk ładu  jednowymiarowego, k tó reg o  model 
podstawowy j e s t  modelem liniowym danym w p o s t a c i  faz o w e j ,  a wskaźnik j a 
kośc i  j e s t  kwadratowy, t z n . :
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* n  = ?  s t x i -  * u 
1 = 1

T

J = i  |  ( x TQx t Su2 )d t 
O

r , : : ( a ; T ) )  = o ; i  = 1 , . .

f „ ( C , a ( 7 )  ) ~ b  u f  T)

i> = t u2( t)R 

Zbiór (2 .* Z««,’ j e s t  walcem:

** ~ 1

2  <5: 'iT)  * r 2

i , d r , ,  w y n o s z ą :

- r  sgr. [h u'f T)] -  S x  (T)
IZ, =  b- " TT7------------ 1—

aI:: - ' V ‘?!(TI

?o r. ‘ ew sż :

R u( T) - -  b ( ? ) ,  zetem:

.1 J  r . ożr . n  ¿ . ' j z a c i ra a  ‘ ¡ . : : : ez ;

l-iól < U b , ' r  .\ J | b  2  ; i ■-••;!!

,-dzie axp ( / ' T - t ; ,  j e s t  o o th tn i a  wierszem macierzy  t r e n z y c j i  exp(A(T-t)!
P o n ie w a ż  można p r z y j ą ć ,  żc n ie p e w n o ś ć  w y s t ę p u j e  j e d y n i e  w o s t a t n i m  rów

n a n iu  uztarUr rów n a ń  s te r ;u ,  o zetem :
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= O, 1 = 0 , 1 , . . . ,  r)-1

K I  <  £

Oszacowanie dJ  s i ę  u p ra sz c z a  do p o s t a c i :

r _ T T t
|d j |  «  f | e x p nn ( A ( ^ - t ) ) |  dt+2 j  j

L O 0 0

gdzie expj.( A ^ ( t - t i ) ) J e s t  o s t a t n i ą  koluir
** m

expnn (A ( t - £ ) )  o s ta tn im  j e j  wyrazem.
I l u s t r a c j ę  dopuszczalnych odchyłek ¿>x(T) c r a z  dx(T) w przypadku mo

delu drug iego  rzędu p rz e d s ta w ia  r y s .  3.

Rys. 3 .  Eopuszczalne odchyłki £ x ( T )  c ra z  dx(T) 
d i s  układu d rug iego  rzędu

F ig .  3 # Admissible v a r i a t i c n s  ó x ' 1 )  and d x ( l )  
f o r  the  secor.d o r d e r  system

2 . 2 . 4 .  Algorytmy s te ro w a n ia  w ykorzys tu jące  in fo rm ac ję  pomiarową 
o w ie lk o śc i  b łędu  modelu [1491. L151]

N ied o s ta tecz n a  Jakość s te ro w a n ia  nominalnego może być poprawione po
przez uw zględn ien ie  in f o rm a c j i  n ie  zawartych w modelu podstawowym, a do
stępnych w o b ie k c ie  i  e w e n tu a ln ie  uwzględnionych w modelu rozszerzonym. 
Część algorytmów w ykorzystu jących  tego typu  in fo rm ac je  o p a r t a  J e s t  na me
todyce s tosow anej w a n a l i z i e  Jakośc i  s te ro w a n ia  nominalnego. W przypadku 
p o d e j ś c ia  wrażliwościowego algorytm y tego typu w y k o rz y s tu ją  fu n k c je  wraż
l iw o śc i  pierwszego rzędu ( s te r o w a n ie  w rażliw e w sposób optymalny [81] , s t e 
rowanie s ą s ie d n i e  względem optymalnego [26] ) bądź wyższych rzędów (subcp-  
tymalne s te ro w a n ie  a d a p ta cy jn e  [186] ) .  Opisana w poprzednich  p a ra g ra fa c h  
metoda a n a l i z y  nasuwa pomysł w y k o rz y s ta n ia  in fo rm a c j i  c w ie lk o ś c i  v lub  e 
do poprawy s te ro w a n ia  nominalnego w problem ie liniowo-kwadratowym.
W s z c z e g ó ln o śc i  p o s ta c i e  algorytmów s te ro w a n ia  d l a  przypadków s te ro w a n ia  
nominalnego rea l izow anego  w u k ła d z ie  otwartym i  zamkniętym w ynikają  z ana
l i z y  fu n k c jo n a łu  optym alne j Ja k o śc i  i  id e i  tzw. s te ro w a n ia  prawie optymal
nego [56] .

|x^(Z)Qexpn (AT( t-£) )| di dtj

:ą macierzy exp,C‘A('t-C)), za:
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Zakładać będziemy, że model ma p o s ta ć  ( 2 .2 0 ) ,  gdz ie  A j e s t  m acie rzą  
s t a b i l n ą ,  (A,B) -  p a rą  s te ro w a ln ą  i  m ierzona j e s t  r ó ż n ic a  w yjść o b ie k tu  x 
(o tym samym wymiarze, co s t a n  modelu) o raz  s ta n u  modelu xm, t z n . :

2 . 2 . 4 . 1 -  Algorytm s te ro w a n ia  w przypadku r e a l i z a c j i  s te ro w a n ia
nominalnego w u k ła d z ie  otwartym

Minimalizowany wskaźnik j a k o ś c i  ma p o s ta ć :

M in im a l iza c ja  i u n k c j i  optymalnej ( 2 .3 0 )  odpow iada jące j  takiemu zadaniu  
da je  s te ro w a n ie  u (wzór ( 2 .3 1 ) .  Odpowiada to  zadan iu  n a d ą ża n ia  s ta n u  xm 
za w ie lk o ś c i ą  -  e .

P o s tać  s te ro w a n ia  i  w y s tę p u ją c e j  w nim w ie lk o ś c i  gg danej równaniem 
( 2 .3 2 )  s ta w ia  kon ieczność  znajomości e (£ )  w całym p r z e d z i a l e  ( a  więc 
w c h w il i  t  -  wprzód na odcinku [ t , l ]  ) lu b  j e j  przewidywania na podstaw ie  
ak tua lnego  pomiaru e ( t ) .  Wymaganie to  n i e r e a ln e  w przypadku c ią g ły c h  
układów dynamicznych os łab im y, dokonując e k s t r a p o l a c j i  e ( £ )  na p r z e d z i a 
l e  ( t , t + s ]  na podstaw ie  ak tua lnych  (ew e n tu a ln ie  również p r z e s z ły c h )  po
miarów i  zas tosu jem y s te ro w a n ie  zb l iż o n e  do optymalnego o p o s t a c i :

T T
(x TQx + u TRu)dt = » > f ^ xm + e ) TQ(xm + e )+ uTRu)d t

l°

us ( t )  = -  R- 1 BTK * m( t )  + R 1bT 8S( t ) (2 .1 2 9 )

gdzie  SgCt) j e s t  w a r to ś c ią  początkową ro z w ią z a n ia  rów nania :

gs (£ )  = -(A-BR- 1 BT£ ) T ggCE) + Qe(Z)*gg( t+ s  ) = O 

Z £ [t,  t+s )

( d l a  t  > T-s warunek końcowy n a le ż y  z a s t ą p i ć  p rz e z  gs (T) = 0 ) .  

W przypadku e k s t r a p o l a c j i  s ta ło w a r to ś c io w e j  mamy:

us o ( t )  = -  r " 1b^  xm( t )  + r_1bT e8o( t ) ( 2 . 1 3 0 )

g d z i e :

s
g80( t )  = -  |  exp [(A-BR- 1 BTK)Tz]dZQ e ( t )  =

0

= |(A-ER_1BTK)T|  _1 j l - e x p  [(A-BR"1BTK)T s] Q e( t) (2.131 )
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r * & - rV Obiekt

a) a

[(A - B R"Bt R )t ]h [I- e(A -B * V  Ki**)

bj

At" J - t

fc + S ^ T  

t + s > T
Rys. 4.. Schemat blokowy układu  s te ro w a n ia  ze s ta ło w ar to u c io w ą  e k s t r a p o 

l a c j ą  b łędu  e i  o tw ar tą  r e a l i z a c j ą  s te ro w a n ia  nominalnego
a) wymiar w y jś c ia  równy wymiarowi s ta n u  modelu, b) wymiar w y jśc ia  n iż szy

od wymiaru s ta n u  modelu
F ig .  4 .  Block diagram of th e  c o n t r o l  system with  z e ro -h o ld  e x t r a p o l a t i o n  
of the  e r r o r  and open-loop  r e a l i z a t i o n  of  the  nominal c o n t r o l
a) d im ension o f  the  o u tp u t  equa l  to  the  one of the  s t a t e ,  b) dimension 

of  th e  o u tp u t  low er than the  one o f  the  s t a t e
•6 ***** * , M  w 10*0* 60? ¡!a* -  ¿ 4  * !!„«. ~ H  '

Schemat blokowy układu  s te ro w a n ia  może być p rzeds taw iony  ja k  na rysur. 
ku 4a.

Podany a lgorytm  może być stosowany również w przypadku, gdy wymiai 
dostępnego ;• w y jś c ia  o b ie k tu  y j e s t  n iż sz y  n iż  s t a n  modelu, a mierzona 
j e s t  r ó ż n ic a  wyjść o b ie k tu  i modelu:

e = y -  C xm
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Wskaźnik j a k o ś c i  może być zap isany  w p o s t a c i :

T
( 2 .1 3 2 )

a zatem problem może być trak tow any  jako problem nadą ża n ia  w y jś c ia  za 
w ie lk o ś c ią  -  e .

S terow an ie  prawie optymalne ma wówczas p o s ta ć :

-1 T* -1 Tuo„ = "  R B*!( x + H B g (2 .-sc  c m °sc

gdzie  g=„ j e s t  rozwiązaniem w c h w il i  t  równania:s c

W przypadku e k s t r a p o l a c j i  s ta ło w a r to śc io w e j  schemat blokowy układu  s t e 
rowania ma p o s ta ć  ja k  na r y s .  4b.

Dobór' p r z e d z i a łu  e k s t r a p o l a c j i  s n ie  j e s t  p r o s ty  i  wymaga w za sa d z ie  
badań sym ulacyjnych. Jego d ł u g o ś ć . j e s t  kompromisem pomiędzy j a k o ś c i ą  s t e 
rowania prawie optymalnego ( z w ię k sz a ją c ą  s i ę  z wydłużeniem p r z e d z i a łu )  
a j a k o ś c i ą  e k s t r a p o l a c j i  ( z m n ie js z a ją c ą  s i ę  z wydłużeniem p r z e d z i a ł u ) .

P o s łu g u ją c  s i ę  modelem rozszerzonym o raz  oszacowaniami w ie lk o ś c i :

||ge ( t + s ) | | ,  | |0 ( t ,S )  -  e x p  [(A-BR-1 BTK) ( t - i} ] | | ,

IIu — u s II i  | |xm -  x g || p o d a n y m i  w [56] , a  t a k ż e  u w z g l ę d n i a j ą c ,  że

l|ee "  e sll < l l ^ t . t + 8 )ll llge ( t+ s ) | |  +

¿sc  = - ^ - BR" lBTKc )Tgsc  + CTQ e ; gs c ( t +s )  = O (2 .1 3 4 )

a Kc j e s t  usta lonym  rozwiązaniem równania R ic c a t ie g o :

Kc KCA -  ATKc + KcBR- 1 BTKc -  CTQC ; Kc( T) = O

t+S
+ [0T( t , S ) -  exp((A-BR-1BTK)T( t - t ) ) ]  e ( t )  +

0 4 6 4 1



Ile || < E, Ile || <  E*

otrzym uje  s i ę  w przypadku e k s t r a p o l a c j i  s ta ło w a r to ś c io w e j  oszacowanie 
r ó ż n ic y  J ( u s o ) -  J ( u )  ja k o :

T
|J(U80 ) -  J(G)| <  {  j | | u - u j  IIrIK IIuJ  + ||u|| ) +

+ i k  -  x s J  w < 2E + ii* j  + iix so in j

^  e x p ( -d s ) [T H 1+N5+sN6 +E '(TN 7+Nb+N9 e x p ( - d T ) )  .

* +N2+N3 e^P(.~a T}t-E' TK7+N8+N9e x p (-d T  ) )+N4 e x p ( -d T ) = A

gdzie  d dane j e s t  p rze z  ( 2 .4 1 a ) ,

-1  -1

a = ^ mi n( K ^  QK ^){  Ni>N2 , . . . ,  Ng z a le ż ą  od A,B,R,Q,E

a Ng, o raz  Ng, Ng dodatkowo od x ( 0 ) .

M in im a l iz a c ja  oszacowania  względem s pozwala o r i e n t a c y j n i e  ocen ić  
właściwy h o ry z o n t  e k s t r a p o l a c j i .  Można tego  dokonać ro zw ią zu ją c  równanie:
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i  p rzy jm ując

-TN^Ng-sNg+Ng+E'(TN7+N8+N gexp(-dT))(^  -  s )  = 0

0 i l e  znane j e s t  o g r a n ic z e n ie  d e fe k tu  s ta n u  v ,  t z n . : ||v|| wówczas
w ie lk o śc i  E i  E’ mogą być ocenione na podstaw ie  oszacowań:

t  t

l |e | |4 |A | |  || e || + |M|
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c z y l i :

T

I
O

E = Ć j  ||exp( A( T -  t ) )|| d t  
O

E* =£ jl + l|A || J  ||exp( A( T— t ) ) 11 d t j
C

Z .2 . i . 2 .  Algorytm s te ro w a n ia  w przypadku r e a l i z a c j i  s te ro w a n ia  
nonir .a lnegc w u k ła d z ie  zamkniętym

Zakładać bodziemy, że rccdel ma p o s ta ć  ( 2 .2 0 ) ,  a s t a n  o b ie k tu  da je  
sit ;  zr.pieac za pomocą równania ( 2 .2 3 ) .

M in im a l iza c ja  f u n k c j i  optym alnej ja k o śc i  ( 2 .2 6 )  prowadzi do s te ro w a n ia  
( 2 .2 7 ) ,  cc odpowiada rozw iązan iu  zadan ia  s t a b i l i z a c j i  w obecnośc i  za k łó 
ceń v.

S terow anie  t a k i e ,  a w szcz eg ó ln o śc i  z n a le z ie n ie  w a r to śc i  ) (dane j
równaniem ( 2 .2 8 ) )  w c h w il i  t  wymaga znajomości v w c a ł e j  p r z y s z ł o ś c i ,  
t z n .  w p r z e d z ia le  [ t ,  T] .

Z as tąp ione  ono z o s ta n ie  (podobnie jak w 2 . 2 . 4 .1 )  s terowaniem zbliżonym 
do optymalnego:

■ - “ ■’ ■ “ ł: ~ '' ! :   8“ . "'
u ( t )  = -  R- 1 3TK x ( t )  + R_1BT£c ( t )  (2 .1 3 5 )

■ • • • . .

wymagającym z ia jom orc i  v je d y n ie  z wyprzedzeniem o s ,  gdyż:

¿ c ( Z)  = -  (A-BR~1BTK)Tgc (?:) + K v( ł  ) • gc ( t + s )  = 0  (.2.136)

í e [ t ,  t+s)

J e ż e l i  m ierzona j e s t  r ó ż n ic a  s ta n u  modelu i  ob ie k tu  e ,  to  k o r z y s t a j ą c  
z f a k tu ,  że

v = é -  Ae

otrzymuje s i ę :

= Ke(  t ) -  e x p | ( A - 3 R _ 1 BTK ) Ts j  Ke(  t+s ] 

+ i  | [ a - B R “ 1 BTk ]  T e x p  [ (A-BR_ 1 BTi  ) Td] K +
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+ exp [(A-3R 1BTi5)Ti]  Ka|  e ( t+ L )d r  =

= K e ( t )  -  e x p  [ ( A - 3 R - ' 3 TS ) Te]  J C e ( t + s )  -  j  e x p  [( A-SR- 1  3TK ) T t ]  .

. QeCt+OdC (2 . 177)

W przypadku e k s t r a p o l a c j i  s ta ło w a r to ś c io w e j otrzymujemy ( r y s .  5 ) :

e c o ( t )  = -  [(A-BR_1BTK)T] " 1 j  I -e x p  [(A-BR"13TK)Ts]j KAe(t) ( 2 . 13fa )

a w przypadku w y k o rz y s ta n ia  pomiaru e ( t )  o raz  e ( t - p )  i e k s t r a p o l a c j i  
l in io w e j  otrzymamy:

Rys. 5 . Schemat blokowy układu s te ro w a n ia  z zam kniętą r e a l i z a c j ą  s te ro w a 
n ia  nominalnego i s ta ło w a r to ś c io w ą  e k s t r a p o l a c j ą  b łędu e

Fig. 5 . Block diagram of the  c o n t r o l  system w ith  ze ro -h o ld  e x t r a p o l a t i o n  
of  the  e r r o r  and c l o s e d - l c c p  r e a l i z a t i o n  of the  nominal c o n t ro l

gc1( t )  = -  [ (A-BR_13TK)T]“ 1 i ( : - e x p  [Q -3R "1BTK)Ts] )  KAe(t) +

+ (  [(A-BR"13TK)T] ” 1 [T-exp((A-BR- 1 BTK)Ts )] Q -  s exp [(A -  

-  B R - V f t ) Ts] KA) .fc.-.^ . r ..e ( t r p) |  (2 .1 3 9 )

J e ż e l i  i s t n i e j e  możliwość różn iczkow ania  sygna łu  x wówczas można 
wyznaczyć v ( t )  i dokonać jego e k s t r a p o l a c j i .  Na p rzyk ład  w przypadku 
e k s t r a p o l a c j i  s ta ło w o r to ś c io w e j  otrzymujemy:

gco ( t )  = [(A-BR'1BTK)T] “ 1 [l-exF((A-BR~1BTK)TE )] K(x-Ax-Bu)
( 2 . 1  4 C )
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Wymaganie do tyczące  s t a b i l n o ś c i  m acierzy  A n ie  musi być s p e łn io n e .  Przy 
zwykłych za ło ż en ia ch  c s te ro w a ln o ś c i  i  obse rw alnośc i  modelu można go u s t a 
b i l i z o w a ć ,  obejmując go "optymalnym" sprzężeniem  zwrotnym.

Model opisywać będz ie  równanie :

xm = (A-BR"1BT£)xm + BR“ 1BTg c (2 .141 )

a o b ie k t  równanie:

x = (A-BR_1BTK)x + BR“ 1BTg c + v (2 .142 )

C z y l i :

e = (A-BR- 1 3 TK)e + v (2 .143 )

co prowadzi w przypadku s ta ło w a r to ś c io w e j  e k s t r a p o l a c j i  e do uk ładu  s t e 
rowania przeds taw ionego  za pomocą schematu blokowego na r y s .  6 .

P rzyk ład  2 :

Przykładowe p r z e b ie g i  zmiennych s ta n u  o raz  z a le ż n o ś c i  w a r to ś c i  wskaź
n ik a  od d łu g o śc i  ho ry zo n tu  e k s t r a p o l a c j i  d l a  obiektów opisanych modelami 
pierwszego i  d rug iego  rzędu  z zam kniętą r e a l i z a c j ą  s te ro w a n ia  nominalnego 
i  s ta ło w a r to śc io w ą  o raz  l in io w ą  e k s t r a p o l a c j ę  e p r z e d s ta w ia ją  r y s .  7 i 8, 
Obiekty symulowane s ą  komputerowo, p rzy  czym r ó ż n ią  s i ę  między sobą cha
rak te rem  w ie lk o ś c i  v .

P rzeds taw ione a lgorytm y s te ro w a n ia  mogą być zastosowane w sposób i t e -  
ra c y jn y  w przypadku s te ro w a n ia  r e p e ty c y jn e g o , t z n .  p rz y  każde j  k o l e j n e j  
r e p e t y c j i  można prognozować p rz e b ie g  w ie lk o ś c i  e na podstaw ie  poprzed
n iego p rz e b ie g u .  Takie postępowanie j e s t  sk u te c z n e ,  j e ś l i  e z a le ż y  w 
n iewielk im  s to p n iu  od s te ro w a n ia ,  a p roces  ma c h a r a k te r  pe r io d y c zn y .

Dla p rzedstaw ionych  algorytmów trudno  sformułować w sposób ogólny wa
ru n k i  s t a b i l n o ś c i .  W przypadku k ie d y  v n ie  z a le ż y  od s te ro w a n ia ,  wys
ta r c z y  zbadać s t a b i l n o ś ć  odpowiednich l in iow ych  układów.

Przykładowo, układ z r y s .  4a  o p i s u j ą  równania s t a n u :

-BR- 1 BTic BR_13 T [( A-BR- 1 BTK)T] " 1 j l - e x p  [( A-BR-1 BT£) Ts] j*C
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& Rh 8 t Obiekt

+

A-BR BrK
1

Rys. 6 .  Schemat blokowy układu  s te ro w a n ia  d l a  o b ie k tu  n i e s t a b i ln e g o  ze 
s ta ło w a r to śc io w ą  e k s t r a p o l a c j ą  b łędu  e

Fie. 6 .  Block diagram of  the  c o n t r o l  system w ith  u n s ta b le  p l a n t  and ze ro -  
-h o ld  e x t r a p o l a t i o n  of  th e  e r r o r

natomiast układ z r y s .  5 równania:

-BR- 1 BT£ -BR-1BT{k+[(A-BR-1BTŹ )T] ' 1 [ l-exp[(A -BR '1BT£ ) Ts]] ¿ a|
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Rys. 7 .  Przykładowe wyniki sy m u lac j i  a lgorytm u s te ro w a n ia  d l a  obiektów
o modelu pierw szego rzędu

F ig .  7 .  Exemplary r e s u l t s  o f  c o n t r o l  s im u la t io n  f o r  the  p l a n t  w ith  f i r s t
o r d e r  models

Rys. 8 .  Przykładowe wyniki sy m u lac j i  a lgorytmu s te ro w a n ia  d l a  obiektów
o modelu d rug iego  rzęd u

F ig .  8 .  Exemplary r e s u l t s  o f  c o n t r o l  s im u la t io n  f o r  the  p l a n t  w ith  second
o r d e r  models

A zatem s t a b i l n o ś ć  j e s t  zagwarantowana p rz e z  s t a b i l n o ś ć  m acierzy  A i  zwy
k łe  z a ło ż e n ia  o s te ro w a ln o s c i  i  obserwowalności modelu. W przypadku układi 
p rzedstaw ionego  na r y s .  6 s t a b i l n o ś ć  macierzy  A n ie  j e s t  wymaganaj jeś
l i  je dnak ,  co n a j c z ę ś c i e j  będz ie  m iało  m ie js c e ,  v zm ienia  s i ę  ze sterowa
niem, warunki s t a b i l n o ś c i  są  t rudne  dc u s t a l e n i a .
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Dla o b ie k tu  rozłożonego  wzdłuz jednego wymiaru sterowanego w s t a n i e  
ustalonym możliwy j e s t  pomiar e ( £ )  d la  Z > t ,  np. d l a  Z = T (n a  końcu) 
i  wówczas można k o r z y s ta ć  z p o s t a c i  s te ro w a n ia  u po dokonaniu i n t e r p o 
l a c j i  e p o t r z e b n e j  do uzyskan ia  ge ( t ) .

2 .3 .  ANALIZA JAKOŚCI STEROWANIA UKŁADÓW DYSKRETNYCH NOMINALNIE' 
OPTYMALNYCH [155]

2 . 3 .1 .  Wstęp

Wyniki p rzeds taw ione  w punkcie 2 .2  d l a  układów c iąg ły c h  są ważne rów
nież d l a  układów dyskre tnych  w c z a s i e .  Dlatego te ż  przedstawimy je  w n i e 
co sk rócone j fo rm ie  o g r a n ic z a ją c  s i ę  do i s to tn y c h  oszacowań i ew en tua l
nych szczególnych  w łasn o śc i  problemów dy sk re tn y c h .  Rozważane będą modele 
podstawowy ( 2 .9 )  i  ro zsz e rzo n y  ( 2 .1 1 ) ,  ( 2 .1 2 )  lub  ( 2 .1 3 ) ,  (2 .1 4 )  z II*II 
Euklidesową.

Model podstawowy wykorzystywany j e s t  do wyznaczania s te ro w a n ia  (w u k ła 
dzie otwartym) bądź prawa s te ro w a n ia  (w u k ła d z ie  zamkniętym) m in im alizu
jącego wskaźnik j a k o ś c i :  '•

N-1
J = 2  I ^ W k ) ,  u ( k )) (2 .1 4 4 )

k=0

przy czym z a k ła d a  s i ę ,  ż e :

DA 1. f ^  i  L^ są  dw ukrotnie różniczkow alne w sposób c i ą g ły  względem 
x (k )  i  u ( k ).

DA 2. I s t n i e j e  c i ą g  s te row ań  j u ( k ) j  m in im al izu jący  wskaźnik (2 .1 4 4 )  
d l a  modelu podstawowego.
W'przypadku d łu g ic h  horyzontów s te ro w a n ia  N—o« dodatkowo zak łada  
s i ę :

DA 3 . Model podstawowy i  ro zsz e rzo n y  są  asym pto tycznie  s t a b i l n e .

Podobnie ja k  w problemach c ią g ły c h  nazywać będziemy )u (k ) (  s te row a
niem nominalnym, odpowiadającą mu t r a j e k t o r i ę  *m(k )  -  t r a j e k t o r i ą  nomi
nalną, prawo s te ro w a n ia  P^C•)  t a k i e ,  źe. uik = Pk (xm( k ) ) ,  nominalnym p r a 
wem s te ro w a n ia .  Wartość wskaźnika odpowiadającą km(k )  o raz  u (k )  nazy
wać będziemy' nominalną w a r to ś c ią .

Podobnie ja k 'w  r o z d z i a l e  2 .2  , ocen iać  będziemy zarówno wpływ w ie lk o ś 
ci niepewności na  odchyłkę od w a r to ś c i  n o m ina lne j ,  c z y l i  r ó ż n i c ę :

A J  = l J ( v ) -  i (0 ) | (2 .1 4 5 )
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ja k  i  wpływ n ie d ok ładnośc i  modelu na odchyłką od w a r to . c i  op tym alne j ,  
c z y l i  r ó ż n ic ą :

= J ( v  ) -  S ( v  ) ( 2 .1 4 6 )

j ( v ) j e s t  w tym przypadku funkcjonałem  optymalnej jakc .ic i  d l a  modelu 
rozszerzonego  ( 2 .1 1 ) .

Rys. 9 .  I n t e r p r e t a c j e  zmiennych niepewnych w modelach rozszerzonych  dys
k re tnych  y; c z a s ie

P ig .  9 .  I n t e r p r e t a t i o n  of  u c e r ta i r .  v a r i - b l e s  in  the  extended d i s c r e t e - t i 
me models

Jak wspomniano, w przypadku modeli dyskre tnych  r ó ż n ic a  między modelem 
rozszerzonym ( .2 .11),  ( 2 .1 2 )  a ( 2 . 9 ) ,  ( 2 .1 3 ) ,  ( 2 .1 4 )  j e s t  mniej l s t o t r s  
n iż  w przypadku układów c i ą g ły c h .  Wyjaśnia to r y s .  9 .  S+ąd a n a l i z ę  prze
prowadzimy d l a  p ierw szego z tych m ode li .  Stosowana metod-'. a n a l i z y  również 
n ie  odbiega od p rz e d s ta w io n e j  d la  układów c i ą g ły c h ,  a mianowicie wykorzys

A
t u j e  pierv/szy i  d rug i  wyraz ro z w in ię c ia  w ie lk o śc i  Ad bądz A J .

2 . 3 .2 .  Ocena wpływu w ie lk o śc i  niepewności n& odchył.co od w a r to śc i  
nominalnej

Dla układów dyskretnyoh  prawdziwe są  w p e łn i  ana log iczne  tw ie rd z e n ia  
do tw. 2 . 1 ,  2 . 2 ,  2 . 3 .  Sformułujemy zatem n a s tę p u ją c e  tw ie rd z e n ie .

n r iE R D za ri i  2.6

Ocena pierw szego wyrazu ro z w in ię c ia  odchy łk i  od w a r to ś c i  nom inalnej 
ma t ę  samą w ar to ść  d l a  o tw a r te j  i  zam knię te j r e a l i z a c j i  s te ro w a n ia  nomi
nalnego i  za leży  je d y n ie  od o g r a n ic z e n ia  normy niepewności o raz  normy 
w ek to ra  sprzężonego wzdłuż t r a j e k t o r i i  n om ina lne j .  Oceny d rug ich  wyrazów 
r o z w in i ' - ' i a  są różne przy  różnych s t r u k tu r a c h  s te ro w a n ia  nominalnego.
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Pierwsza ró żn ic zk a  wskaźnika ja k o ś c i  od' w a r to śc i  nominalnej (p rz y  2 t -  
ożer.iach P/.1 , 2A?) ma p o s ta ć :

V _  1
- 1 OH,

_ p

gdzie pochodna h a m il to n ia n u :

K j , (x ,u ,v ,p )  = Lic( x ( k ) ,  u ( k )) + p T(k+1 ) | f k ( x ( k ) ,  u ( k ) )  + v,.j

l iczo n a  je  o t  -wzdłuż t r a j e k t o r i i  nom inalne j ,  a p (k )  j e s t  wektorem i p r z x- 
żonym, danym równaniem:

2Hk T
p < N > = 0

u zatem:
' " :}r'\ . ^ 9  ^ J ł f t  J  i  *

^  I 3 H’- I ’¿ -1
IdJl « 2  l g v f l b  v ( ! t , l < £  2  !b (k )ll

k=0 k=1

Z k o le i  druga r ó ż n ic z k a  wskaźnika od w a r to śc i  nominalnej w p rz y p a d k u  

r e a l i z a c j i  s te ro w a n ia  nominalnego w u k ła d z ie  otwartym ma ( p r z y  /u ło ż e n iu  
dokładnego nastawi* n ie  s te ro w a n iu ,  tzn. du(k) = 0)

wartość:

d2J = i  y  dx(> )*  -A-y dx(k)
2 , ± n 0 x ( k 7

gd z ie :

® r v
dx(k+i ) = ć 5 n f r  ,Jx(:':5 + v(r'-; *' dx(0) = 0 ■’ •

a zatem:

a2; «  \  i  2  ( 2
k=0 1=2 dx- .r .

j e s t  m acierzą  trar.zyi :ji rcwnanin (2.1 ■"
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Dla układu zamkniętego otrzymamy:

2 1 lh 1 A  0 P k T 0 2Hk
d J = ?  2 ^  dx<k ) + Bulk)l)x(k) +

0 P k T 3 2Hk 0 P k }
+ dx(k) (2' 152)

gd z ie  :

0 f k . ®f k ®pkdx(k+1 ) = f g j ^  + ^  ę z r t j )  dx(k )  + v (k ) ;  d x ( 0 ) = O (2 .153)

zatem :

? N- 1 k’ 1 I 0 2h

\ M < i s  2  2  K c ^  + o i l  2 | | - ^  + 
k = o [ i = 0  J  ®x ^ k )

0 P k T 0 2Hk 0 P k T 0 2Hk 0 P k M
+ 2(^ n n ) ^ T O ^ k j 5 + (^ n r i ) ( 2 *154)

gdzie  0a ( k , i )  j e s t  m acie rzą  t r a n z y c j i  równania ( 2 . 155) .

Dla szczególnego  przypadku problemów lin iowo-kwadratowych, w k tó ry c h :

f k ( x ( k ) ,  u ( k )) = Ax(k) + Bufk)

Ik ( x ( k ) ,  u ( k ) )  = x ( k ) T Qx(k) + u ( k ) T Ru(k)

( z macierzami Q,R -  symetrycznymi do d a tn io  określonym i)  po w y ższ y .rez u l
t a t  przy jm uje  s z c z e g ó ln ie  p r o s t ą  p o s t a ć .  Otrzymuje s i ę  m ianow icie :

N-1
M  « £ KII 2  N k) i> Ck.o)|| (2 .155)

k=1

g d z ie :  K(k) j e s t  rozwiązaniem różnicowego równania R ic c a t ie g o :

K(k) = Q + ATK(k+1 )A -  ATK(k+1)B(R + BTK(k+1 )B)~1 BTK(k+1 )A; K(N) = O
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a 0 ( k , i )  j e s t  m acierzą  t r a n z y c j i  równania:

xm( k+1 ) = jl -  B(R+BTK(k+1 )3)~13 TK(k+1 )j Axm(k )  (2 .1 5 6 )

Dla dużych horyzontów s te ro w a n ia  N — “= otrzym uje s i ę  (p rz y  zwykłych za
ło żen iach  o s t e r o w a ln o ś c i ) s ta c jo n a r n e  prawo s te ro w a n ia ,  w którym' K(k) 
za s tąp ione  j e s t  w a r to ś c ią  u s ta lo n ą  rozw iązan ia  macierzowego równania

A

R icca t iego  K. Z ałożenie  o s t a b i l n o ś c i  ( s p e łn io n e  d la  modeli obserwowal- 
nych i  s te row a lnych )  gw aran tu je  zb ieżność  sumy szeregu  w ( 2 . 155 ) t a k ,  że

|d j |  « 6 || x (0)|| ||k ||
||{t- b( r+btkb)_1btk)  a||

-  || |l-B(R+BTKB)- 1 BTK|i1 -  Hjl-BtR+B^KB)-  B̂ KjA.H 

Oszacowanie drugiego wyrazu ro z w in ię c ia  ma również bardzo p r o s tą  p o s ta ć :

Ió2jI < 2 ( ] : jj>j|-" )I|Q|| (2 .1 5 7 )
k=0

w u k ładz ie  otwartym 

oraz

2 K" 1 f K 1
ld2j| C 2  { 2  114Ck ,i )||?

k=C [i=1  J

2
||Q+ATK(k+1 )B( R

+ BTK(k+1 )B)- 1 3 TK(k+1 )A|| (2 .1 5 3 )

w uk ładz ie  zamkniętym.

Jak wspomniano, o g ra n ic z e n ie  sumaryczne w ynikające z e s ty m a c j i  p a ra 
metrów metodą na jm nie jszych  kwadratów j e s t  w przypadku modeli dyskretnych  
uzasadnione również d la  modelu rozszerzonego  ( 2 .1 1 ) ,  ( 2 .1 2 ) .  O gran iczenie  
zmiennej niepewnej ma wówczas p o s ta ć :

l|v||
,2

N-1
i 22  l |v (k ) | r  4  i,^ (2 .1 5 9 )

k=0

Przedstawione wyniki n ie  u le g a ją  z a sa d n ic z e j  zm ianie ,  zmieni r ; ę  ty lko  
postać  konkretnych oszacowań.
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r rz y k ła d  owo, p ie rw szy  -wyraz rozwinięcie . r e le ż y  oszacować w p c s t e e i :

I i-I  < ć 2 II’.-II ,  ' ( 2 . 16.C)

Podobnie zoir.& .oszaeswRĆ d ru g ie  wyrazy r o z w in ię c i a .

2 . 3 . 3 .  Cccna wpływ- r.: ¿dokładno.: u i - - d e : ,  na od chyłk-y od wcrto. oi 
optymalnej eź n ik r

Oeer.»» odchyłki (2.*.46.) w przypadku n ie j -  r i c w y  (¡ ' .d o b n ie  ;efc d la  
układów c ią g ły c h )  raco tyka r.fe znrczr.e t ru d n o a c i  z uwagi r.a p ro b le ry  zwią
zane z okre.. leniem oszacowań fu n k c jo n a łu  c p ty re l r .e j  i  iks. '-, i  - Ogra
niczmy s i ę  zatero de : r .u l izy  p ro b le ru  iiniows-kwa-drntowego.

Udowodnimy tw ie rd z e n ie  ur.slogiczr.e do tw ie rd z e n iu  2 .3 ,  c. s in  nowie c :

Tr;EH:2Ei:2  2.7

Ccer.;- odchyłk i wskaźnika od w s r to ń c i  optymalnej n-le zawiera wyrazów £ 
rzędu r.:':f>zega n iż  dwa.

uęwćd:

Zskłf.dejSiC i s t n i e n i e  s te ro w a n ia  optymalnego 0 d la  r.odclu r o z s z e rz o 
nego ctrzymujeray dJ = 0 ,  c zatem:

AJ

Uzyskane nierówno:- c i  będrj prawdziwe e f o r t i o r i ,  j e ń l i  s te row an ie  optymal
ne u z o s ta n i e  z a s tą p io n e  p rzez  ja k iek o lw iek  s te row an ie  u " l e p sz e "  od 
nominalnego u , - a  więc pozost:-.ną u ży teczne ,  gdy s te ro w a n ie  o p ty ia ln e  3 
r.ie i s t n i e j e .  Ocena d r u g ie j  w a r i a c j i  za le ż y  od s t r u k t u r y ,  w j a k i e j  r e a l i 
zowane j e s t  s te ro w e n ie  r.orrir.olne.

Drugą w a r ia c ję  n o in s  z a p is a ć  w p o s t a c i :

d 2 j  « j  2  j a x C i ) TQ d y ( . )  + d u ( i ) tr d u ( i ) J  ?:

gdzie  odchyłki dx( i ) i d . ( i ) c c ż ra  zdef in iow ać jako :

d u ( i ) = u d )  -  C i i ; 

ix (  1 ; = x( : ) -  x( )



. - r o o - e m  zn¡ ._ t ’ ; : i e n :  a  u ( ; }  ; e o t  v: p r c o l c i r . i e  l i n i o w o - k w a d r a t o w y m  p c do b r . y  
do z a g a d n i e n i a  r t - . b i l i z n c j i  w o b e c n o ś c i  z a k ł ó c e ń .

? u r . k c j c r . a ł  c p t y r . a _ r . e j  j a k o ś c i  m cż e  b y ć  z a t e m  z a p i s a n y  w p o s t a c i :

C ( v )  = ^  x_T K ( 0 ) x o + x X gv C K - ' )  -  " * ( 0 )

g d z i e :

t / k + l )  = AT | l - 3 ( R + 3 TK (Ii-k ;3)-1 BTK(K-k )j gy (k ) +

-  K ( N - k - 1 )  v ( t í - k - 2 ) ;  V = 0 , 1 , . . . , N - 1 ;  g y ( 0 )  = O ( 2 . 16 T )

P r o w a d z i  t o  d c  o k r e ś l e n i a  s t e r o w a n i e  o p t y m a l n e g o  w p o s t a c i :

u(  i  ) = -  ( 3 + 3 XK ( i  + 1 ) B ) ~ 1 3 T( K( i +1  ) Ax( i ) -  g y C S - i - 1  ) )  ( 2 . 1 6 4 )

O p t y m a l n ą  t r a j e k t o r i ę  o t r z y m u j e  s i ę  r . a t o n - i a s t ,  p o d s t a w i a j ą c  ( 2 . 1 6 4 )  do r ó w 
n a n i a  m o d e l u  r o z s z e r z o n e g o :

x ( i + 1 )  = j : - B ( R + B TK ( i  + 1 ) B ) _ 1 BTK ( i  + 1 )J A x ( i )

+ 3 ( R + B TK ( i + 1 ) 3 ) " 1 B Tg v ( N - i - 1  ) + v (  i  ) ( 2 . 1 6 5 )

x ( 0 )  = x . ( 0 )

Równani  a - d l a  o d c h y ł e k  x ( i ) ,  u ( i ) o r a z  v ( i )  m a j ą  p o s t a ć :

d x r ( i + 1 )  = k  d x r ( i )  + B d u r ( i )  + d v ( i )  ( 2 . 1 6 6 )

d x s ( i + 1 )  = A d x 0 ( i  ) + B d u n ( i )  + d v ( i )  ( 2 . 1 6 7 )

d x r ( 0 )  = d x E( 0 )  = O

g d z i e :

d u g ( i )  = — ( R + BTK ( i + 1  ) B ) ~ 1 BT( K( i  +1)  A d x s ( i )  -  gv ( N - i - 1 ) )

( 2 . 1 6 8 )



-  74 -

w przypadku r e a l i z a c j i  s te ro w a n ia  nominalnego w u k ła d z ie  zamkniętym
oraz

dur ( i )  = - (R  + BTK(i+1 )B)_1 BT(K(i+1)A d x ( i )  -  gv ( N - i - l ) )  (2 .1 6 9 )

gdzie

d x ( i  ) = x ( i ) -  xm( i )

d x ( i+ 1 )  = A d x ( i )  + B dur ( i )  + v ( i ) (2 .1 7 0  )

w przypadku r e a l i z a c j i  s te ro w a n ia  w u k ła d z ie  otwartym. Przy  czym podobnie 
jak  pop rzedn io :

Zatem d x ( i ) o raz  d u ( i )  są  p ro p o rc jo n a ln e  do v ( i ) ,  co prowadzi do 
s tw ie rd z e n ia ,  że oszacowanie (2 .1 6 1 )  s t a j e  s i ę  kwadratową f u n k c ją  £ .

Jawne wyrażenie  tego oszacowania j e s t  r a c z e j  skomplikowane, n a to m ia s t  
w ykorzys tan ie  numeryczne przedstaw ionych  wzorów n ie  p r z e d s ta w ia  i s to tn y c h  
t r u d n o ś c i .

Oszacowanie w a r to ś c i  fu n k c jo n a łu  optymalnej j a k o ś c i  J ( v )  j e s t  możliwe 
p rze z  z n a le z ie n ie  m inimalnej w a r to ś c i  tego fu n k c jo n a łu  względem w ie lk o ś c i  v. 
Mamy wówczas:

J  = Min J ( v )  < Min J ( v )  < J ( v )  (2 .1 7 1 )
v Ilv1l <£

Przyjm ując fu n k c ję  w p o s t a c i :

||v( i  Jl| ^ £ n a to m ia s t  ||d y( 1)|| < o £ ,  gdzie

O j e ś l i  v n ie  za le ż y  od u

2 j e ś l i  v za le ż y  od u
V.

uzyskuje s i ę  po zastosow aniu  równania programowania dynamicznego:

v ( i - 1 )  = -  £  p - 1( i - 1 ) p ^ ( i - 1 ) x ( i - 1 ) (2 .1 7 2 )
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J i _1 = x T( i - 1 )  [ p ^ i - 1  ) -  0 ,25  p | ( i - 1  ) ( P j 1( i - 1  ) ) TP2( i - 1  )] x ( i - 1  ) (2 .1 7 3 )

g d z ie :  P ^ ( i ) ,  ? 2( i ) ,  P j ( i )  dane są p rzez  równanie rek u rency jne  zawie
r a ją c e  pa ram etry  modelu podstawowego o raz  ro zw ią zan ia  równania R i c ć a t i e -  
go. Mimo iż  otrzymane w wyniku zas to sow an ia  wzoru (2 .1 7 2 )  w a r to śc i  v ( i )  
nie s p e ł n i a j ą  czasem n ie ró w n o ś c i :

| | v ( i ) | l < £ ,  ocena J ( v )  poprzez J = J Q

zgodnie z (2 .1 7 3 )  może być p rz y d a tn a .

P rzykład 3:

oraz

Przykładowo, d la  obiektów p ierw szego rzęd u  z różnymi w ar to śc iam i p a ra 
metrów i  różnymi rzeczyw is tym i p o s ta c ia m i  defektów  v ( i )  uzyskuje  s i ę :

X0 A B R Q N v( i ) e J (v ) J J(G)

- 0 .5 0 .5 1 1 1 5 x3( i ) 0.125 0.1626 0.1250 0.1416

-0 .5 0 .5 5 1 1 5 x3( i ) 0.125 0.1277 0.1250 0.1262

-0 .75 1 5 1 5 5 x5( i ) 0.422 1.1435 1.4146 1 .417

-0 ,75 1 5 1 5 5 s i n  x ( i ) 0 .6816 1.4469 1.4146 1.417

Oszacowania fu n k c jo n a łu  optym alnej ja k o ś c i  uzyskane t ą  drogą umożliwia
ją  ocenę możliwości uzyskan ia  optymalnej w a r to śc i  wskaźnika ja k o śc i  d la  
ob iek tu  opisanego  modelem rozszerzonym. Oszacowania te  jednak nawet d la  
tak p ros tych  obiektów przykładowych są  zbyt op tym is tyczne  i c z ę s to  n o a i -

A
nalna w ar to ść  wskaźnika ja k o śc i  J ( 0 )  d a je  le p s z ą  ocenę możliwości o p ty -  
malności s te ro w a n ia ,  a j e s t  ona znacznie  p r o s t s z a  do w yznaczania .  Podob-

A
nie oszacowanie w a r to ś c i  A J może być znaczn ie  g o rszą  m iarą  u t r a t y  op ty-  
malności s te ro w a n ia  na sk u te k  n ie d o k ład n o śc i  modelu n iż  AJ, a sposób oceny

A  A
AJ j e s t  znaczn ie  b a r d z ie j  złożony n iż  A J .  Tak więc ocena s t r a t  A J  ma 

n a j c z ę ś c i e j  je d y n ie  znaczen ie  jakośc iow e , n p . :  udowodnione tw ie rd z e n ie  
umożliwia s tw ie r d z e n i e ,  że s t r a t y  te  rosną  z kwadratem oszacowania w ie l 
kości v ( i ) .
"  | ( t - . ę - j i )  3  -  (5i)^xA(r+^)k>A2 ( s i r j j t j i r s  * .-n -  « • . ; -

l
2 . 3 .4 .  Algorytmy s te ro w a n ia  w ykorzystu jące  in fo rm ac je  pomiarową 

o w ie lk o śc i  b łędu modelu [150], (153). [155]

Podobnie jak w przypadku układów c iąg ły c h  uw zględn ien ie  in fo rm a c j i  
o w ie lk o śc i  b łędu  aproksymacji wprowadzanego p rze z  model może w sposób 
i s t o tn y  poprawić ja k o ść  s te ro w a n ia .  W przypadku problemu l in iow o-kw adra-
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towego a n a l i z a  fu n k c jo n a łu  optym alnej j a k o ś c i  d l a  modelu rozszerzonego  
prowadzi b ezpośredn io  do prawa s te ro w a n ia  w ykorzystu jącego  in fo rm ac je
0 w ie lk o ś c i  v lub  e .

'X przypadku układów dyskre tnych  w cz.asie b rak  możliwości pomiaru w 
c h w il i  i - t e j  w ie lk o ś c i  v (k )  lu b  e (k )  ' d l a  k > i ,  a tym b a r d z i e j  
d la  w szys tk ich  i  < k ^  N-1 powoduje kon ieczność  zas to sow an ia  prawa s t e 
rowanie. prawie optymalnego, p rzy  czym w a r to śc i  v ( k ) ,  e (k )  d la
1 < V: < k-t-s o k reś la n e  są  p rze z  e k s t r a p o la c j ę  ak tua lnych  w zględnie  p r z e s z 
łych pomiarów.

" a t c T i a c t  w przypadku układów dyskre tnych  w e tapach  (p ra cu ją cy c h  w 
s t a n i e  ustelonym) może być możliwe w ykorzys tan ie  do s te ro w a n ia  na i- tym  
« n p i e  pomiarów w szys tk ich  v (k )  lub  e ( k ) .

2 . 3 . A . I .  Algorytmy s te ro w a n ia  d la  układów dyskre tnych  w c z a s ie  

Zakładać będziemy, że model ma p o s ta ć  równania:
; ;XC S N  7 . w & i ł i s i s b  i n e i o i i i o o h  la p ff i& b *  i

xm(:k+1 ) = Axm(k )  + B u ( k ) ; k = , 0 , 1 , . . . ,N- 1 y ( 0 ) = x 0 (2 .173 )

t. i r. i mai izowar.y wskaźnik

^  2  x T(k)<Mk
k =0

p o s t a ć :

:) + uT(k)R u ( k ) L X  [ ’t .  i (2.174.)
! ii*, |

15 n ie  

o(k

rzor.a j e s t  ró ż n ic  

) = x ( k ) -  x ( k )Ul

a stanów (w yjść)  modelu 

; k = 1 , 2 , . . . . N

1 o b ie k tu •

(2 .175 )

o wskaźnik może być p rzedstaw iony  w fo rm ie :  

r-1
«■' = i  2  + e C k j j ^ f j r ^ k )  + e ( k ) )  + u T(k )R u (k ) )  (2 .176)

k=0

s te ro w a n ie  m in im a l izu jące  go:

u (■;, = -  (K + 3 TK(k+1 )B)‘ 1BT|K(k+1 )Axm(k )  -  gQ(N -k -1 ) j  (2 .177)

-  AT|l-3 (R + B TK(K-k)B)- 1 3 TK(K-k)j Tg0(k )  -  Q e(N -k-1); g; (C) = 0

(2.178)
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Taka p o s ta ć  s te ro w a n ia  j e s t  p rzy d a tn a  w przypadku o tw a r te j  r e a l i z a c j i  
s te row an ia  nominalnego. Ze względu r.a kon ieczność  znajomości lu b  przew i
dywania w ie lk o ś c i  e ( i ) będziemy na podstaw ie  pomiarów w obw ili  k ( lu b  
p rz e sz ły c h )  e k s t r a p o lo w a l i  e ( i )  w p r z e d z ia le  (k ,k+s] i  zastosujem y 
ste row an ie  prawie optymalne c p o s t a c i :

ug(k) = -  (R+BTj b r 1BTjK tó m(k )  -  Ss (N-k-1)j (2 .1 7 9 )

g d z ie :

gs (N -k-1)  = -  2  | [ (I-B (R +BTKB)“ 1BT̂ )a] ’j ' Qe(k+1 +i ) ( 2 . 13C)

W przypadku k > N-s na leż y  w m ie jsce  s p rzy  sumowaniu postaw ie
N-k.

Przykładowo, w przypadku e k s t r a p o l a c j i  s ta ło w a r to ś c io w e j  s te row an ie  
przyjmuje p o s ta ć :

us o (k )  = -  (R+BTi b r 1BTjKAxm(k)  -  ggo(N-k-1 j  (2 .1 8 1 )

ggo(K - l i - ! )  = -  2  j t a - S C R + S ^ s r ^ H ]  j  Qe(k) (2 .1 8 2 )

Okład s te ro w a n ia  można p r z e d s ta w ić  schematem ja k  na r y s .  10a.
J e ś l i "  s te ro w a n ie  nominalne rea l izow ane  j e s t  w u k ła d z ie  zamkniętym, 

można o b ie k t  o p isa ć  równaniem:

x(k+1 ) = Ax(k) + 3 u ( k ) + v ( k ) ; x (0 )  = xm(0 )  = xQ (2 .1 8 3 )

1 wykorzystać pos tać  prawa s te ro w a n ia  ( 2 .1 6 4 ) .
Sterowanie prawie optymalne z horyzontem wyprzedzenia  s j e s t  dane 

przez:
" i  { - ■

uc (k )  = -  ( R + B Ti ł B ) “ 1B T |KA  x(k ) -  g c(N -k -1 ) |  (2^184)

g^zie:

gc (N-k-1 ) = -  2  | [ f T- 3(R+BTb r 1BTlc)A] v (k + i )  (2 .1 8 5 )

(uwagi do tyczące  przypadku k >  N-s p o z o s ta j ą  w mocy).
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r< & ~ \ (Rt B TK B ) " B T

KA

Obiekt

—

E  i l ( I - B (R  + BTKB)'<BTk)AjT} 4:«0 *•

a

a-l

< x ) - (R+ BTK B i ‘BT

'S i  f[(I-B(R+BTKBr',BTk ) A r } J 
i-o

K A

Obiekt K(

■ 0 - "

-A)

b)

Rys. 10. Schemat blokowy układu s te ro w a n ia  dyskre tnego  w c z a s ie  ze s t a ł o -  
wartośc iow ą e k s t r a p o l a c j ą  b łęd u  e i a )  o tw a r tą  o raz  b) zam kniętą r e a l i 

z a c ją  s te ro w a n ia  nominalnego
F ig .  10. Block diagram of d i s c r e t e - t i m e  c o n t r o l  system w ith  z e ro -h o ld  
e x t r a p o l a t i o n  of the  e r r o r  and a)  oper.-loop, b )  c lo s e d - lo o p  r e a l i z a t i o n  

of nominal c o n t ro l

Poniew aż:

v (k )  = e ( k * 1 ) -  Ae(k) (2 .186)

wi ęc :

<+s) +.gc (N -k-1) = KAe(k) - | [ ( I - B ( R + B Ti(B)"1BTK)A] Tj  3-1 Ke(k 

+ 2  ł  < [l-B(R+BTKB)-1BTjl]A)T} |  X -  [l*B( R+3Ti b ) - 1 BTi(] TKa|  e (k+ l
1=1 I J  ̂ J «(2 .187)
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Hyc. 11. Schemat blokowy układu  s te ro w a n ia  dysk re tnego  w c z a s ie  ze s t a ł o -  
w artośc iow ą e k s t r a p o l a c j ą  v

?ig. 11. Block diagram of d i s c r e t e - t i m e  systems w ith  z e ro -h o ld  e x t r a p o le -
p o l a t i o n  of v

Tl przypadku e k s t r a p o l a c j i  s t a ło w a r to ś c io w e j e otrzymamy ( r y s .  10b):

e co(:l" k_1) = _ 2 | [ C - B ( R +BTKB)-1BTK a] j ^ I - A l e t k )  (2 .1 8 b )

^  ■ j 0'   ff; | r ~ i ....... i !  i
V.’y k o r z y s tu ją c  pomiar e (k )  o raz  e(k-1  ) można dokonać s t a ł o w a r t c s c i c -  

wej e k s t r a p o l a c j i  v ( i )  o trzym ując :

£cv U '-k -1 )  = "  2  | [ ( l - B ( R + BTKB)“ 1BTi c ) A ] ^ l K (e(k)  -  A e(k-1))

i=0 (2 .1 6 9 )

i układ s te ro w a n ia  p rzedstaw iony  schematem blokowym na r y s .  11.

' i\ ag:; j X T ’’ | i * f i jf j  !
2 . 3 . 4 . 2 .  Algorytmy s te ro w a n ia  d la  układów dyskre tnych  w etapach  

•pracu jących  w s t a n i e  ustalonym

Jak wspomniano, omawiane algorytm y s t a j ą  s i ę  s z c z e g ó ln ie  r e a ln e  w p rzy 
padku, gdy o p is  w p o s t a c i  równań różnicowych wynika n ie  z dyskre tnego  czasu 
lub d y sk re t .yzac j i  czasu  c i ą g łe g o ,  l e c z  z n a s tę p s tw a  w p r z e s t r z e n i  w przy
padku p rocesu  w ieloetapowego rozważanego w s t a n i e  usta lonym ( p .  n p . :  [26],
[44] ) .  P rzyk łady  tego  typu procesów spotykane są  np. w i n ż y n i e r i i  chemicz
nej ( c i ą g i  wymienników c i e p ł a ,  e k s t ra k to ró w ,  m ieszaln ików  i t p . ) .

Zauważmy, że w przypadku tego typu  procesów r e a ln y  j e s t  bezpośredn i po- 
niar d e fe k tu  v ( k )  p rzy  zas tosow aniu  modelu, gdyż w ie lk o ść  x ( k + l ) ,  t z n .  
stan na w yjśc iu  danego e lem en tu ,  j e s t  zazwyczaj m ie rzona .  Umożliwia to
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2 . Schemat układu s te ro w a n ia  procesem dyskretnym v; e tapach  w s t a n i e  us ta lonym : a) w ykorzystu jącego  
model p r z e s t r z e n n y  o raz  b) z bezpośrednim wyznaczaniem b łęd u  równania v

2. Block diagram of d i s c r e t e - s t a g e  p ro ce ss  a )  u s in g  s p a t i a l  model and b) w ith  d i r e c t  d e te rm in a t io n
of  the e r r o r  o f  s t a t e  e q u a t io n s
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b ezpośredn ie  w ykorzys tan ie  v;2oru (2 .1 8 5 )  ze s ta ło w a r to śc io w ą  e k s t r a p o l a 
c ją  v ( i ) .  Co w ię c e j ,  w w ie lu  przypadkach do s te ro w a n ia  na k-tym c-tep" e 
można wykorzystać  in fo rm ac ję  o w ie lk o ś c i  e ( i )  lu b  v ( i )  d la  w szys tk ich  
elementów występujących  po k- tym . Umożliwia to  w ykorzystan ie  algorytmów 
s te row an ia  optymalnego: (2 .1 7 7 )  lu b  (2 .1 6 4 )  w z a le ż n o ś c i  od sposobu r e 
a l i z a c j i  s te ro w a n ia  nom inalnego. Pierwszy z tych  algorytmów, w ykorzystu
jący  model p r z e s t r z e n n y  o s t r u k tu r z e  t a k i e j  ja k  o b ie k t ,  można p rz e d s ta w ić  
za pomocą schematu jak na  r y s .  12a. W przypadku zas tosow ania  drug iego  z 
algorytmów pożądany byłby model n ie  s tanow iący  obrazu  p rocesu  ( t z n .  ciągu  
połączonych ze sobą elementów), l e c z  s łu ż ą c y  do bezpośredn iego  wyznaczenie 
v(k) z r e l a c j i :

v (k )  = x(k+1 ) -  7x(k)  -  Eu(k)

Układ s te ro w a n ia  odpowiadający takiemu algorytmowi można p rze d s taw ić  
za pomocą schematu jak  na r y s .  12^5.

Model p r z e s t r z e n n y  układu prowadzi wprawdzie do natychmiastowego wyzr.r- 
czania  w ie lk o śc i  e( i ) lu b  v ( i ) ,  a l e  j e s t  z r e g u ły  trudny  do z r e a l i z o 
wania. N a jc z ę śc ie j  musi być z a s tą p io n y  modelem realizowanym komputerowo 
i mającym c h a r a k te r  szeregowy w c z a s i e .  Powoduje to  kon ieczność  ' t e r a c y j -  
nego s to sow an ia  a lgory tm u. W k o le jn y c h  i t e r a c j a c h  zmienia s i ę  er.ły c lą  
sterowań ( w a r i a n t  1 ) lub  ty lk o  jedno s te ro w a n ie  p o zo s taw ia jąc  p o zo s ta łe  
niezmienione ( w a r i a n t  2 ) .

J

f

4

4
•  j / # r .  n o m m o / n t  

±  X Algorytm 2

1

t -

4- Algorytm 1

o - a a  6»t.o rm f.o o •  1-0 
X 7 x(0)- -0.s

f
*  v(i)*4inx(tl 

X  X  tc * 4 »

b j J

t:s
•  Stor. nomina/no 
X  Algorytm 1  
4  Algorytm 1

1
<¡•03 b " 1.0 r"f-0 yf J >  

Afo¡ -  -O.s

x  *  *  *  *  *  . .3

$.9
v ( i )  3  e

f 1 3 4 3 9 ^ 9 »  10 A

Rys. 13. Przykładowe z a le ż n o śc i  zr.ien warte śe. ws*ażńi}e ja k o śc i  cć l i c z 
by i t e r a c j i  .dla p rocesu  p ięcioe tapow ego symulowanego komputerowo

Fig. 13. Exemplary r e l a t i o n s  between a va lue  ci the- perform ance index and 
the number of  i t e r a t i o n s  f o r  f i v e  s t a g e s  p rocess  s im u la ted  by computer
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P rz y ję ła d  4 :

Rys. 13 p rze d s taw ia  przykładowe z a le ż n o ś c i  zmian w a r to ś c i  wskaźnika 
j a k o ś c i  od l i c z b y  i t e r a c j i  d la  p ięc ioe tapow ego  p rocesu  symulowanego kom
puterowo op isanego  modelem skalarnym przy różnych p o s ta c i a c h  d e fe k tu  v (k ) .  
Wyniki o b l ic z e ń  symulacyjnych d la  różnych w a r to ś c i  parametrów, różne j  
l i c z b y  kroków i  defektów d la  modelu sk a la rn e g o  o raz  modeli d rug iego  r z ę 
du p rze d s taw ia  p on iż sza  t a b e l a .

Param etry A = 0 . 5 B = 1
OIICĆ.o

i * . 1 - 0  *0 = -  0 .5

v ( i  ) = s i n  x( i )

Warto ¿c i  wskaźnika

l i c z b a l i c z b a a l g .  s t e r . Alg. s t e r . a l g .  s t e r . s t e r .
e tapów i te  raco i (2 .1 7 7 ) (2 .164 ) (2 .1 6 4 ) nominalne

•wariant I w a r ia n t  I I

■ 1 2 " 3"" '4 5 6
1 0.7419 0.7169 0.6580

3 2 0.6170 0.6300 0.6263 1 .152

3 0.6144 0.6266 0.6266

1 7.7065 5.5782 2.3062
C 3 2.3930 1.5860 0.6740 2.7341

5 0.7590 0.7116 0.6774

v( i  ) = x ( i ) 3

1 0.3275 0.3259 0.3250 0.3357
3 2 0.3253 0.3249 0.3249

1 0.3323 0.3268 0.3252 0.3361
5 3 0.3269 0.3252 0.3252

Q 1 0.3336 0.3268 C.3252 0.3362
3 0.3270 0.3252 0.3252

v ( i  ) = -  ie

■7 1 0.7231 C.7144 0.6764 1.4410
2 C.6B05 0.6764 0.6764

C 1 0.9220 0.3177 0.7155 1.5471
3 0.7311 0.7157 0 . 7 1 55

10 1 0.9682 0.3302 0.7166 1.5500
3 0.7470 0.7211 0.7166
5 0.7350 0.7167 0.7166

Parametry A. =  1 .0 3 = 1 .0  R =  1.0 O  _  CI O  -yv x Q =  -  0 ,5

v  (  i )  = x ( i ) 3

5 'C 1.7340 1.5336 1.5633 .664 /
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V 2 ¿ - 1E-----

v U ) = e * Tl ( j

5 10 2.4302 2 .1 2 U 2.1193 10.3356

\ ( i ) =
_ -i£

5 10 i . e u e 1 L15 1 .6415 6.0511

Parametry = 1.0  3 = c " = r\ fs = 5 .0 X, = -  0.73

y{ ir
7

vv - ; T
5 10  ̂ n ~ r. 1«i . c c j ; lvCf W 2 .86TC

Parametry ' 1 = 0 .5  3 s 1. Z h = n- r*t J  ^ = 1 .0 x o = -  C. 3

v ( i ) = Fin XCi
■N r r' rC .6^00 C. ?c8 1 .1  ̂2 >

Obiekt I I  rzędu

p  C .5’ '0 '2 .0 r\

Parametry /• =
.0.5 -0.3-

3 =
.1 a n

'  -
2.0.

a = 1.0

Warunki
początkowe. V =

0

X2( i  )3
l i c z b a  etapów 5 
l i c z b a  i t e r a c j i 10

^ ( 0 )  oc-CC) alef. s t e r .  ( 
wari or.t

2 .164) a l g .  s t e r .  (2 .1 6 4 )  s t e r .  
w a r ia n t  Zi nominalne

-0.25 -C.25 0.2835 C.263S 0.2644

U\O
J

OIer»

oi 1 .6553 1.6596 1 .8601

V = Sil. x2( i )

-0.25 - 0 .2 5 0.3337 0.3327 0.5104

0 -0 .5 0 2 0
Parametry A = 3 = 5 = Ii = 1.0

_C.5 -O.?] . 1 . .0 2.

'0 “

x 2( i )3

-0.25 -0 .2 5 0.2843 0.2843 0.2648

-0.9 - 0 .2 5 1.8675 1.8675 1.8679



3  = ~ _
* r\ 1 '**_ ' •  ^  — ' • V  _ . 1 . . c

x2( i Y

-0.75 -0.-75 10.5297 10 .6168 1-4.0431 4

-0.75 -0.9 14.7296 21 .0068 32.7298

r .
0

V =

sir, x7( i )
u

-0.75

C*-01 11.1143 11.1894 39.8596

Algorytm w ykorzystu jący  s te row an ie  nominalne x'enlizowar.e w u k ła d z ie  
zamkniętym (2 .1 6 4 )  j e s t  e fe k ty w n ie js z y  r.iż algorytm  w ykorzys tu jący  s t e r o 
wanie rea l izow ane  w u k ła d z ie  otwartym ( 2 .1 7 7 ) ,  p rzy  czym efektyw ność a l 
gorytmu w stosunku  do s te ro w a n ia  nominalnego j e s t  s z c z e g ó ln ie  widoczna 
d l a  układów n i e s t a b i ln y c h  w s ta r . ie  otwartym. Porównując dwa w a r ia n ty  a l 
gorytmów można s t w ie r d z i ć ,  że wybór jednego z nich  z a le ż y  od c h a r a k te ru  
d e fe k tu  o raz  parametrów modelu podstawowego. Przykładowo, j e ś l i  p rzew i
dujemy, że za le żn o ść  v ( i )  od s ta n u  j e s t  n ie w ie lk a ,  w a r ia n t  I I  d a je  wyraź
n ie  le p sz e  r e z u l t a t y .  W ariant te n  jednak cechu je  s i ę  s i l n ą  z a le ż n o ś c ią  
efektów  s te ro w a n ia  od p r z y ję te g o  p r z y b l i ż e n i a  początkowego s te ro w a n ia .

P rzedstaw ione  algorytm y mogą być stosowane również jako algorytm y nu
merycznego wyznaczania s te ro w a n ia  m in im al izu jącego  kwadratowy wskaźnik 
ja k o śc i  d la  obiektów o modelach n ie l in io w y c h . Wówczas p o s ta ć  d e fe k tu  j e s t  
znana i  wykorzystywana do popraw ian ia  s te ro w a n ia ,  k tó reg o  pierwszym przy
b l iż en iem  j e s t  s te ro w a n ie  optymalne d la  l in iow ego  p r z y b l i ż e n i a  modelu.

2 .4 .  UWAGI KO/i CO WE ROZDZIAŁU

Podstawowym r e z u l ta te m  a n a l i z y  ja k o śc i  s te ro w a n ia  o p a r t e j  na modelu 
niorćwr.oćciowym niepewności j e s t  f a k t ,  i ż  w przypadku o g r a n ic z e n ia  błędu 
aproksymacji n ie za leż n eg o  od s te ro w a n ia  oszacowanie wpływu tego b łędu  
no ja k o ść  s te ro w a n ia  musi byc dokonane na podstaw ie  wyrazów d rug iego  r zę 
du (w ro z w in ię c iu  w sk aź n ik a ) .  V.' przypadku bowiem oceny w a r to ś c i  wskaźnika 
ja k o ś c i  w stosunku  do nom inalnej (op tym alne j  d l a  modelu podstawowego)



wartość oszacowania wyrazów pierwszego rzędu n ie  za le ży  od s t r u k t u r y ,  
w k tó r e j  rea l izow ane  j e s t  s te ro w a n ie .  Natom iast w przypadku, gdy ja k o ść  
oceniana j e s t  w s tosunku  do optym alnej d l a  modelu rozsz e rzo n e g o ,  w ie lkość  
o k r e ś la ją c a  s t r a t y  n ie  zaw iera  wyrazów rzędu n iż sze g o  n iż  d r u g i .  Wniosek 
ten r.ie j e s t  prawdziwy wówczas, gdy o g ra n ic z e n ie  b łędu aproksym acji  z a l e 
ży od s te ro w a n ia .  P rzykład  tego  typu oszacowań, wynikających n p . : z t r a n s -  
tnitancyjnego modelu podstawowego ( l in io w e g o ) ,  z o s t a ł  również p rze d y sk u to 
wany w p r a c y .  Należy zauważyć, że c z ę s to  (aczko lw iek  o g ra n ic z e n ie  b łędu  
aproksymacji jawnie n ie  z a le ż y  od s te ro w a n ia )  można s tw ie r d z i ć ,  iż  w ar to ść  
tego o g r a n ic z e n ia  j e s t  in n a  w przypadku s te ro w a n ia  w u k ła d z ie  otwartym 
niż w zamkniętym.

J e ś l i  przykładowo s tw ie rd z a  s i ę ,  źe w przypadku s te ro w a n ia  w u k ła d z ie  
otwartym:

¡Ml «  £r

a w przypadku s te ro w a n ia  w u k ła d z ie  zamkniętym:

Ml < < £r

to oszacowania wyrazów pierwszego rzędu 6ą również różne i  można oszaco
wać (przykładowo dla modeli ciągłych w c z a s ie ):

T T
|6 Je l 4 e8 j  ||P|] dt < £ r | ||p||\ dt (2 .190)

O O

Innym zagadnieniem wymagającym komentarza j e s t  założenie o równości 
wymiaru stanu modelu podstawowego xB i  wyjścia modelu rozszerzonego x .
Założenie to nie j e s t  wykorzystywane we wszystkich rozważaniach, s ta je  
się isto tn e  w przypadku r e a liz a c j i  sterowania w układzie zamkniętym. Jak 
wspomniano we w stęp ie, założen ie to może być usprawiedliwione podejściem  
do problemu niepewności występującym w ca łe j pracy, związanym z przyjęciem, 
lż model przyjęty do projektowania optymalnych układów powinien zawierać 
Jedynie zmienne dostępne w obiekcie bądź odtwarzalne, umieszczając pozos
tałą dynamikę w "niepewności". Zauważmy jednak, iż  przy takim sformułowa- 

iniu problemu n ie rezygnujemy z wykorzystania obserwatorów stanu. Wówczas 
równania obserwatora dołączane aą do równań modelu podstawowego, a ocena 
błędu obserwacji wykorzystywana je s t  w modelu rozszerzonym.

Dla p rzy k ła d u  p rześledźm y zas tosow anie  o b se rw ato ra  Luenbergera [99] 
przy tw orzen iu  modelu podstawowego ( l in io w e g o  s ta c jo n a r n e g o )  i  ro z s z e r z o 
nego -  p .  r y s .  14. (Zauważmy je s z c z e  r a z ,  że w ykorzys tan ie  obse rw ato ra  ma 
»enB je d y n ie  w przypadku s te ro w a n ia  w u k ła d z ie  zamkniętym).
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Rys, 14 , Model podstawowy i ro zszerzony  o b ie k tu  z obserwatorem lu e n b e r -
gera

F ig .  14. Basic and extended model of the p l a n t  w ith  Luenberger o b se rv e r

Przypuśćmy, że zmienne s ta n u  o b ie k tu  s p e ł n i a j ą  równanie ( 2 .2 3 ) ,  w k tó 
rym v j e s t  nieznanym defektem s ta n u  względem, równania l in iow ego  ( 2 .2 0 ) .  
Mierzona n a to m ia s t  j e s t  p-w.ymiarowa kombinacja zmiennych x (p  < n j  o 

p o s t a c i :

y = Cx

Zastosujemy es tym a to r  zmiennych s ta n u  o p o s ta c i  :
.1 r■B.iHAt a 5f S -10 « -.wasi, «¡31*3 «'

% + S2 y

(2 .191)

(2 .192)

gdz ie  ^  j e s t  wyjściem obse rw ato ra  okreś lonego  równaniem: 

i  =. + S3 Bu + S4 y ; (2 .193)

i-t ¡< > i i . . r
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przy czym zachodz i :

DSj -  S3A + S^C = 0

Sj + Sj 0 — X

a E j e s t  asym pto tycznie  s t a b i l n ą  m acie rzą  ob se rw a to ra .
Przyjmujemy nominalne prawo s te ro w a n ia  w p o s t a c i :

—  1 T au = -  R B Kx 

Otrzymujemy:

i  _ n  c .  12 .194 j

Znając oszacowanie normy d e fe k tu  v je s te śm y  w s t a n i e  oszacować | |e= ||oraz

otrzymujemy model- ro zsz e rzo n y  w p o s t a c i  ana l izow ane j  w punkcie  2 .2 .
Mimo że celem r o z d z i a łu  było  pokazanie  za s to sow an ia  modelu n ierów noś- 

ciowego do a n a l i z y  skutków s te ro w a n ia  nom inalnego, to  jednak  p rzeds taw iono  
w nim również sy n te zę  algorytm u s te ro w a n ia ,  w ykorzystu jącego  dodatkową i n 
formację pomiarową o w ie lk o śc ia c h  c h a ra k te ry z u ją c y c h  n iepewność. Uczyniono 
tak ze względu na f a k t ,  że p o s ta ć  algorytm u wynika b ez p o ś red n io  z a n a l iz y  
funkcjonału optym alnej ja k o ś c i  d l a  modelu ro zsz e rzo n e g o .  Algorytm te n  wy
daje s i ę  być s z c z e g ó ln ie  p rzyda tny  w s te ro w a n iu  układami wieloetapowymi 
dyskretnymi pracu jącym i w s t a n i e  usta lonym , przy czym jego w e rs je  w ykorzys- j  
tujące model cyfrowy mają c h a r a k t e r  z b l iż o n y  do s te ro w a n ia  r ep e ty cy jn e g o  
[192] . N ie s te ty  na leży  p rzy z n ać ,  że sform ułowanie warunków s t a b i l n o ś c i  

rozważanych algorytmów j e s t  t rudne  i  n ie  zawsze możliwe.

12.195)

Model ro zsz e rzo n y  może być p rzeds taw iony  obecn ie  w p o s t a c i :

X = U  -  BR 1B TX ) x -  BR- 1 BTKe + v <.2.196;

Podstawiając v = v -  BR- 1 BTKe i  oszacowując

Hyli « i (.2.197 ;

<



3. ZASTOSOWANIE MODELI NIERÓWNOSCIOWYCH DO SYNTEZY ALGORYTMÓW STEROWANIA

3 .1 .  MODELE I  CELE STEROWANIA W WARUNKACH NIEPEWNOŚCI

Modele n ie  równość i  owe n iepewności wykorzystywane w r o z d z ia le  2 do ana
l i z y  efektów s te ro w a n ia  nominalnego lu b  jego k o re k ty  mogą być również pod
stawą sy n te zy  algorytmów s te ro w a n ia  w ykorzystu jących  model ro zsz e rz o n y .

Wprowadzenie n iepew ności do modelu s tanow iącego podstawę p ro jek tow an ia  
układu s te ro w a n ia  powoduje jednak ,  i ż  zmienne s ta n u  w ystępu jące  w tym mo
delu  również s t a j ą  s i ę  zmiennymi niepewnymi; p o c iąg a  to  z k o l e i  f a k t ,  iż  
wskaźnik j a k o ś c i ,  k tó reg o  m in im a l iz a c ja  j e s t  celem s te ro w a n ia ,  p r z e s t a j e  
być funkcjona łem , a s t a j e  s i ę  zmienną niepewną, i  jako t a k i  n ie  może pod
le g a ć  m in i m a l i z a c j i .  Konieczne j e s t  wówczas wprowadzenie d e t e r m in i s ty c z 
nej ( ś c i ś l e j  -  m ającej p o s ta ć  fu n k c jo n a łu )  miary w skaźnika .  Ponieważ n ie -  
równościowy model n iepew ności powoduje, że zmienne niepewne mają ch a rak 
t e r  zbiorów, ta k  więc wprowadzone wtórne wskaźnik i j a k o ś c i  powinny mieć 
c h a r a k te r  punktowej oceny z b io ru  w a r to ś c i  wskaźnika j a k o ś c i .  Podobieństwo 
formalne stosowanych modeli  n iepewności do tzw. modeli o ro z k ła d z ie  ogra
niczonym, n p . :  [13] , [21] -[24] , [57] , [136] , [137] , [195] , umożliwia sko
r z y s t a n i e  ze stosowanych w tym z a k r e s ie  po d e jść  minimaksowych (np .  : [24],
[79] , [126] , [131] , [195] ) bazu jących  na p esy m is ty c zn e j  ocen ie  wskaźnika
ja k o ś c i .  S pecy f ik a  w ystępujących  o g ra n ic z e ń  na zmienne niepewne w p rz y 
padku norm sumacyjnych umożliwia bez p o śred n ie  zas tosow anie  wyników t e o r i i  
n iekooperacy jnych  g i e r  dynamicznych (np .  : [15] )• Wynikające s tą d  a l g o r y t 
my 8 te row ani a będą omawiane w r o z d z i a l e  3*2. Nierównościowy model niepew
n o śc i  o k r e ś l a j ą c e j  b łąd  aproksym acji  wprowadzany p rz e z  model podstawowy 
może być również wykorzystywany p rzy  d a l s z e j  i d e n t y f i k a c j i  i  tw orzeniu  
poprawionego modelu. Dokonuje s i ę  tego  poprzez es tym ac ję  zbiorów parame
trów modelu. W r o z d z i a l e  3 . 3 ,  b az u ją c  na nierównościowym o g ra n ic z e n iu  su- 
macyjnym b łędu  ap roksym acj i ,  wyznaczamy model ro zsz e rzo n y  z parametrami 
scharakteryzowanymi p rzez  modele nierównośoiowe. W przypadku o g ran ic ze ń  
chwilowych jednym z możliwych p o d e j ść  do problemu sy n te zy  s t a j e  s i ę  pro
jek tow anie  s te ro w a n ia  gw aran tu jącego  zadaną w ar to ść  w skaźnika ja k o ś c i  
(np .  i [27], [179], [184], [185] ) .  Algorytmy s te ro w a n ia  gw aran tu jącego  za
dany k o s z t  zastosowane do modeli z nierównościowymi ogran iczen iam i (chwi
lowymi) d l a  zmiennych niepewnych zaproponowane w p racach  [170] , [174] ana
l izow ane s ą  w r o z d z i a l e  3 . 4 .  S yn teza  algorytmów baz u je  na  możliwości za
s to sow an ia  " ta n ie g o "  ( t z n .  n ie  uwzględnionego we wBkaźniku j a k o ś c i )  dodat- 

, kowego s te ro w a n ia .
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Inne p o d e j ś c i e  do problemu sy n te zy  może być trak tow ane  ja k  r o z s z e r z e 
n ie  problemu minimaksowego. Zakłada ono, że zmienne niepewne n ie  d z i a ł a j ą  
zdecydowanie p rzec iw  s te ro w a n iu ,  l e c z  mogą być oceniane jako kombinacja 
pesymistycznego i  op tym istycznego  oezacowania. Prowadzi to  do algorytmów 
s te row an ia  z zadanym stopniem ryzyka zaproponowanych p rz e z  a u t o r a  w [155] , 
k tórych  znaczen ie  wydaje s i ę  być jednak  og ran iczone  ze względu na t r u d 
ności numeryczne związane z wyznaczaniem tego  typu s te row ań  mimo możliwości 
w ykorzystan ia  pewnych standardowych algorytmów programowania matematycz
nego [66] , [175] •

B io rąc  pod uwagę f a k t ,  że m in im a l iz a c ja  w skaźnika stanow i c z ę s to  je d y 
nie n a rz ę d z ie  p ro je k to w a n ia  a  n i e  c e l  s te ro w a n ia ,  w r o z d z i a l e  3 .5  dysku
tujemy problem możliwości innych n iż  op ty m a liz ac y jn e  formułować zagadnień  
syntezy  s te ro w a n ia  w przypadku s to so w a n ia  modeli z n iepew nośc ią ,  a n a l i z u 
jąc  możliwość w y k o rz y s ta n ia  w tym c e lu  tw ie rd z e ń  o punktach s t a ł y c h .

3 . 2 .  ZASTOSOWANIE TEORII GIER N1EK00PERACYJNYCH DO SYNTEZY STEROWANIA 
BEZPIECZNEGO [165] , [169] , [177]

I n t e r p r e t a c j a  s te ro w a n ia  jako  "gry p rzec iw  n a tu rz e "  w ystępu je  cz ę s to  
w l i t e r a t u r z e  d o ty c z ą c e j  sy n te zy  s te ro w a n ia  zarówno k la sy cz n eg o ,  ja k  i  
adap tacy jnego .  Dopiero jednak wprowadzenie modelu n iepewności jako modelu 
przec iw nika  w grze umożliwia w ykorzys tan ie  wyników t e o r i i  g i e r  w zagadn ie 
niach sy n te zy  algorytmów s te ro w a n ia  optymalnego w warunkach n iepew nośc i.  
N a jc zę śc ie j  w l i t e r a t u r z e  spotykane są  za s to so w a n ia  t e o r i i  g i e r  s t a t y c z 
nych, a w sz c z e g ó ln o śc i  a lg e b ra ic z n e g o  mlnimaksu do o k r e ś l e n i a  algorytmów 
ste row ania  przy  z a ło ż e n iu  n a j b a r d z i e j  n i e s p r z y ja ją c e g o  zachowania s i ę  n i e 
pewnych parametrów, np. [39] , [66] , [126] . Ponadto sp o ty k a  s i ę  rozw iąza
n ia  problemów s te ro w a n ia  minimaksowego o p a r te  na wynikach a n a l i z y  wypukłej 
(n p . :  [6],  [9] ,  [57],  [195]) głów nie w ykorzys tu jące  t r a n s f o r m a c je  Fenchela  
(p. [98] ) ,  bądź t e ż  b a z u ją c e  na zaawansowanym a p a ra c ie  a n a l i z y  fu n k c jo n a l 
nej ( n p . : [37] , [110] ) .

P rzedstaw ione  w t e j  p rac y  rozw iązan ie  w ykorzys tu je  w sposób b ez pośred 
ni r e z u l t a t y  do tyczące  n iekooperacy jnych  liniowo-kwadratowych g i e r  dyna
micznych d l a  zagadn ień  z sumarycznymi o g ran iczen iam i na zmienne niepewne.

3 . 2 . 1 .  Problemy d y sk re tn e  w c z a s ie

Przedmiotem z a in te re s o w a n ia  będą głównie problemy lin iowo-kwadratowe 
ze względu na możliwość o trzym an ia  a n a l i t y c z n e j  p o s t a c i  praw s te ro w a n ia .  
Wskażemy jednak również na pewne możliwości u zy sk an ia  praw s te ro w a n ia  d la  
problemów n ie l in io w y c h .
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3 . 2 . 1 . 1 .  P ierw otny  i  wtórny problem op tym alizacy jny

Podobnie jak  w r o z d z i a l e  2 .3  zak ła d ać  będziemy, że model podstawowy
ma p o s ta ć :

xE( k +1 ) = Axm(k )  + 3u(k)  ; k = 0 , 1 , 2 , . . . N-1 ( 3 .1 )

x (0 )  = xIE O

Z ak ład a jąc ,  że param etry  m acierzy  A i  B z o s t a ł y  z n a le z io n e  metodą 
na jm nie jszych  kwadratów za okres  [0,N-1] , można oszacować b łąd  aproksy
macji wprowadzany p rze z  model podstawowy, t z n .  o k r e ś l i ć  o g ra n ic z e n ie  n o r 
my w l 2 [o ,N -l] :

i
|]x(k+1 ) -  Ax(k) -  Bu(k)|| = ( 2 l ! x ( k + 1 )  -  Ax(k) -  Bu(k) | |2 ) « £

12 [0,K-1] k=0
( 3 .2 )

gd z ie  x (k )  o k r e ś l a  w ie lk o ś c i  w o b ie k c ie  odpowiadające zmiennym s ta n u  
modelu (umownie nazywane s tanem ).

Model ro zsz erzo n y  uw zg lędn ia jący  tę .  in fo rm ac ję  ma zatem p o s ta ć  an a lo 
g ic zn ą  do p rz e d s ta w io n e j  w r o z d z i a l e  .2 .3 ,  a mianowicie d a je  s i ę  p r z e d s ta 
wić w p o s ta c i  równania s ta n u :

■ fflśysąo - ■ ' '  ‘

x (k + 1 ) = Ax(k) + B u(k) + Dv(k) ; k = 0 , 1 , 2 .......... N-1 ( 3 .3 )

x ( 0) = x

N-1 1

||v(k)|i = ( 2  vk vk )? < £  ( 3 -4)

Wprowadzenie w tym modelu m acierzy  D (n ie  w y s tę p u jąc e j  w rozważaniach 
r o z d z ia łu  2) ma na c e lu  możliwość uw zg lędn ien ia  równań modelu podstawowego 
spe łn ionych  d ok ładn ie  w rzeczywistym u k ła d z ie  (co n ie  odgrywało r o l i  w 
p rze d s taw io n e j  metodzie a n a l i z y ) .  Zauważmy, że przykładem ta k ic h  równań 
są równania d e f i n i u j ą c e  zmienne fazowe w modelu o p o s t a c i  k anon iczne j  f a -

Przyjmować będziemy, że wskaźnik j a k o ś c i ,  k tó r y  na leż y  minimalizować 
ma p o s ta ć :

N-1

• ?  2  | * T' 
k=0 <-

(k+1 )Qx(k+1 ) + uT(k )R u (k ) |  (3 .5 )
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gdzie Q i  R są  m acierzam i symetrycznymi dodatn io  okreś lonym i,  przy  czym 
TQ = Q1 Qi , p a ra  (A ,3)  j e s t  s te ro w a ln a ,  a CA, Q1 ) obserwowalna.

J e ś l i  s y n te z a  a lgorytmu s te ro w e n ia  ma być o p a r ta  na mcdelu ro z s z e r z o 
nym ( 3 . 3 ) ,  ( 3 . 4 ) ,  wówczas wskaźnik ja k o ś c i  ( 3 .5 )  s t a j e  s ię 'z m ie n n ą  n i e 
pewną. "Wynika to z f a k t u ,  iż  każdej w a r to śc i  s te ro w e n ia  odpowiada n ie  po
jedynczy s t a n ,  l e c z  z b ió r  s p e łn i a j ą c y  n ierów ności ( 3 .2 )  i  tym samym o d c i
nek w a r to śc i  wskaźnika ( 3 . 5 ) .  Przeprowadzenie o p ty m a l iz a c j i  wymaga zatem 
wprowadzenia w tó rn e j  w p e ł n i  d e t e r m in i s ty c z n e j  miary w skaźnika .  Pesymis
tyczna ocena' skutków niepewności prowadzi dc wyboru s te row ań m in im alizu 
jących maksymalną, względem związanych n ie rów nośc ią  ( 3 .4 )  zmiennych n i e 
pewnych v ,  w ar to ść  wskaźnika.

Minimalizowany wskaźnik p r z y b ie ra  zatem formę:

K-1 f „ ,
J  = max ^  < r  i (k+1 )Qx(k+1 ) + u T(k)R u(k)(  ( 3 .6 )

k=0 l ' * J

gdzie v = [vT( 0 ) ,  v T( 1 ) , . . . ,  v TCN-1 )] T, n a to m ia s t  V = | v  s p e ł n i a j ą 
cych n ierów ność ( 3 .4 )  i  związanych równaniami (3 .3  ) | .

[ Tu ( 0 ) ,
uT(1 ) , . . . ,  uT( K - 1 ) ] T.

P o s tać  o g ra n ic z e ń  ( 3 -4 )  czyni problem m aksym alizac j i  problemem iz o p e -  
rymetrycznym. I s t n i e j e '  zatem rz e czy w is ty  r.ieujemny mnożnik b ,  d la  k tó rego  
maksymalizacja we wzorze ( 3 .6 )  j e s t  równoważna m aksym alizac j i  wskaźnika:

K-1
J  = 7  2  1 x T(k+1 )Qx(k+1 ) + uT(k )Ru(k) -  hvT(k )v ( k ) (  ( 3 .7 )

a~ ' r 

2
k=0 l

z dodatkowym warunkiem ( n p . :  [46] , [96] ) :

i N_1 l
h |  2  v T( k )v ( k )  -  £ 2j  = C ( 3 .6 )

Aby zn a le źć  prawo s te ro w a n ia ,  na leży  zatem rozwiązać problem minimaksowy, 
tzn .  o b l i c z y ć :

K-1
ix l

d( . )  v

K-1 (

7 2  *
k = c  l.

<T’ = Min Max w- V  ■! x J(k+1 )Qx(k+1 ) + d .J(y(k) )Rd. ( y ( k )) -  hvT( k )v ( k ) l

[3 .9 )
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g d z i e  a = [a®,

d^ -  J e s t  i e p u s z c z a ln ą  s t r a t e g i ą  s te ro w a n ia  w c h w il i  k będącą funkcją 
in fo rm a c j i  d o s tę p n e j  y ( k ) ,  p rzy  czym w a r to ś c ią  t e j  s t r a t e g i i  Je s t  
u ( k ) , t z n .  u (k)  = dk ( y ( k ) ) .

Problem minimaksowy ( 3 . 3 ) ,  ( 3 .9 )  J e s t  równoważny problemowi poszu
k iw an ia  równowagi Nasha d l a  l in iow o-kw adratow ej d y s k r e tn e j  w c z a s ie  dy

namicznej g ry  o sumie zerowej (z  n ieznaną  a p r i o r i  wagą Jednego z graczy).

3 . 2 . 1 . 2 .  Warunki kon ieczne  równowagi i  prawo s te ro w a n ia  d l a  o tw a r te j  
s t r u k t u r y  in fo rm ac y jn e j

Równowaga Nasha' d l a  g ry  o sumie zerowej J e s t  o k re ś lo n a  p rz e z  punkt 
siodłowy w skaźn ika .  I s t n i e n i e  i  Jednoznaczność ro zw ią zan ia  J e s t  zagwaran
towana w przypadku ś c i s ł e j  wypukłośc i fu n k c jo n a łu  ( 3 -7 )  względem u oraz 
ś c i s ł e j  w k lę s ło ś c i  względem v .  C ha rak te r  ro zw ią zan ia  o raz  p o s ta ć  ro z 
w iąz an ia  z a le ż ą  od za ło ż o n e j  s t r u k t u r y  in fo rm a c y jn e j ,  t z n .  p r z y ję te g o  
dostępu  pomiarowego do zmiennych procesowych. W przypadku o tw a r te j  s t r u k 
tu r y  in fo rm acy jne j  01 zak ła d a  s i ę ,  że znany J e s t  w y łączn ie  s t a n  począ t
kowy xQ, t z n .  y (k )  =’ x d l a  każdego k i  prawo s te ro w a n ia  poszukiwane 
J e s t  w form ie f u n k c j i  tego s ta n u ,  a zatem s t r a t e g i e ' odpowiadają bezpośred
n io  s te ro w a n iu ,  gdyż u (k )  = d)c(x o ).

Ś c i s ł a  wypukłość fu n k c jo n a łu  względem u J e s t  wówczas zagwarantowana 
p rze z  samą p o s ta ć  w skaźnika (d o d a tn ia  o k reś lo n o ść  R ) , podczas gdy warun
k i  ś c i s ł e j  w k lę s ło ś c i  fu n k c jo n a łu  są o k reś lo n e  p rze z  d o d a tn ią  o k r e ś lo 
ność m ac ie rzy :

S ( k ) = I . b  -  DTK(k+1 )D ; k = 0 , 1 , . . . , N - 1  (3.10)

g d z ie  K(k) J e s t  dane p rz e z  równanie:

K(k) * Q + ATK(k+1)A + ATX(k+1 )D (h .I  -  DTK(k+1 )D)"1 DTK(k+1 )A 

K(jr) = Q ; k = N -1 ,v . , 1 , 0  (3.11)

Warunek t e n  wynika z f a k t u ,  że K(k) J e s t  rozwiązaniem równania 
R icc a t ie g o  d l a  problemu m in im a l iz a c j i  w skaźnika :

N-1 ,
Jp = \  2  <~wT(k+1 )Qx(k+1 ) + hvT( k ) v ( k ) l

k=0 [  J
(3.12)



I s t n i e n i e  tego ro z w ią z a n ia  gwarantowane d o d a tn ią  o k r e ś lo n o ś c ią  S (k)  za
pewnia i s t n i e n i e  ro zw ią zan ia  m in im al izu jącego  ( 3 . 12 ) p rzy  o g ra n ic z e n iu

x(k+1 ) = Ax(k) + Dv(k)

a to z k o l e i  j e s t  równoważne ś c i s ł e j  w k lę s ło ś c i  J (ze  względu nu kwa
dratową za le żn o ść  J  od v ) .

Wprowadźmy h a m i l to n ia n  problemu o p o s ta c i  :

H (x ( k ) ,u ( k ) ,v ( k ) ,p ( k + 1  ))  = jr(Ax(k) + Bu(k) + Dv(k) )^Q( Ax(k) +

9  ¿ I J f '

+ Bu(k) + D v (k ) ) + u T(k)f tu (k )  + j  hvT(k ) v ( k ) + p T(k+1 ) .

• (Ax(k) + Bu(k) + Dv(k)) ( 3 .1 3 '

gdzie w ektor  zmiennych sprzężonych p (k )  s p e ł n i a  równanie:

p (k )  '  (/J>Uk) } > P(N> = 0 (3 .1 4 ;

Warunki punktu siodłowego h a m il to n ia n u  [15]  prowadzą do s t r a t e g i i  ( d l a  
k = 0 , 1 , . . .  ,N-1 j :

ii<k) = -  R-1BTM(k+1)p-1(k)A S(k) = -  R"1BTM (k+1)i(k+1) ( 3 . 15 )

0 (k )  = jL BTM(k+1 )P~1 (k)ASCk) = jL DTM(k+1 )£(k+1 ) ( 3 .'16)

idzie M,(k) i  P (k)  są  macierzami symetrycznymi określonym i przez, rów
nania ( d l a  k = 0 , 1 ...........N-1 ):

M(k) = Q + ATM(k+1 )P~1(k)A ; M(N) = Q ( 3 .1 7 )

,P(k) = I  + (BR“ 1BT -  £  IDT)M(k+1) ( 3 .1 8 )

$(k)  j e s t  h ipo te tycznym  stanem modelu uzyskanym w przypadku u (k )  
oraz v (k )  mlnimaksowych, t z n .  okreś lonych  p rzez  ( 3 . 15 ) J (3.16.) i  zde
finiowany j e s t  p rze z  równanie:
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Związki te  inożna bez t ru d u  udowodnić przyrównując pochodne h am il to n ian u  
do ze ra  i s t o s u j ą c  dowód indukcy jny  (r.p. [113] )•

Otrzymane wyniki można wykorzystać  do wyznaczenia prawa s te ro w a n ia
w s t r u k tu r z e  OL zgodnie z następującym tw ie rdzen iem .

TWIERDZENIE 3.1
Prawo s te ro w a n ia  u (k )  r e a l i z u j ą c e  zadanie  m in im a l iz a c j i  w s t r u k tu r z e  

OL wskaźnika ( 3 .6 )  -  pesym is tyczne j oceny wskaźnika kwadratowego -  d l a  
modelu rozszerzonego  ( 3 . 3 ) ,  ( 3 .4 )  p o s ia d a  p o s ta ć  ( 3 .1 5 ) .
Macierze M(k), P (k) oraz w ek to r  x (k )  s p e ł n i a j ą  równania ( 3 .1 7 ) ,  (3 .18) ,
( 3 . 19 ) ,  n a to m ia s t  mnożnik h j e s t  rozwiązaniem równania:

N \
h = i  ||DTM(k)x(k)|| xT(k)M(k)DBTM (k)S(k))2 (3 .2 0 )

Ł  i 2  [ i , n ]  ć  k = 1

zapewniającym d o d a tn ią  o k re ś lo n o ść  m acierzy  S (k ) .

Dowód :

Założenie  o d o d a tn ie j  o k re ś lo n o ś c i  S (k) zapewnia w k lę s ło ść  fun k c jo n a 
łu  względem , v ( k ) .  W przypadku o tw a r te j  s t r u k t u r y  in fo rm ac y jn e j  g ra  s t a j e  
s i ę  s t a ty c z n ą  wypukło-wklęsłą  g rą  kwadratową o sumie ze row ej,  k t ó r a  p o s ia 
da Jednoznaczny punkt s iodłowy [98] . O twarta s t r u k t u r a  in fo rm acy jna  powo
duje rów nież ,  że prawa s te ro w a n ia  d l a  u o raz  v n ie  z a le ż ą  od s i e b i e .
Do ich wyznaczania może być zatem zastosowana d y s k re tn a  w e r s ja  zasady 
maksimum, c z y l i  s t r a t e g i e  siodłowe muszą s p e łn ia ć  warunki kon ieczne  punktu 
siodłowego h a m il to n ia n u .  Prowadzą one do s t r a t e g i i  ( 3 .1 5 ) ,  ( 3 .1 6 ) ,  p rzy  
czym odwracalność macierzy P (k) J e s t  również konsekwencją jednoznacz
nośc i rozw ią zan ia  s iod łow ego. J e ś l i  bowiem podstawi s i ę  r e l a c j e :

u(k)  = -  R"1BTH(k+1 )x(k+1)

oraz

v (k ) x p. DTM(k+1 )x(k+1) 

do równania stanu (3 .3 ) , uzyskuje s ię  związek: '

x(k+1) m A$(k) + ( -  BR_1BT ♦ |  D DT)M(k+1)3(V+1) 

co po wykorzystaniu równości (3 .1 8 ) daje:

P(k)x(k+1) -  A$(k)
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Ponieważ musi i s t n i e ć  jednoznaczna r e l a c j a  między x ( k - '  ) o raz  x ( k ) ,  
ma ona p o s ta ć  C3 . 1S } i P (k) j e s t  odw raca lna.  Dodatr.iość h wynika 
z aktywności o g r a n ic z e n ia  (3 .4-) ,  będące j  konsekwencją p o s t a c i  wskaźnika 
(3 .6 ) ,  o raz  warunków Kukną-Tuckera. F c s ta ć  s t r a t e g i i  ( 3 . 16) d e te rm inu je  
okreś len ie  w ar to śc i  h .

Należy p o d k r e ś l i ć ,  że z a ło ż e n ie  o d o d a tn ie j  o k reś lo n o ć c i  S (k)  r.ie 
może być sprawdzone a p r i o r i ,  gdyż S(k) za le ży  od n ie zn a n e j  w ar to śc i  h , 
k tóra z k o l e i  musi być wyznaczana i t e r a c y j n i e  z równania ( 3 .2 0 )  ze w zg lę
du na za le żn o ść  x i !ć od h .  Problemy numerycznego wyznaczania s t r a 
teg ii  zo s tan ą  przedyskutowane w d a l s z e j  c z ę ś c i  p rac y .

- 3 . 2 . 1 . 3 .  O k re ś le n ie  s t r a t e g i i  s te ro w a n ia  d la  s t r u k t u r y  o tw a r te j  ze 
sp rzężeniem  OLF

Sterowanie w s t r u k tu r z e  o tw a r te j  ze sprzężeniem  w przypadku p e łn e j  
Informacji o aktualnym e t a n i e  x (k )  można o k r e ś l i ć  jako s te ro w a n ie  z n a j 
dowane w s t r u k t u r z e  o t w a r t e j ,  p rzy  czym w każdej  k - t e j  chw il i  s ta n u  x ( k ) 
traktowany j e s t  jako warunek początkowy, a chw ila  ta  jako chw ila  p o c z ą t 
kowa (np .  [1 d] ) .  Zatem y ( k )  = x ( k ) ,  a l e  w c h w i l i  k - t e j  s t r a t e g i e  p r z y s z 
łe traktowane są t a k ,  jakby by ły  funkcjami x ( k ) .

To o k r e ś le n ie  prowadzi do s tw ie r d z e n i a ,  że prawa s te ro w a n ia  w s t r u k 
turze OLF mają p o s ta ć  ta k ą  Jak we wzorach ( 3 .1 5 ) ,  ( 3 .1 6 ) ,  z tym że h i 
potetyczny s t a n  minimaksowy powinien z o s ta ć  z a s tą p io n y ,  p rzez  mierzony 
stan x ( k ) .  A zatem s t r a t e g i e  optymalnego s te ro w a n ia  w s t r u k t u r z e  OLF 
oraz "na jgo rszego  zachowania s i ę "  niepewności mają p o s ta ć  ( p r z y j ę t e  przy 
tym, że niepewność ma ta k ą  samą in fo rm ac ję  jak  s te ro w a n ie ,  w ybiera  s t r a 
tegię "optymalną" spośród  s t r a t e g i i  OLF):

u (k )  = -  R~1BTM(k+1 )P_1(k)A x(k) ( 3 .2 1 )

oraz

v (k )  = jL ETM(k+1 )P_1(k)Ax(k) ( 3 .2 2 )

przy czym m acierze  M(k) i  P (k )  o k re ś lo n e  są  nada l  p rze z  związki ( 3 .1 7 ) ,  
(3.18). Warunki w k lęs ło -w ypuk łośc i  fu n k c jo n a łu  u l e g a j ą  zm ianie i  wymagają 
jedynie d o d a tn ie j  o k r e ś lo n o ś c i  m ac ie rzy :

S-| ( k ) x R + BTM(k+1)B ; k = 0 , 1 , . . . , N - 1  ( 3 .2 3 )

oraz

S2(k )  > I . b  -  DTK(k+1)D ; k = 0 , 1 ...........N-1 ( 3 .2 4 )
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D odatnia o k reś lo n o ść  m acierzy  S ^ k )  g w aran tu je  bowiem i s t n i e n i e  rozwią
zan ia  w u k ła d z ie  zamkniętym problemu m in im a l iz a c j i  w skaźnika :

N-1
J1 = 7  2  i xT(k+1 )Qx(k+1) + u T(k)R u(k)  +

k=0

-  x T(k+1 )M(k+1 )DDTM(k+1 )x(k+1 )J (3 .25)

przy o g ra n ic z e n ia c h :

x (k + 1 ) = Ax(k) + B u(k) + g  DTM(k+1)P- 1 (k )A x (k ) (3.26)

Podobnie d o d a tn ia  o k re ś lo n o ść  m acierzy  Sg(k) gw aran tu je  i s t n i e n i e  roz
w iąz an ia  w u k ła d z ie  zamkniętym problemu m in im a l iz a c j i  w skaźnika :

N-1 (
J 2 = ?  2  | - * T(k+1 )Qx(k+1 )

k=0 l

+ h v T( k ) v ( k ) j  

p rzy  o g ra n ic z e n ia c h :

x(k+1 ) = Ax(k) -  BR“ 1BTM(k+1 )P_1(k)Ax(k) + Dv(k) (3.28)

Ponieważ jednak s p e łn ie n ie  warunku w k lęs ło -w y p u k ło śc i  d l a  s t r u k t u r y  01 
gw aran tu je  zachodzenie  d o d a tn ie j  o k r e ś lo n o ś c i  m acierzy  S . , (k ) ,  Sg(k) [15] i  
można skup ić  uwagę na  warunku ( 3 .1 0 ) .

Owaga 3.1

Należy zwrócić uwagę, że z a ło ż e n ie  o przyjmowaniu p rz e z  niepewność 
s t r a t e g i i  w s t r u k t u r z e  01? j e s t  a r b i t r a l n e  i  w z a sa d z ie  można ro zp a try 
wać przypadek , w którym przyjmowane d z i a ł a n i a  v .są  podejmowane w s truk
tu r z e  01, t z n .  v ( k )  = $ ( k ) .

W przypadku s t r u k t u r y  zam knię te j  Cl i  dokładnego pomiaru x ( k )  możn» 
pokazać, że p rzy  danym h prawo s te ro w a n ia  pokrywa s i ę  ze s t r a t e g i ą  w 
s t r u k tu r z e  01?. Nie można tego udowodnić d l a  przypadku nieznanego h -  wy
n ik a jąc eg o  z warunku ( 3 . 8 ) .

-  x T(k+1 )M(k+1 )BR- 1 BTM(k+1 )x(k+1 ) +
I m i e n n i  Y ' i , ¿a) ęn 9 i

(3-27)



Uwaga 3 .2
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Ponieważ b n ie  j e s t  znane a p r i o r i ,  wyznaczenie prawa s te row an i 
w s t r u k tu r z e  CL wymaga zas to sow an ia  programowania dynamicznego. Wówc
otrzymamy:

a

zas

J  = m i n  J  = m i n  max J  s
d d v  e  V

= m i n  max

g d z i e :

. w  v'“ iy(o),u(o, i?i? ."“ i . ( . i I k Ł S , ),?£,,|y(i)r,;

y (k )  = [xT( 0 ) ,  x T( 1 ) . . . x T( k ) ,  uT( 0 ) . . • ,  uT( k - 1 ) ] T

a o p e ra c ja :

raax
. y ( k ) ,  U ( k )  

o z n a c z a  ma ks imum w a r u n k o w e .

Ze względu na addytywną p o s ta ć  w skaźnika i  p o s ta ć  o g r a n ic z e n ia  zmien
nej niepewnej można równanie programowania dynamicznego z a p is a ć  w p o s ta c i  
równać rek u ren cy  jn y c h :

O^taCk ) ,V ( k ) ) = min max
u (k )  x(k+1 )eX(k+1 ) { Qk+1( * (k+1 v(k+1 )) +

x ( k ) ,u ( k ) ,V ( k )

+ x T(k+1 )Qx(k+1 ) + u T(k )R u (k )J  ; k = N-1, N-2.......... 0

QN(x(N ) ,  V(N))= 0 

gdzie z b ió r  X(k+1 ) może być o k reś lo n y  w p o s t a c i :

X(k+1) = |x (k + 1 ) ,  : | |x (k+1) -  Ax(k) -  B u(k) | |2 ś  £ 2 -  Y(k)j

gdzie V(k) o k r e ś l a  równanie r e k u r e n c y jn e :

k
V(k+1 ) = ^  v T( i ) v ( i )  = V(k) + | |x(k+1) -  Ax(k) -  Bu(k ) | |2 

i=0

V(0) = 0
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Prawo s te ro w a n ia  będz ie  miało wówczas p o s ta ć  fu n k c j i  n ie  ty lk o  s ta n u  x(k), 
le c z  również V (k).  In fo rm ac ja  w y s ta rc z a ją c a  do s te ro w a n ia  (s tan o w ią ca  
odpowiednik s t a t y s t y k i  w y s ta r c z a ją c e j  w s te ro w a n iu  s t a t y c z n i e  optymalnym 
['iŻ] ) sk ła d a  s i ę  zatem z x (k )  i  V (k), co powoduje, że prawo s te row ania  

w s t r u k tu r z e  CL będz ie  b a r d z i e j  złożone n iż  w CLP i  n ie  będz ie  w pracy 
rozważane.

3 . 2 . 1 . 4 .  Algorytm obliczen iow y w yznaczania s t r a t e g i i  minimaksowych

Prawa s te ro w a n ia  uzyskane w poprzednich  punktach są liniowymi fu n k c ja 
mi minimaksowej h ip o te ty c z n e j  t r a j e k t o r i i  (OL) l u t  mierzonego s ta n u  
x (k )  (OLF). Otrzymane prawo s te ro w a n ia  można zatem z a p isa ć  w p o s t a c i :

u (k )  = -  L (k ) x(k ) (3.29)

pizypadku d ług ich  horyzontów s te ro w a n ia ,  t z n .  dużych N, można oczekiwać 
włar.-r.cr.ci podobnych do w łasn o śc i  rozw ią zan ia  problemu lin iowo-kwadratowe
go, tzr. .  s t a b i l i z a c j i  m acie rzy  wzmocnień L (k ) .  \7 a lg o ry tm ie  obliczeniowy: 
poszukuje s i ę  w łaśn ie  s ta c jo n a rn e g o  prawa s te ro w a n ia ,  t z n .  s t r a t e g i i :

u (k )  = -  L x ( k ) (3.30)

gdzi e :

L = lim L(N-k)
k— oo

a więc j e s t  w a r to ś c ią  u s ta lo n ą  L (k ) .
Rozwiązanie u s ta lo n e  uzyskuje  s i ę  poprzez o b l i c z a n ie  m acierzy  P ( k ) 

o raz  M(k) ze wzorów ( 3 .1 7 )  i  ( 3 .1 8 )  aż do u s t a l e n i a .  Należy Jednak 
zwrócić uwagę na f a k t ,  i ż  u s t a l e n i e  to  n a s t ą p i ć  może je d y n ie  w przypadku 
s p e łn i e n i a  warunku w k lę s ło -w y p u k ło ś c i , k tó r y  z a le ż y  od n ie  znanej  a priori 
w a r to ś c i  mnożnika h .  Ponieważ w ie lkość  t a  w ystępu je  również w równaniach 
o k re ś la ją c y c h  m acie rze  M(k) i  P (k ) ,  wyznaczanie w łaśc iw ej s t r a t e g i i  
s te ro w a n ia  musi odbywać s i ę  i t e r a c y j n i e . W sz c z e g ó ln o śc i  kon ieczne  j e s t  
s tosow anie  metody numerycznego rozwiązywania n ie l in io w e g o  równania jednej 
zmiennej ( k t ó r ą  j e s t  b ) ,  p rzy  czym param etry  tego  równania uzyskiwane są 
poprzez w ykorzys tan ie  wzorów reku renoy jnych .

Niemożliwość uzysk an ia  w p e łn i  a n a l i ty c z n e g o  ro zw ią zan ia  j e s t  widoczna, 
j e ś l i  p rzeanal izow any z o s ta n i e  problem p ierw szego  rzę d u .

P rzyjm ując s k a la rn e  równanie s t a n u :

x (k + l )  = Ax(k) + 3u(k )  + v (k )



1 nierów ność:

H-1
2  v2 ( k ) <  £ 2 
k=0

oraz wskaźnik j a k o ś c i :

N-1
J  = 2  C0x2Ck) + u2( k ) )

k=0

otrzymujemy M(k) dane równaniem:

M(k) w Q + A2M(k+1 ) ( 1 + (B2 -  ¿-)M(k+1))"1 

którego rozw ią zan ie  u s ta lo n e  można uzyskać z równania: 

M2(B2h -  1) + M(h(1 -  B2Q -  A2 ) + Q) -  bQ = 0
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a zatem:

2 ^  h -  1 )

gdzie:

m(h) = —(1 -B2Q—A2 )h-Q + j/ [ (1 -B2Q-A2 )h+Q|2+4hQiB2h-1 )' 

Wartość u s t a lo n a  P (k)  w ynosi:

P 1

Ponieważ:

v ( k )  = ( f )  ( | )  x (k )  

natom iast:

$<k+1) * ( f ) £ ( k )
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za te m :.

w . k+1
v ( k ) =  ( $ ) ( $ )  x Q 

b n a le ż y  więc wyznaczyć z równania:

2 m ( b ) A ______  v  r 2hA x c 2
x ° ( b  i i - i  r  ( 2b +m ( h ))2 ^  ( ^ T E T F )

W przypadku dużych Nt t z n .  d l a  N— oo , o trzym uje s i ę :

x2 _ s ! i ł l   ą L _ — = £
0 (B b-1 ) (2h+m(h)) -4h A

O kreś len ie  h wymaga zatem numerycznego rozwiązywania równania n i e l i 
niowego. W badanym a lg o ry tm ie  zastosowano do tego metodę b i s e k c j i ,  przy 
czym n a jp ie rw  znajdowano p r z e d z i a ł ,  w którym f u n k c ja :

N-1
y = 2  v T( k ) v ( k )  -  £  2

k=0

zm ienia  znak , a n a s tę p n ie  metodą p o d z ia łu  połówkowego znajdowano wartość 
hQ, d l a  k t ó r e j  f u n k c ja  t a  przy jm uje  w ar to ść  zerową. Algorytm ma oczywiś
c ie  c h a r a k t e r  i t e r a c y j n y ,  d l a  każdej  w a r to ś c i  h n a leż y  bowiem o k r e ś l i ć  
u s ta lo n e  w a r to ś c i  m acierzy  P o raz  U. Ze względu na n iem ożliw ość wcześ
n ie j s z e g o  spraw dzen ia  warunku w k lę s ło -w y p u k ło ś c i , ' d l a  n ie k tó ry c h  (wystę
pu jących w k o le jn y c h  krokach i t e r a c y j n y c h ) w a r to ś c i  h ro zw ią zan ie  u s ta 
lone  n ie  i s t n i e j e .  W proponowanym a lg o ry tm ie  p o s t u l u j e  s i ę  wówczas przejść 
do k o l e j n e j  w a r to ś c i  b ,  z a k ła d a ją c ,  że i s t n i e j e  ro zw ią zan ie  u s ta lo n e  d la 
ca łego  problem u.

W prezentowanym p o n iż e j  p r z y k ła d z ie  p rzeds taw ione  z o s ta n ą  wyniki dzia
ł a n i a  a lgorytmu obliczen iow ego  w przypadku różnych In fo rm a c j i  o wpływie 
n iepewności na równania s t a n u ,  wyniki sym ulac ji  s te ro w a n ia  01 i  01F 
d l a  przykładowych rzeczyw is tych  przebiegów b łędu  aproksym acji  o raz  proble
my związane z wyznaczaniem w łaśc iw ej w a r to ś c i  mnożnika h .

P rzyk ład  5 :

Przykładowy model j e s t  modelem d rug iego  rzęd u  jednowejściowym o p a ra 
m etrach:



-  101 -

"0.6 0 .5" "1 '
= B =

_0.2 0 .5 . .0 .

"1 0 "1 ‘
-

0 0.5_
xo =

_1 _

- ( U ) i i R  f C t r C E S C 3 i )  «  £ ) ■ » » •  | (  j t ) u S  i c E ? f  4.  =  t{

2 . 1 S ri o g ra n ic z e n iu  na niepewność £ = 0.1 o raz  ho ryzonc ie  s te ro w a n ia  N = 6.
Rozważane są  dwa p rzypadk i:

a) Wiadomo, że d ru g ie  równanie s ta n u  j e s t  bezb łędne ,  v (k )  j e s t  zatem 
aka la rem , a m acie rz  D ma p o s ta ć :

?  rf o 

D =

b) Nie wiadomo, czy b łąd  w ystępu je  w jednym czy t e ż  obu równaniach. 
Wówczas n iepew nośc ią  obarczone są oba równania , v (k )  ma dwie składowe 
v . ,(k )  o raz  YjCk), a m ac ie rz  D j e s t  równa:

D =

W przypadku a)  znajdowanie param etru  h zarówno w s t r u k t u r z e  OL, jak  i 
OLF j e s t  up roszczone . Ze względu bowiem na f a k t ,  i ż  B = D, można n a j 
b a rd z ie j  n ie k o rz y s tn e  v w yraz ić  za pomocą optymalnego u ,  a m ianow icie :

v (k )  = -  c- u ( k )

czyi i :

N-1 1
h = 1  ||U(k)|| = r ( 2  lu<k >l2 >7

l 2 [o,N-l] k=0

Należy zw rócić  uwagę, że t a k i e  up ro szc ze n ie  równania o k re ś la ją c e g o  h 
j e s t  możliwe zawsze, gdy niepewność d z i a ł a  w to r z e  n ie  s i l n ie j s z y m  n iż  
to r  s te ro w a n ia ,  t z n .  gdy D można z a p is a ć  w p o s t a c i :

D = B D1
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Wówczas bowiem:

v ( k )  = jL D^BTM(k+1 )P- 1 (k)Ax(k)

c z y l i :

h = i  ||d* Ru(k ]

£  Ru(k)

N-1 1
3 Z  ( 2  uT(k)RD1D̂ ’ Ru(k))?  

' [0,N-1] k=0

S y tu a c ja  t a k a  wydaje s i ę  występować c z ę s to ,  np .  zachodzi d l a  modeli da
nych w k anon iczne j  p o s ta c i  fazowej i  będz ie  s z e r z e j  dyskutowana przy ana
l i z i e  algorytmów gw arantu jących  o k reś lo n ą  w ar to ść  w skaźnika j a k o ś c i .

Wartość h z n a le z io n a  numerycznie d la  przypadku a) w y n io s ła  h = 3 .5 ,  
a m acierze  P i  M o s ią g n ę ły  d l a  t e j  w a r to ś c i  swoje w a r to ś c i  u s ta lo n e  
(z  założonym błędem) po t r z e c h  i t e r a c j a c h .  Macierz wzmocnień L uzyskana 
wówczas wynosi:

0 .437

0.274

0.419

0 .520

i  j e s t  wykorzystywana w s t r u k t u r z e 01?. Optymalne w a r to ś c i  s te ro w a n ia  
u (k )  p r z e d s ta w ia  r y s .  15a; na którym również pokazano " n a jg o r s z e "  zacho
wanie s i ę  zmiennej niepewnej v ( k ) .  Natom iast h ip o te ty c z n ą  minimaksową 
t r a j e k t o r i ę  5 ( k ) p r z e d s ta w ia  r y s .  15b .
Mlnimaksowa w ar to ść  w skaźn ika  I wynosi wówczas:

I M = 2.020

W przypadku b) w ar to ść  pa ram etru  h z o s t a ł a  o k r e ś lo n a  jako h = 6 . 0 ,  
a  u s t a l a n i e  s i ę  m acierzy  P i  R n a s t ą p i ł o  d l a  n i e j  po c z te re c h  i te r a c ja c h .  

Macierz wzmocnień w y n io s ła  wówczas:

0.411 0 .402

0 .317 0 .6 1 1_

a mlnimaksowa w ar to ść  w skaźnika 1 :

I M = 2.330
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4 i  t

A 4
» -  x2  
o -  a**k
+ -  a*
•  "  Ok

Rys. 15. Minimaksowe s te ro w a n ie  ii 
i nienewność v a )  o raz  t r a j e k t o 
ria x b) d l a  przypadku niepewnoś
ci w jednym równaniu s ta n u
Fig. 15. Minimax c o n t r o l  6 and 
uncer ta in ty  a )  and t r a j e c t o r y  5 
t>) f o r  tbe  case  of  the  u n c e r t a i n t y  
in only one s t a t e  e q u a t io n

»4*«. I *K

b)

<0

♦ - u .
• - Ok 
* -  O!

Rys. 16. Minimaksowe s te row an ie  u 
i niepewność v a) o raz  t r a j e k t o r i a  
5i b) d l a  przypadku n iepewności w 

obu ( rów naniach  s ta n u
F ig .  16. Minimax c o n t r o l  fi and 
u n c e r t a i n t y  Q a)  and t r a j e c t o r y  $
b)  f o r  the  case of  the u n c e r t a in t y  

i n  bo th  s t a t e  e q u a t io n s

(Pogorszenie s i ę  w skaźn ika  j e s t  wynikiem w ięk sze j  "swobody" n iepew nośc i ,  
czyli m n ie js z e j  in f o rm a c j i  o m odelu) .

Rysunki 16a i  b p r z e d s ta w ia ją  odpowiednio p r z e b ie g i  optymalnego e t e r o  
wania u i  h ip o te ty c z n e j  n iepew ności 0 o raz  t r a j e k t o r i i  minimaksowej x 

S t r a t e g i e  01F o raz  OL z o s t a ł y  n a s tę p n ie  zastosowane do układów symu 
lowanych za pomocą tego samego modelu podstawowego i  różnych .przebiegów b łędu  
równania. Przykładowo symulowane p r z e b ie g i  v ( k )  w ystępu jące  je d y n ie  w 
pierwszym równaniu m ia ły  p o s t a ć :
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°) n i
4 1

xk l xk b) xk I xk

*  -  X 

0 -  X

Rys. 17. T r a j e k to r i e  o b ie k tu  symulowanego z v = 0.1 p rzy  zastosowaniu 
s t r a t e g i i  01 a)  o raz  OLF b)

p ig .  17 . T r a j e c t o r i e s  o f  th e  p l a n t  s im u la ted  w ith  v = 0.1 us ing  CL 
s t r a t e g i e s  a) and OLF s t r a t e g i e s  b)

a) ♦ * :  1 **1» K b)

0,4

-Oi

*
«

x 1 X 1k 1 Ak
o - X„

- r -* - » ?

Rys. 18. T r a j e k to r i e  o b ie k tu  symulowanego z v = 0 . 1 ( - 1 )  p rzy  zas toso 
waniu s t r a t e g i i  OL a )  o raz  OLF b ,

F ig .  18. T r a j e c t o r i e s  o f  the  p l a n t  s im u la ted  w ith  v = 0 .1 (  —1 ) using 
OL s t r a t e g i e s  a) and OLF s t r a t e g i e s  b )

1 ) v ( k )  = 0.1

2) v (k )  = 0 . 1 ( - 1 r

3 )  vCk) = 0.1 s i n ( ^ T T k )

4) v ( k ) = 0 .1 4  ( s i n  x1( k )  + s i n  x2 ( k ) )

R e z u l ta ty  za s to sow an ia  s t r a t e g i i  OL o raz  OLF przy  uw zględnien iu  infor
m acji  o tym, i ż  niepewność w ys tępu je  ty lk o  w pierwszym równaniu, przedsta-



-  105 -

*  -  x„ 

° -  x2

Rys. 19. T r a j e k to r i e  o b ie k tu  symulowanego z v = 0.1 s in (Ł r5 E k } przy za
s to sow aniu  s t r a t e g i i  OL a) o raz  OLr b)

Fig. 19. T r a j e c t o r i e s  o f  the  p l a n t  s im u la ted  w ith  v = 0.1 s in ( iL .7 r k ) : 
u s in g  OL s t r a t e g i e s  a) and CLF s t r a t e g i e s  b)

fl)
*  -  X u

it , ;
Rys. 20. T r a j e k to r i e  o b ie k tu  symulowanego z v = 0 .1 4  s in ( x . , ( k )  +

+ s i n  x2 ( k ) )  p rz y  zastosow aniu  s t r a t e g i i  OL a)  o raz  OLF b)
Fig. 20. T r a j e c t o r i e s  of the  p l a n t  s im u la ted  w ith  v = 0 .1 4  ( s i n  x ^ k )  + 

+ s i n  x2 ( k ) )  u s in g  OL s t r a t e g i e s  a )  and OLF s t r a t e g i e s  b)

wiają odpowiednio r y s .  17-20 . Pokazano na n ich  p r z e b i e g i  t r a j e k t o r i i  sy -  
oulowanych obiektów , p rzy  czym w c z ę ś c ia c h  a)  rysunków p rzedstaw iono  r e 
zu l ta ty  s te ro w a n ia  w s t r u k t u r z e  01 (n a to ra ia s t  w c z ę ś c ia c h  b)  w s t r u k tu r z e  
OLF.

Ze względu na  znaczne o d s tę p s tw a  przebiegów v ( k )  od h ip o te ty c z n e g o  
"najgorszego!1 zachowania s i ę  również otrzymane t r a j e k t o r i e  r ó ż n ią  s i ę  od 
ainimaksowych. Jak n a l e ż a ło  oczekiwać, uzyskiwane w a r to śc i  wskaźników j a 
kości są l e p s z e ,  t z n .  m n ie jsze  od w a r to ś c i  minimaksowej. Zgodnie z p rz e 
widywaniami l e p s z ą  ja k o ść  uzysku je  s i ę  w s t r u k t u r z e  OLF w łaśn ie  ze w zglę
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du na ods tęps tw a  t r a j e k t o r i i  układów od minimaksowej. Odpowiednie w artoś
c i  kosztów p r z e d s ta w ia ją  s i ę  n a s tę p u ją c o :

1) IIOM

1 .782 I 0LF = 1.758

2) I OI = 1 .934 1OLF = 1.563

3) I OI = 1 .925 X0LF = 1.570

4) I OL = 1.935 I 0LF = 1.935

Rys. 21 .  Zachowanie s i ę  S v ^ C k )  v (k )  w f u n k c j i  h 
F ig .  21 .  B ehaviour of  2  ( k ) v (k )  as a f u n c t i o n  of  h

A m A
Zachowanie s i ę  V  v ( k ) v ( k )  w f u n k c j i  h p rzeds taw ione  j e s t  na  ry

sunku 21 a) d l a  przypadku v ( k )  sk a la rn eg o  o raz  b) d l a  przypadku v ( k )  wek
torowego. 71 obu przypadkach obserwuje s i ę  s t r e f y  n ie o k re ś lo n o ś c i  wynika
jące  z n a r u s z e n ia  warunku w k lę s ło ś c i  (prowadzące do o so b l iw o śc i  macierzy
P(k) lub  n i e s t a b i l n o ś c i  P (k)  i M(k)). Łatwo jednak  zauważyć, źe d l a

2 2 £  4  1 .48 w przypadku a )  o raz  6 4 1 .77  w przypadku b)  f u n k c ja
2 m ó

vk -  £ p o s ia d a  je d en  do d a tn i  p ie r w ia s te k  o ra z  j e s t  monotonicz- 
na i  wypukła. Zauważyć n a le ż y ,  że t a k i e  w ie lk o ś c i  o g ra n ic z e ń  na błąd  s ta 
nu wydają s i ę  d o s t a t e c z n i e  duże, gdyż p rzew yższa ją  one maksymalne wartości 
zmiennych s t a n u .  Można wysunąć z tego  h ip o te z ę  ( t r u d n ą  do formalnego udo
w o d n ien ia ) ,  i ż  w p rak ty c e  n ie  w ys tępu ją  problemy z rozwiązaniem równania 
na h .
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3 . 2 . 1 . 5 .  Uwagi o rozwiązywaniu zagadn ień  n ie l in iow ych
. ia - wócraijfl we ' 3. > j o  o ogtytntf.i iq

P rzedstaw ione w punktach 3 .2 .1 .1  -  3 . 2 .1 . 2  rozumowanie może być ro z -
szerzone na przypadek d o s ta te c z n ie  g ła d k ich  zagadn ień  n ie l in io w y c h .  Założ-
ny m ianowicie, że model podstawowy ma p o s ta ć  ( 2 . 9 ) ,  t z iy

Xffl(k+1)= f k (x n( k ) ,  u ( k ) )  ; k = 0 , 1 , . . .  ,N-1 ( 3 .3 1 )

= *o

przy czym znane j e s t  o g ra n ic z e n ie  b łędu  średniokwadratowego za okres  
[o,N-l] n i e s p e ł n i e n i a  tego równania . Innymi słowy wiadomo, iż  zmienne 
x(k) w o b ie k c ie  s p e ł n i a j ą  n ierów ność:

||x(k+1 ) -  fk ( x ( k ) ,  u(k))|| =
l 2 [o, N— i]

K-1 1
= ( 2  ||x(k+1 ) -  f k ( x ( k ) ,  u (k» | |2 )?  ( 3 .3 2 )

k=0

Model ro zsz e rzo n y  uw zg lędn ia jący  t ę  in fo rm ac ję  wprowadzony z o s ta n i e  podob
nie jak  d l a  modelu l in io w e g o ,  a zatem (w porównaniu z modelem ( 2 .1 1 ) )  
poprzez uw zględn ien ie -m ac ie rzy  D możliwe j e s t  w ykorzys tan ie  in fo rm a c j i  
o dokładnym s p e łn ie n iu  n ie k tó ry c h  równań.
Ma on zatem p o s ta ć :

x(k+1 ) = f ( x ( k  ), u ( k )) + Dv( k ) ; k = 0 , 1 ...........N-1 ( 3 .3 3 )

x (0 )  = x„ o
' , 1  i  i i  " I Ł o H r w l  V f o y o f i o y i o ' ;  J i e - t o i n s  r ł o v . K o : s  i a i t o b  w f o i i i i n » «  s £ » v . t

przy czym

-¿w óeisóą ,-Łss i U')« łośc-jtlBarEico
N-1 1

||v|| = ( 2  v T( k ) v ( k ) ) ?  i  ć  ( 3 .3 4 )
12 [0,N-1] k=0

Wskaźnik, k tó r y  ma być minimalizowany, ma p o s ta ć  ( 2 .1 4 4 ) ,  tzn .J

N-1
J = 2 L (x(). >, u ( k ) )  ( 3 .3 5 )

k=0

przy czym fu n k c je  f  i  L są w sposób c i ą g ły  różniczkow alne względem x ( k ) .
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S to su ją c  rozumowanie podobne ja k  w przypadku liniowo-kwadratowym, tzn ,  
p rzy jm ując  pesym is tyczną  ocenę skutków niepew ności o raz  b io r ą c  pod uwagę 
f a k t ,  że problem m aksym alizac j i  aa  c h a r a k te r  problemu izoperym etrycznego , 
dochodzimy do za d an ia  minimaksu d l a  wskaźnika:

Warunki konieczne ro zw ią zan ia  problemu minimaksowego ( 3 .3 3 ) ,  (3 .3 8 )  
są warunkami równowagi Nasba d l a  dwuosobowej d y s k r e tn e j  w c z a s ie  dynamicz
nej g ry  o sumie zerowej (z  n ie  znaną a p r i o r i  wagą jednego z g r a c z y ) .  Wa
ru n k i  te  d l a  s t r u k t u r y  o tw a r te j  OL -  w ynikają  z za s to so w a n ia  zasady maksi
mum i w skazują na  ro z w ią z a n ia ,  k tó r e  są  p o de jrzane  o op tym alność .  W ogól
nym wypadku trudno  bowiem sformułować warunki i s t n i e n i a  i  jednoznaczności 
rozw ią zan ia  odpowiadające w klęs ło -w ypuk łośc i  f u n k c jo n a łu .  Sformułowanie 
tych warunków wymagałoby dodatkowych z a ło ż e ń  dotyczących  f u n k c j i  L i  f ,  
a  ponadto zawsze otrzymane r e l a c j e  z a le ż ą  od n ie  znanej a p r i o r i  w ar tośc i  
param etru  h .  Warunki kon ieczne  optym alnośc i u (k )  i  $ ( k )  mają p o s ta ć  wa
runku punktu „siodłowego h a m il to n ia n u ,  t z n . :

(3 .36)

z dodatkowym warunkiem:

N-1
M 2  v T(k )v ( k )  -  S 2 ) = o (3 .37)

k=0

Aby zna leźć-p raw o  s te ro w a n ia ,  n a leż y  zatem o b l ic z y ć :

(3 .38)

przy  o g ra n ic z e n iu  w p o s t a c i  równania s ta n u  ( 3 .3 3 )  o raz  p r z y ję c iu
dk ( y ( k ) )  = u ( k ) .

H (x (k ) ,u (k  ) , v ( k ) ,p(k+1 ))  < H (x (k ) ,u (k  ) ,y ( k )  ,p(k+1 )) < H (x (k ) , u ( k ) ,v (k )  ,p(.t+1))

(3 .39)

gd z ie  h a m i l to n ia n  H dany j e s t  w p o s t a c i :

H (x (k ) ,u (k  ) ,  v ( k ) ,p(k+1 )) = I ( x ( k ) , u ( k ) )  -  hvT(k )v ( k )  +

+ p T(k+1 ) f ( x ( k ) , u ( k ) )  + pT(k+1 )Dv(k)



przy czym p (k + 1 ) j e s t  zmienną sp rzężoną  daną równaniem:

1 T
p (k ) „ | W x,( k ) l| ^ 10 lk J xEl k ± 1_L)|  . p(N) = o (3.'40)

k = 0 , 1 , . . . ,  N-1

a x (k )  j e s t  h ip o te ty c z n ą  t r a j e k t o r i ą  minimaksową o k re ś lo n ą  równaniem:

x (k + 1 ) = f ( x ( k ) , u ( k ) )  + Dy(k); x (0 )  = xQ ( 3 .4 1 )

Warunki t e  można p rz e d s ta w ić  w n ie co  p r o s t s z e j  p o s t a c i ,  a m ianowicie:

v (k )  p(k+1 );  k = 0 , 1 ..........N-1 ( 3 .4 2 )

H (x (k ) ,S (k ) ,p (k + 1  ) ) 4  H (x (k ) ,u (k ) ,p (k + 1  ) (3 .3 9 a )
* ' i '  •*' ¿1 ~ :> ‘ r ! F  *5 « 5 * 1  ;v  t o

k s d l a  dowolnych u ( k ) f

przy czym

p (k )  = )T. k E 0 , 1 , . . . , 1 1 - 1  (3 .4 0 a )

p(N) -  0

gdzie H j e s t  ham ilton ianem  d l a  modelu podstawowego i  p ierw otnego  wskaź
nika j a k o ś c i ,  t z n . :

2 ( x ( k ) , u ( k ) , p ( k + 1 ))  * L ( x ( k ) , u ( k ) ) + p T(k+1 )f(x (-k ) , u ( k ))

x (k )  o k re ś lo n e  j e s t  zatem p rz e z  równanie:

x(k+1 ) = f (S (k  ) , u ( k ) ) t ^ D D ^ i k + l )  (3 .4 1 a )

Przy dodatkowym z a ło ż e n iu  o dw ukrotnej ró żn ic zk o w aln o śc i  f u n k c j i  f i l
względem u i  x i  braku dodatkowych o g ra n ic z e ń  warunek (3 .3 9 a )  można 
z a s tą p ić  p r z e z :

S H ( x ( k ) , u ( k ^ g £k+1J J , -  0 ; k = 0 . 1  N-1 ( 3 .4 3 )
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Uzyskanie rozw iązan ia  optymalnego wymaga o k r e ś l e n i a  w szys tk ich  ciągów 
uCk) s p e łn ia ją c y c h  warunki k o n ieczne ,  przy  czym musi to  być dokonywane 
p rzez  i t e r a c y j n y  dobór h, t a k ,  aby sp e łn io n y  by ł warunek ( 3 . 8 ) ,  a na
s tę p n ie  sp raw dzenie ,  k tó r e  z tych  ciągów wraz z odpowiadającym mu ciągiem 
v (k )  da je  rz- cz.ywiźcie punkt s iodłowy d la  7.  O kreś len ie  ro zw ią zan ia  w 
s t r u k tu r z e  01? j e s t  w ogólnym przypadku znaczn ie  t r u d n i e j s z e  i  n ie  może 
być dokonane p rzez  automatyczne z a s t ą p i e n i e  x (k )  p rze z  mierzony x (k )  
w s t r a t e g i i  s te ro w a n ia  OL.

5 . 2 . 2 .  Problemy c i ą g ł e  w c z as ie

P rzedstaw ione w punkcie 3 .2 .1  algorytmy s te ro w a n ia  d l a  problemów dy
sk re tn y c h  w czas ie ,  mają swoje odpowiedniki w zagadn ien iach  c ią g ły c h  w 
c z a s i e .  Przedstawimy je  skrótowo, sk u p ia ją c  s i ę  na problem ie liniowo-kwa
dratowym ( d l a  modelu podstawowego) i  niepewności uw zględnianej w równa
niach  s tanu  lu b  p r z e n ie s i o n e j  na w y jśc ie .

3 . 2 . 2 . 1 .  Sformułowanie i rozw iązan ie  problemu d l a  przypadku niepewnoś
ci w równaniach s tanu

Przyjm ując l in io w y  model podstawowy o p o s t a c i  równania s ta n u :

x = Axn + Bu (3.44)
|n  ID

*m(0 )  = xo

oraz znajomość o g r a n ic z e n ia  normy b łędu  n i e s p e ł n i e n i a  tego  równania za 
c a ły  ho ryzon t s te ro w a n ia  (w p r z e s t r z e n i  L2 [o , t] )  w p o s t a c i :

T 1
||x — t e  -  Bu|| = ( f  | | x ( t ) -  A x ( t ) -  B u ( t ) | |2 d t ) 7 < £  (3.45)

l2 [o , t] 0

gdz ie  x ( t )  o k r e ś la  w ie lk o ś c i  w o b ie k c ie  odpowiadające zmiennym s ta n u
modelu (umownie nazywane stanem o b ie k tu ) ,  można utworzyć model ro z sz e rz o 
ny w p o s ta c i  :

x = A x + B u  + Dv ; x (0 )  = xQ (3.46)

\ S i  C • k. f

l|v||
l2 [o , t]

I i i
gdz ie  i n t e r p r e t a c j a  D j e s t  t a k a  ja k  w modelu ( 3 . 3 ) .

r T[Jv ( t ) v ( t ) d t ,(3.47)
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Wskaźnik j a k o ś c i ,  k tó r y  pow in ien  być minimalizowany, ma p o s ta ć :

T
J  = |  ( x TQx + u T Ru)dt (3 -48 )

z macierzami do d a tn io  określonym i R i  Q.
Zakładać będziemy ponad to ,  że p a ra  (A,B) j e s t  s te ro w a ln a ,  a (A,Q.)

Tobserwowalna, p rzy  czym Q = .
Niepewność w y s tę p u jąc a  w równaniu modelu rozszerzonego  ( 3 .4 6 )  czyni 

niepewnym s ta n  tego  modelu o raz  wskaźnik j a k o ś c i .  Podobnie jak  w p rzypad
ku dyskretnym p r z y j ę t a  z o s ta n i e  pesym is tyczna  ocena skutków n iepew nośc i ,  
a zatem minimalizowany wskaźnik p r z y b ie r a  formę:

T
J = max i  ( ( x T Qx + u T Ru)dt ( 3 .4 9 )

v (T V e•0

gdzie V = | v  s p e ł n i a j ą  n ierówność ( 3 .4 7 ) } .

Ponieważ problem m aksym alizac j i  p rzy  o g ra n ic z e n ia c h  (3 .4 7 )  ma cha rak 
te r  z a g ad n ien ia  iz o p e rym etrycznego , a zatem i s t n i e j e  nieujemny rze czy w is 
ty mnożnik h ,  d l a  k tó re g o  maksymalizację wskaźnika ( 3 .4 8 )  można z a s t ą p i ć  
maksymalizacją w skaźnika :

T
J  = | j x TQx + u T Ru -  hy^y j  d t  (3 .5 0 )

I i '

z dodatkowym warunkiem: 

T

■ s
o

h ( j  v T v d t  -  & 2 ) = 0 (3 .51 )

Z n a lez ien ie  prawa s te ro w a n ia  d ( . )  p rzy  l in fo rm ac j i  d o s tę p n e j  y ( t )  wy
maga rozw ią zan ia  problemu minimaksowego, p rzy  czym w przypadku o tw a r te j  
s t ru k tu ry  in fo rm a c y jn e j ,  t z n . ,  gdy y ( t )  = x 0 , s t r a t e g i a  s te ro w a n ia  j e s t  
równa bezpośredn io  s te ro w a n iu ,  c z y l i  zn a le źć  n a l e ż y :

T
J*= Min Max i  f  ( x TQx + uTRu -  hv^V idt 

u v
(3 .5 2 )

u  ■: r , i  o
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Problem minimaksowy ( 3 .4 6 ) ,  ( 3 .5 2 )  j e s t  problemem znajdow ania  punktu 
siodłowego d la  dwuosobowej lin iow o-kw adra tow ej c i ą g ł e j  w c z a s ie  dynamicz

n e j  g ry  o sumie zerowej (z n ie zn a n ą  a p r i o r i  wagą jednego z g r a c z y ) .  
Warunki- kon ieczne  op tym alnośc i  s t r a t e g i i  OL odpowiadają warunkom 

punktu s iodłowego h a m il to n ia n u :

H ( x ( t ) , u ( t ) , v ( t ) , p ( t ) )  = x T( t ) Q x ( t )  + ^  uT( t ) R u ( t )  +

+ h v T( t ) v ( t )  + p T( t ) ( A x ( t )  + Bu( t ) + Dv( t )) (3.53)

g d z i e :

p = -  ( | | ) T p(T) = 0 (3.54)

Mają one p o s ta ć  [15] :

u ( t )  = -  R_1BT? ( t ) x ( t )  (3.55)

v ( t )  = DTP ( t ) x . ( t )  (3.56)

gdz ie  P ( t )  j e s t  Jedynym ograniczonym rozwiązaniem macierzowego równania
R i c c a t i e g o :

P + AT? + PA + Q -  P(BR_1BT -  DDT)P = 0 (3.57)

F(T) s  0

n a to m ia s t  x ( t )  j e s t  h ip o te ty c z n ą  t r a j e k t o r i ą  modelu uzyskaną w przypad
ku za s to so w a n ia  s t r a t e g i i  minimaksow.ych ( 3 .5 5 ) ,  ( 3 .5 6 ) ,  t z n .  z d e f in io 
wana j e s t  równaniem:

x u (A -  (BR_1BT -  DDT)P)x (3.56)

x (0 )  = xQ

I s t n i e n i e  i  jednoznaczność  s t r a t e g i i  s io d ło w e j  j e s t  zagwarantowana w przy
padku ś c i s ł e j  w k lę s ło ś c i  f u n k c jo n a łu  względem v i  ś c i s ł e j  wypukłości 
względem u; Druga w łasność  wynika bez p o śred n io  z w łasn o śc i  m acierzy  
Q i R we w skaźniku. P ie rw sza  wymaga n a to m ia s t  i s t n i e n i a  i  jednoznacznoś
c i  ogran iczonego symetrycznego r o z w ią z a n ia  macierzowego równania Ricca
t i e g o :
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K + ATK + KA + Q + ^  KDDTK = O

K(T) = 0 ( 3 .5 9 )

Warunek ter. wynika z f a k t u ,  że K (t )  j e s t  rozwiązaniem równania R icca-  
tiego d l a  problemu m in im a l iz a c j i  w skaźn ika :

przy o g r a n ic z e n iu :  

x = Ax + Dv

dla k tó reg o  i s t n i e n i e  ro zw ią zan ia  j e s t  równoważne ś c i s ł e j  w k lę s ło ś c i  T  
względem y (kwadratowa z a le ż n o ś ć ) .

Można zatem sformułować n a s tę p u ją c e  tw ie r d z e n ie .

TWIERDZENIE 3 .2

Prawo s te ro w a n ia  u ( t )  r e a l i z u j ą c e  zadan ie  m in im a l iz a c j i  w s t r u k t u 
rze Ol wskaźnika ( 3 .4 9 )  (p esy m is ty c zn e j  oceny w skaźnika kwadratowego) 
dla modelu rozszerzonego  ( 3 .4 6 ) ,  ( 3 .4 7 )  p o s ia d a  p o s ta ć  ( 3 . 5 5 ) .  Macierz P 
oraz w ektor  x s p e ł n i a j ą  równania ( 3 .5 7 ) ,  (3 .5 8 ) ' ,  n a to m ia s t  mnożnik - h 
określony j e s t  rozwiązaniem równania :

zapewniającym i s t n i e n i e  jednoznacznego ogran iczónego  ro zw ią zan ia  równa
nia ( 3 .5 9 ) .

Dowód :

Założenie o i s t n i e n i u  o g ran ic zo n e j  sym etrycznej  m acie rzy  K (t )  zapewni 
.wklęsłość fu n k c jo n a łu  względem v .  W przypadku o tw a r te j  s t r u k t u r y  I n f o r 
macyjnej g r a  s t a j e  s i ę  s t a ty c z n ą  w ypuk ło -w klęs łą  g rą  kwadratową o sumie 
zerowej, k t ó r a  p o s ia d a  jednoznaczny punkt s iod łow y.  S t r a t e g i e  u i  v 
w przypadku s t r u k t u r y  o tw a r te j  n ie  z a le ż ą  od s i e b i e ,  s tą d  mogą być w pros 
ty sposób wyznaczone z zasady  maksimum p rzy jm ując  p o s ta ć  ( 3 .5 5 ) ,  ( 3 .5 6 ) .  
Dodatniość h wynika z aktywności o g r a n ic z e n ia  ( 3 .4 7 )  o raz  warunków 
Kubna-Tuckera. P o s tać  s t r a t e g i i  ( 3 .5 6 )  d e te rm in u je  o k r e ś le n ie  w ar to śc i  fc.

T
( 3 .6 0 )

T
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Należy zw rócić  uwagę, że j e ś l i  l o t n i e  je  t a k a  m acie rz  , że D można 
zdekomponować 'do p o s t a c i :

D = BD1 (3 .62)

wówczas:

v = ^  D^BTPx = -  D? Ru

Zatem:

T ' 1
h = i  ||D® Ru|| = 1  ( f  fiT R D ^ R u  6X)7  03-63)

l2 [o , t] O

Możliwość dekompozycji ( 3 .6 2 )  oznacza,  że niepewność n ie  ma większych 
możliwości oddz ia ływ an ia  na s t a n  n iż  s te ro w a n ie .  Podobnie jak  w przypadku 
dyskretnym f p r z y j ę c i e  s t r u k t u r y  o tw a r te j  ze sprzężeniem  (z  dokładnym po
miarem s ta n u  x ( t ) )  prowadzi do s t r a t e g i i  o p o s ta c ia c h  t a k i c h ,  ja k  (3.55) 
i  ( 3 .5 6 ) ,  w k tó rych  h ip o te ty c z n a  t r a j e k t o r i a  x ( t )  z a s tą p io n a  j e s t  przez 
mierzony s t a n  x ( t ) .  Optymalne prawo s te ro w a n ia  ma zatem p o s ta ć :

u ( t )  = -  R"1BTP ( t ) x ( t )

Należy p o d k r e ś l i ć ,  że podobnie ja k  w przypadku dyskretnym h n ie  może 
być wyznaczony a p r i o r i  i  do ro zw ią zan ia  równania ( 3 .6 1 )  ( lu b  ( 3 .6 3 ) )  ko
n ieczne  j e s t  s tosow an ie  numerycznej metody rozwiązywania równań n i e l i n i o 
wych je d n e j  zmiennej (P z a le ż y  bowiem od h ) .  7/ c z a s ie  wykorzystywanego 
do' tego c e lu  p rocesu  i t e r a c y j n e g o  może n a s t ą p i ć  u t r a t a  w łasn o śc i  wklęsło- 
wypukłości f u n k c jo n a łu ,  jako  że w łasność t a  również z a le ż y  od h .  Można 
s i ę  przed tym zabezp ieczyć  pom ija ją c  w a r to ś c i  h ,  d l a  k tó ry ch  równanie 
( 3 .5 9 )  n ie  p o s ia d a  ogran iczonego ,  symetrycznego ro z w ią z a n ia .  Podobnie jak 
w przypadku dyskretnym i n t e r e s u j ą c y  j e s t  problem d łu g ic h  horyzontów s t e 
rowania ,  w którym możliwe j e s t  uzyskan ie  s t a ł e j  m acierzy  "wzmocnień" wy
n ik a j ą c e j  z u s ta lo n e g o  ro z w ią z a n ia  równania  ( 3 .5 7 ) .

Uwaga 3 .3

W ogólnym przypadku s t r a t e g i e  w yn ika jące  z u s ta lo n e g o  ro zw ią zan ia  
(3 .5 7 )  n ie  są  s t r a t e g i a m i  równowagi w dwuosobowej lin iowo-kw adratowej 
g rze  dynamicznej o nieskończonym c z a s i e ,  aczkolwiek rozw iązan ie  to  d e te r 
minuje w ar to ść  g ry ,  do k t ó r e j  można s i ę  z b l iż y ć  dowolnie b l i s k o  poprzez 
zastosow anie  £ -optymalnych n ie s ta c jo n a rn y c h  s t r a t e g i i  [lOO] . Niemniej 
jednak użyc ie  p rzez  obu g raczy  s t r a t e g i i  z ustalonym do d a tn io  określonyfl

A
''wzmocnieniem” P zapewnia s t a b i l n o ś ć  równania s ta n u  modelu*
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-1 TA 1 TMacierz A -  3R B P + j- 33 na bowiem w a r to ś c i  własne o częśc i  ach
rzeczywistych ujemnych, ('¡ynika to  z f a k tu ,  że z uwagi na d o d a tn ią  okreó- 

* _1 TA 1 T T a_1 aionoćć P, A -  3R 3 ? + PD = -  A -  CP , n a to m ia s t  K = ? s t a n o 
wi rozw iązan ie  u s ta lo n e  równania R ic c a t ie g o  d la  problemu m in im a l iz a c j i  
wskaźnika:

h  = 1 ( xT( 3H_13T " 57 DI)T)x + uTu} d t

d l a  m o d e l u

T _'T x = -  A x + ę . u

(gdz:e = G).

A zatem m acierz -  AT -  = -  AT -  QP-1 mc w a r to śc i  w łasne o cz ęś 
ciach rze czy w is ty ch  ujemnych.

Nawet j e ś l i ,  s t r a t e g i e  "u s ta lo n e "  n ie  wyznaczają punktu równowagi s io d 
łowej d la  g ra c z y ,  użycie prawa s te ro w a n ia :

- 1 T*u = -  R 3 Px ( 3 .6 4 )

determinuje "optymalną" odpowiedź n iepew nośc i:

1 TAV = X D Px ( 3 .65 )

Należy zwrócić uwagę, że w przypadku rozważanym w pracy wskaźnik jp.ko.-

oo
T,

na w artość  skończoną , je d y n ie  w przypadku x ( t )  —  0 dlfs t — oo . J e ś l i  
ograniczymy s i ę  dc s t r a t e g i i ,  k tó re  tę  w łasność d la  modelu zapew nia ją ,  
wówczas ( 3 .6 4 ) ,  ( 3 .6 5 )  są s t r a t e g ia m i  równowagi, gdyż można wskaźnik ?  
zapisać w n a s tę p u ją c e j  p o s ta c i  (w y k o rzy s tu ją ce j  równanie o k r e ś l a j ą c e  ? ) :

O O

J = 7  J + uTku " hvTv )dt =

oo
1 f  ( T,  TA A * . 1  ^  i a t a k= j- |  x i ( -  A P -  PA + P3R 3 P -  p  PBD P)x



-  116 -

— 1 TA »T1 . —1 TA »u + R B Px) R( u + R B Px)

-  h(v  -  ¿L DTP ) ( v -  £  DTP j  d t

Wniosek te n  świadczy o r a c jo n a ln o ś c i  prawa s te ro w a n ia  ( 3 .6 4 )  d l a  długich 
horyzontów s te ro w a n ia .

3 . 2 . 2 . 2  Sformułowanie i rozw iązan ie  problemu d l a  przypadku

Jak już  p o d k re ś la l i ś m y ,  w problemach c iąg ły c h  w c z a s ie  c z ę ś c i e j  spo
tykanym przypadkiem in fo rm a c j i  o b łę d z ie  aproksym acji wprowadzonym przez 
mcdel podstawowy j e s t  o g ra n ic z e n ie  co do normy ró ż n ic y  s ta n u  modelu i  
w ie lk o śc i  reu odpowiadających w o b ie k c ie  (czy r a c z e j  wyjść modelu i  obiek
tu  ).

'.V przypadku modeli lin iowych oznacza t o ,  iż  oprócz modelu podstawowe
go ( 3 . 4 4 ) -wprowadzamy nierówność ( 2 . 7 ) ,  k t ó r a  p rzy  p r z y j ę c i u  normy w 
p r z e s t r z e n i  L2 [o , t] ma p o s ta ć :

Kodel ro zszerzony  sk ła d a  s i ę  zatem z równania s ta n u  ( 3 .4 4 )  i  równania
w y jś c ia :

niepewności p r z e n ie s i o n e j  na w y jśc ie

T 1

(3.66)

p rzy  czym e s p e łn i a  n ierów ność :

T 1

(3.67)
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ffskaźnik ( 3 .4 8 ) ,  k tó r y  ar  podlegać m in im a l iz a c j i ,  przy jm uje  zatem p o s ta ć :

J  = 7  |  j Cxm + e)TQ(xra + e )  + uTru|  d t  ( 3 .6 8 )

i musi być z a s tą p io n y  m ia rą ,  k t ó r a  może być podstawą wyznaczania pra-wa 
s terowania optymalnego. Ponownie przyjmiemy pesym is tyczną  oceną skutków 
niepewności i  wskaźnik po d le g a ją cy  m in i n a l i z e c j i  o p o s t a c i :

<T = Max 
e e  Z

T

ł  j  j ^ xm + e )T,(̂ xm + e ) + « THu|  d t  ( 3 .6 9 )

gdzie Z = j e  s p e łn ia ją c y c h  nierówność (3 .67  )J.

Izoperym etryczny  c h a r a k te r  problemu pozwala na p r z e k s z t a ł c e n ie  go do 
problemu m aksym alizac j i  wzglądem e w skaźnika :

T
(3 .7 0 )d = \ i |̂ xm + e )TQ(xm + e * + uTru " heTe| dt

O

gdzie h j e s t  nieznanym a p r i o r i  mnożnikiem i  sp e łn io n y  j e s t  dodatkowo 
warunek:

T
h ( |  eTe d t  -  E2 ) = O (3 .71 )

V.' przypadku o tw a r te j  s t r u k t u r y  in fo rm acy jne j  01 problem znajdowania 
optymalnej s t r a t e g i i  s te ro w a n ia  sprowadza s i ę  do rozw iązan ia  problemu 
znajdowania punktu s iodłowego d l a  dwuosobowej gry  o sumie zerow ej,  t z n .  
z n a le z ie n ia :

J*= \  Min Max j  j ( x n + e ) TQ(xffl + e )  + uTRu -  h e Tej d t  (3 .7 2 )

przy równaniu s ta n u  ( 3 . 4 4 ) i n ie zn a n e j  a p r i o r i  wadze h s tanow iące j  
rozwiązanie ( 3 .7 1 ) .

Łatwo zauważyć, że problem w klęs ło -w ypuk łośc i  wskaźnika j e s t  zagwaran
towany poprzez d o d a tn ią  o k re ś lo n o ść  macierzy  R o raz  m acie rzy :
S = h . I  -  Q.
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Ponieważ w przypadku o tw a r te j  s t r u k t u r y  in fo rm ac y jn e j  ( y ( t )  = xQ) 
s t r a t e g i e  u ( t )  i  e ( t )  są od s i e b i e  n ie z a le ż n e ,  nożna w ykorzystać warun
k i  zasady maksimum i  poszukiwać punktu siodłowego h a m i l to n i a n u :

H = j  (x m + e ) TQ(xm + e) + \  u TRu -  ^ - h e Te + pT(Axra + Bu) (3 .73 ; 

gdz ie  zmienna sprzężona p ( t )  o k reś lo n a  j e s t  p rzez  równanie:

p = -  ( ^ r ) T = -  Q(xn + e)  -  ATp f p(T) = 0 (3.74)

‘Warunki konieczne punktu siodłowego ham il to n ian u  ( 3 .7 3 )  prowadzą do s t r a 
t e g i i :

u = -  R- 1 BTPBxra (3.75)e ra

e = ( h . I  -  Q)‘ 1Qxm (3.76)

gdzie  PgCt) j e s t  rozwiązaniem macierzowego równania R ic c a t ie g o :

+ ATP„ + P„A -  P BR_13TP + h ( h l  -  Q)_1Q = O (3.77)

Pe (T) = 0

n a to m ia s t  x„ j e s t  optymalną t r a j e k t o r i ą  modelu daną równaniem:

= (A -  BR-1BTPe ( t ) ) $ B ; SB( ° )  = x 0 (3.78)

Asymptotyczna s t a b i l n o ś ć  rozw iązan ia  równania ( 3 .7 8 ) ( p r z y  T-—o o ) je s t
zapewniona, o i l e  z a ło ż e n ie  o d o d a tn ie j  o k reś lo r .o śc i  m acie rzy  S j e s t  
s p e łn io n e .  Można zatem sformułować n a s tę p u ją c e  tw ie rd z e n ie :

TWIERDZENIE 3 .3

Prawo s te ro w a n ia  zapewniające minimalną w ar to ść  w skaźnika  ( 3 .6 9 )  (pe
sym is tycznej  oceny wskaźnika kwadratowego) d l a  modelu rozszerzonego  (3.44),
( 3 .6 6 ) ,  (3 .6 7 )  p o s ia d a  p o s ta ć  ( 3 .7 5 ) .  Macierz Pg o raz  w ektor  xn) speł
n i a j ą  równania ( 3 .7 7 ) ,  ( 3 .7 8 ) ,  n a to m ia s t  mnożnik h j e s t  rozwiązaniem 
równania:

T 1
1 = |  | |(h l -  Q r 1QSm( t ) | |  = £  ( f  4*Q(hI -  Q)"2 d t ) ?  (3.79)

l2 [o , t] 0

tak im , że h i  -  Q j e s t  do d a tn io  o k re ś lo n a .



Dowód :

Dodatnia ok reś lo n o ść  hI-Q  zapewnia w k lę s ło se  J względem e i od- 
wracalność t e j  m acierzy .

V,' przypadku o tw a r te j  s t r u k t u r y  in fo rm acy jn e j  g ra  s t a j e  s i ę  s t a ty c z n ą  
wypukło-wklęsłą g rą  kwadratową o sumie ze row ej,  k t ó r a  p o s ia d a  jednoznacz
ny punkt s iod łow y.  N ieza leżność  s t r a t e g i i  i p o s ta ć  h a m il to n ian u  umożliwia 
ich wyznaczenie poprzez  zróżniczkow anie  ( 3 .7 3 )  względem e o raz  u.
Z równania —  = 0  otrzym uje s i ę  ( 3 .7 6 ) .  Natom iast na podstawie —  = 0 

2e 3u
mamy:

u = -  R - V p  ( 3 .8 0 )

Podstawiając ( 3 .8 0 )  do ( 3 .4 4 )  o raz  ( 3 .7 6 )  do (3 .7 4 )  o trzym uje s i ę :

k = śx„ -  BR“ 1BTpra n - r
cffeencg' i - \ i  uiitń-' „l istii Z -"¿•7. * : *•:.¿ in & s& h &!, i ś i z ł -  ij; -

p = -  Q(hl -  Q)-1 hxn, -  ś Tp
Mi f...: o,i.' - j" łoi. .• {aifn S-,;ui.sI?cS ..

Frzyjmując p = pexm, o trzym uje s i ę  prawo s te ro w a n ia  (3 .6 9 )  o raz  równa
nia (3 .7 7 )  o k r e ś l a j ą c e  Pg o raz  ( 3 ; 78) o k r e ś l a j ą c e  xm. Równanie o k re ś 
la jąc e  h wynika z aktywności o g r a n ic z e n ia  (3.67.) będące j  Konsekwencją 
postac i  wskaźnika ( 3 .6 9 )  o raz  warunków Kuhna-Tuckera, a także  p o s ta c i  
s t r a t e g i i  ( 3 .7 6 ) .

W przypadku d o d a tn io  o k r e ś lo n e j  m acierzy  Q można bez u t r a t y  ogó lnośc i  
p rzyjąć Q = I  (dokonując  odpowiedniego p r z e k s z t a ł c e n i a  zmiennych s t a n u ) .  
Wówczas r e z u l t a t y  u le g a ją  znacznemu u p ro sz c z e n iu ,  a warunek d o d a tn ie j  
określoności  m acie rzy  S sprowadza s i ę  do ż ą d a n ia ,  aby h > 1 .  Wówczas:

T 1
1 + E <1 ^ T( t ) x m( t ) d t ) ?

0

Nawet t a  p r o s ta  fo rm uła  wymaga wyznaczania numerycznego h ze względu na 
zależność od h poprzez  równanie d e f i n i u j ą c e  Pg .

Wyznaczanie s te ro w a n ia  w u k ła d z ie  01P n ie  p rz e d s ta w ia  również i s t o t 
nych t r u d n o ś c i ,  n a leż y  jednak  zauważyć, że s p r z ę ż e n ie  dokonywane j e s t  od 
sygnału x = xm + e , a więc u = dt (xm + e ) .  Wówczas prawo s te ro w a n ia  
przyjmuje p o s ta ć :
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E +
h = Ł2 [ o . t I  _

U = -  R-1BTPe (h I  -  Q)x (3.31 )



-  120 -

podczas gdy "optymalna" niepewność e ma p o s ta ć :

e = jL qx (3 .82 )

W ogólnym przypadku prawo s te ro w a n ia  (3 .81 ) n ie  j e s t  optymalnym s te row a
niem w u k ła d z ie  zamkniętym.

Podobnie ja k  w przypadku b łędu  ap roksym acj i ,  w równaniach s ta n u  można 
uwzględnić dokładne w spółrzędne modelu p rz e z  o g ra n ic z e n ie  możliwości od
dz ia ły w a n ia  niepewności e do pewnej p o d p r z e s t r z e n i . Wówczas równanie 
w y jśc ia  ( 3 .6 6 )  przy jm uje  p o s ta ć :

gdz ie  D j e s t  m acie rzą  zbudowaną z 0 i  1 o odpowiedniej s t r u k t u r z e .  
Przypadek t a k i ,  t z n .  dok ładne j odpowiedniości n ie k tó ry c h  współrzędnych 
x i  xffl, wydaje s i ę  rzadko występować, s tą d  n ie  by ł  t u  rozważany, tym 
b a r d z i e j  że wprowadzenie m acie rzy  D n ie  zm ienia  w i s t o t n y  sposób przed
stawionych rozważań.

Stosowanie modelu z n iepew nośc ią  " p r z e n ie s io n ą  na w y jś c ie "  wydaje s i ę  
prowadzić do p ro s ts z y c h  algorytmów s te ro w a n ia  n i ż  w przypadku modelu roz
szerzonego z n iepew nośc ią  w równaniach s t a n u ,  zw łaszcza  J e ś l i  chodzi o 
s p e łn ie n ie  z a ło ż e ń  o w ypuk ło -w k lęs ło śc i  w skaźnika i  problemy z numerycz
nym znajdowaniem mnożnika I a g r a n g e ’ a .  Wprowadzanie ta k ie g o  modelu może 
jednak czasem oznaczać u t r a t ę  in fo rm a c j i  i  tym samym prowadzić do pogor
s z e n ia  ja k o śc i  s te ro w a n ia .

Podobne rozw ażania  można przeprow adz ić  d l a  modeli dysk re tnych  w cz as ie .

3 . 3 .  UWAGI 0 MODELOWANIU UKŁADÓW Z NIERÓWNOŚCIOWYM SUMACYJNYM 
MODELEM NIEPEWNOŚCI

W r o z d z ia l e  3 .2  podstawowym założeniem  umożliwiającym zas tosow anie  
wyników t e o r i i  g i e r  dwuosobowych o sumie zerowej by ło  p r z y j ę c i e  sumacyj- 
nego nierównościowego modelu n ie p ew n o śc i .  Zakładano przy tym, że parame
t r y  modelu podstawowego są znane,  a błąd aproksym acji o b ie k tu  tym modelem 
da je  s i ę  oszacować co do normy "kwadratowej" za  c a ły  h o ry zo n t  s te ro w a n ia .  
Błąd t e n  może być zarówno rozumiany jako b łąd  n i e s p e ł n i e n i a  równań s tanu  
p rzez  w ie lk o śc i  w o b ie k c ie  odpowiadające zmiennym s ta n u  modelu ,Jak  te ż  
Jako r ó ż n ic a  między tymi w ie lk o śc iam i a stanem modelu. V/ przypadku modeli 
dyskre tnych  w c z a s ie  ocena obu tych błędów może być dokonana na podstawie 
tych samych poiiiarów. Rozważono ty lk o  je d e n  z tych modeli rozszerzonych ,  
aczkolwiek każdy z n ich  p row adziłby  do różnych algorytmów s te ro w a n ia  mi
ni maks owego, k tó ry ch  j a k o ś c i  n ie  da s i ę  in a c z e j  porównać n iż  p rz e z  bada
n i a  symulacyjne d l a  konkretnych  obiektów . Tym b a r d z i e j  w przypadku układów
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c iąg ły c h ,  w k tó ry ch  ocena obu modeli n iepew ności baz u je  na n ieco  odmien
nej in f o r m a c j i ,  n ie  można r o z s t r z y g n ą ć ,  k tó r y  z dwu rozważanych modeli 
rozszerzonych j e s t  l e p s z y  w se n s ie  Jego p rz y d a tn o ś c i  do syn tezy  a l g o r y t 
mu s te ro w a n ia .

Zwróćmy jednak  uwagę, że wspomniane dwa typy  modeli rozszerzonych  n ie  
wyczerpują możliwości modelowania układów o rozważanych modelach p o d s ta 
wowych i  nierównościowych modelach n iepew nośc i .  Param etry  modelu p o d s ta 
wowego n ie  są  bowiem z wyjątkiem szczegó lnych  przypadków jedynymi wartoś-.  
cłami parametrów, k tó r e  mogą być uży te  w modelu nierównościowym. In ac ze j  
mówiąc, model ro z sz e rz o n y  może mieć p o s ta ć  modelu, w którym param etry  
nie są o k re ś lo n e  Jako poszczególne w a r to ś c i  l ic zb o w e ,  l e c z  jako z b io ry  
określone p rz e z  n ie ró w n o śc i .  Dyskusja  i s t n i e n i a  ro zw ią zan ia  za g a d n ie n ia  
es tym acji parametrów w przypadku nierównościowych o g ran ic ze ń  na błąd  po
miarów j e s t  ^przedmiotem problemu i d e n t y f i k a l n o ś c i  (n p .  [17] , [25] , [28] , 
[58] , [59] , [60] , [103] , [108] )• Nie będziemy p rz y ta c z a ć  wyników teg) t y 
pu.,badań. Przedstawimy n a to m ia s t  sposób wyznaczania nierównościowych o g ra 
niczeń na param etry  i  ich p o s ta ć  d l a  modeli dyskre tnych  w c z a s ie  z n i e 
równościowym sumacyjnym ogran iczen iem  n iepew nośc i .

Można p rzy  tym dokonać tego  poprzez rozw ażan ia  wrażliwościowe ( p .  np.
[106] ) ,  p rzy jm ując  p o s ta ć  e s ty m a to ra  parametrów i w yznaczając  t o l e r a n c j e  
otrzymanych p rzy  jego użyc iu  ocen w ynikające  z t o l e r a n c j i  w y jś c ia ,  bądź 
też poszukiwać t a k ic h  zbiorów parametrów, k tó r e  odpowiadają możliwym z b io 
rom wynikającym z modelu n ierów noścłow ego. Drugie z ty c h  p o d e jść  p r e f e 
rowane w t e j  p ra c y ,  prowadzi do modelu s p e łn ia ją c e g o  p o s t u l a t  r a c j o 
na ln o śc i  modelu, p o le g a ją c y  na niewprowadzaniu p rz e z  n iego  żadnej 
dodatkowej, t z n .  n ie s p ó jn e j  z obserw acjam i,  i n f o r m a c j i .  I l u s t r a c j ą  
obydwu p o d e jść  w przypadku o g ra n ic z e ń  nierównościowych chwilowych j e s t  
rys .  22, k tó reg o  ideę  z a c z e r p n ię to  z [103] , gdz ie  wykorzystywano w c e lu  
wyznaczania zhlorów parametrów algory tm  S implex. Również przypadek o g ra 
niczeń chwilowych rozważano m . in .  w [16] i -  [108] . Tu p rzeds taw iony  z o s t a 
nie , jak  już  wspomniano, przypadek o g ra n ic z e ń  sumacyjnych, d l a  k tó reg o  
wyznaczone z b io ry  n ie  wymagają aproksym acji  ( j a k  to  s i ę  d z i e j e  w p rzy 
padku o g ra n ic z e ń  chwilowych), a sposób wyznaczania j e s t  ca łk iem  n a t u r a l 
ny, s tą d  bardzo  p r o s t y .

J e ś l i  model podstawowy ma p o s ta ć  ( 3 . 1 ) ,  a  b łą d  aproksym acji o b ie k tu  
równaniem modelu za  okres  [0,N-l] j e s t  og ran iczony  p rze z  w ie lk o ść  t  , to  
możemy do o p isu  o b ie k tu  zastosować n ierów ność ( 3 . 2 ) .

W c e lu  e s ty m a c j i  z b io ru  dopuszczalnych  w a r to ś c i  parametrów m acierzy  
A i  B na podstaw ie  K pomiarów p rzy  z a ło ż e n iu  d o s tę p n o śc i  pomiarowej 
do zmiennych x odpowiadających zmiennym s ta n u  modelu zapiszmy nierów
ność ( 3 .2 )  w p o s t a c i :

N
2 ( x ( k ) -  Ax(k-1 ) -  Bu(k-1 ) ) T( x ( k ) -  Ax(k-1 ) -  B u ( k - 1 ) ) i ć 2 

k=1
( 3 .8 3 )
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Kys. 22. T o le ra n c ja  .cer  parametrów uzyskanych przy  użyciu  e s ty m a to ra  S 
o raz  e s ty m a to r  z b io ru  G dopuszczalnych ccer. parametrów

F ig .  22. T o lé r a n c e s 'of parem ete rc  e s t im â te s  found by e e t im a to r  S and 
es t im a  tor. o i  tbe  s e t  G o f  a d m is s ib le  pa ram ete r  e s t im â te s

Oznaczając m acie rz  wyznaczanych parametrów przez

. gt = [ a b] ( ’ -8<)

wektor poprzednich porr.i&rGY/ p rzez

T
* ( p  = [ y T(k-1 ) uF('k-’i )1 (3.35)

sprowadzimy ( 3 .3 3 )  do p o s t a c i :

X - 2
2  ( x (k )  -  GTX(k ) )T(x (k  ) -  GTX(k ) )£ . .£  (3.36)

k=1

( 3 .3 6 )  meżna z a p isa ć  ja k o :

t r  ^  ( x T(k )  -  XT( k ) o j T( x T(k )  -  XT( k ) G ) < £ 2 ' _ (3.67!
k=i

Kożr.a udowodnić zatem n a s tę p u ją c e  tw ie rd z e n ie :
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TWIERDZENIE 3.4

Est.ymowane param etry  macierzy G = [a b] ”  są elementami zb io ru  
określonego n ie ró w n o śc ią :

t r (G  -  C)T?~1(G -  G) i  Z (3 .6 6

g d z i e :
- . . . J ' : S t : ; \) : .• . i "

P"1 = 2  X(k)XT(k) 
i  = 1

G = ( 2  X(k)XT( k ) ) - 1 2  X(k)xT(k)
k=1 k=1

. . .  . , ' . - ' ; < ' , Ś

N N N ‘
Z = £ 2 + tr(2 X(k)xT( k ) ) T( 2 X(k)XT( k ) ) ~ 1 2  X(k)xT(k )

k=1 k=1 k=1

N
_ 2 x T( k ) x ( k ) .  

k=1

Dowód :

Porównując (3 .8 7 )  i  (3 .8 8 )  ot rzymuje s i ę :
uin s , wbii amatofj Ełoyniaęos^iłuęt utoicis ^ŁMairsjfetąa • ■«««owbw pla 

N
t r  GT 2  X(k)XT(k)G = GTP~1 G 

k=1

N .
t r  2  x T(k )x ( k )  -  ć 2 = t r  GTP- 1 G -  Z 

k=1

2 t r  GTX (k)xT(k )  = 2 t r  GTP "1 G

co prowadzi do odpowiedniego o k r e ś l e n i a  parametrów z b io ru  ( 3 .8 8 ) .
Otrzymany r e z u l t a t  przypomina oceny uzyskiwane na drodze aproksymacji 

e l ip s o id a ln e j  d l a  modeli o r o z k ła d z ie  ograniczonym (n p .  [23], [136] ), n ie
stanowi jednak aproksym acji zbioru; parametrów, l e c z  pe łny  obraz  dopusz
czalnych parametrów modelu ro zszerzonego .
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- 1  ACkrceler.i 8 m acierzy  ? z raz  3 mają p o s ta ć  an a lo g ic z n ą  do wyniku 
e s ty m a c j i  metodą na jm nie jszych  kwadratów. Wynik te n  wskazuje r.a związek 
między stosowanym modelem rozszerzonym a es tym acją  metcdą najm nie jszych  
kwadratów (mimc i s t o t n e j  ró żn ic y  w z a ło ż e n ia c h ) .  W przypadku c z ę ś c i  rów
nań star.u n ie  obarczonych n iepew nością  r .a leży uwzględnić ter. f a k t  przez  
z m n ie jszen ie  wyaiarowości macierzy  wyznaczonych parametrów.

Uwaga 3.4

P rzedstaw iona  metoda e s ty m a c ji  może być stosowana w p o s ta c i  rekurer .-
e.yjr.ej. 'X c h w il i  i - t e j  możne bowiem zastosować n ierów ność:

2 ( * ( * )  -  Ax(k-") -  Bu(k-1 )) 2( x ( k ) -  Ax(k-1 ) -  B u ( k - 1 ) ) ś £ ~

k = ' (3 .89)

(gdyż n ie  można c k r e ć l i ć  innego oszacowania b łędu  aproksym acji do chw il i  i).
-1  ADaje to  możliwość o k r e ś le n ia  P o raz  (w miarę napływających pomia

rów) ta k ieg o  jak w rek u rency jr .e j  m etodzie na jm nie jszych  kwadratów.

Uwaga 3 .5

W przypadku og ran ic ze ń  chwilowych o p o s t a c i :

I|y(k+1) -  Ax(k) -  3 u (k ) | |2 < £ 2
1

można za cenę u t r a t y  pewnej in fo rm a c j i  zastosować p o d e j ś c i e  r e k u re n c y j -
2 , 2,

r.e, pod s ta w ia jąc  we wzorze ( 3 .6 9 )  zam ias t  £ w ie lk o ść  1 8 ^  Oczywiście 
uzyskuje s i ę  wówczas aproksymację zb io ru  dopuszczalnych parametrów, a nie 
jak w poprzednich  przypadkach d ok ładn ie  wyznaczony z b i ó r .

W rozważaniach przeprowadzonych w tym r o z d z i a l e ,  podobnie jak  w zdecy
dowanej w iększośc i  p r a c y ,  przyjmowano z a ło ż e n ie  o d o s tę p n o śc i  pomiarowej 
zmiennych o b ie k tu  odpowiadających zmiennym s ta n u  modelu podstawowego.
Jak podkreślono  w cześn ie j  w p racy , j e s t  to  w pewnym s e n s ie  podstawa " f i lo 
zof!  stosowanych modeli r.ierównościowych. Niemniej jednak n ic  n ie  s to i  
r.a p rze szk o d z ie  pow tórzeniu  przeprowadzonych rozważań, np. d la  modelu 
a u to re g re sy jn e g o  z założonym pomiarem je d y n ie  w ejść  i wyjść o b ie k tu .

3 . 4 .  SYNTEZA STEROWANIA GWARANTUJ A,CEGO OKREŚLONA, WARTOS'c WSKAŹNIKA 
JAKOŚCI [170] , [174]

'X przypadku o g ra n ic z e ń  sumacyjn.ych (zwanych c z ę s to  "miękkimi") podejś
c i e  mir.imaksowe, w ykorzys tu jące  wyniki t e o r i i  g i e r  n ie k o o p e ra c y jn y c b , jest 
uzasadnione zarówno p r o s t o t ą  prawa s te ro w a n ia ,  jak  również jego  r .iepesy- 
n is ty c z r .ą  i n t e r p r e t a c j ą  [73] .
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W przypadku o g ra n ic z e ń  chwilowych oba te  argumenty n ie  mają m ie js c a .  
Określenie prawa s te ro w a n ia  wymaga aproksym acji  e l ip s o id a ln y c h  lub  w ie lo 
ść łanowych (np . [22] , [23]  , [29] , [57] , [136] , [ i37] , [182] ) albo z ło ż o 
nych algorytmów obliczen iow ych [175] , opar tych  na metodzie ko le jnych  p rzy T 
b liżeń  punktów £ - s ta c jo n a rn y c h  [3S}; [66] z wykorzystaniem standardowych 
procedur programowania lin iow ego  i  kwadratowego.

R a c jo n a ln ie j s z e  w tym przypadku wydaje s i ę  poszukiwanie prawa s te ro w a
nia gw aran tu jącego  o k reś lo n ą  ja k o ść  przy  na jm nie j  korzystnym zachowaniu 
się n iepew nośc i .

S terow anie ta k ie g o  typu z o s ta ł o  zaproponowane w [27] i przy  różnych 
za łożeniach dotyczących  s t r u k t u r y  oddz ia ływ an ia  n iepewności p rzeds taw iane  
np. w [5] , [ibą] , [29] . W n i n i e j  s z e j  p racy  w ykorzystane z o s ta n ie  " t a n i e ” 
sterowanie ( t z n .  t a k i e ,  k tó reg o  w ar to ść  n ie  j e s t  uw zględniana we wskaź
niku j a k o ś c i ) ,  k tó re g o  użyc ie  ma zapewnić w ar to ść  wskaźnika n ie  większą 
niż d la  modelu podstawowego przy n a jm n ie j  korzystnym zachowaniu s i ę  zmien
nych niepewnych modelu ro zsz e rzo n e g o .  Takie p o d e j śc ie  j e s t  uzasadnione 
faktem, i ż  m in im a l iz a c ja  wskaźnika j e s t  cz ę s to  je d y n ie  środkiem uzyskan ia  
odpowiedniej j a k o ś c i  t r a j e k t o r i i ,  a n ie  celem samym w sob ie  (o d z w ie rc ie 
dlającym r z e c z y w is ty  k o s z t ) .  J e ś l i  zatem pożądany p rz e b ie g  t r a j e k t o r i i  
określony j e s t  optymalną w a r to ś c ią  wskaźnika d la  modelu, uzyskan ie  t e j  
wartości d l a  o b ie k tu  g w aran tu je  pożądane zachowanie s i ę  w y jś c ia .

Przykładowo p r z y ję c i e  kwadratowego wskaźnika o p o s t a c i :

T
J  = i  f  ( x TQx + uTRu)dt 

* O

nożna trak tow ać  jako środek  zapew nien ia  ta k ie g o  p rze b ieg u  t r a j e k t o r i i  x, 
że jego m iara  w p o s t a c i  ważonej c a łk i  2 kwadratu o s ią g a  o k re ś lo n ą  w ar to ść ,  
a m ianow icie :

T
\  |  x T(Q + KBR- 1 BTK)x d t  = £  x T(0 )K (0 )x (0 )  ( 3 .9 0 )

O

J e ś l i  zatem wagi Q i R we wskaźniku z o s t a ł y  dobrar.e t a k ,  że wyraże
nie (3 .9 0 )  o k r e ś la  r z e c z y w is te  wymagania co do ja k o ś c i  p rocesu  s te row ane
go, to  zapewnienie ja k o ś c i  n ie  g o r s z e j  n iż  dana p rz e z  r e l a c j ę  (3 -9 0 )  w 
układzie ,  w k tó reg o  modelu w ystępuje  niepewność, wydaje s i ę  być r o z s ą d n ie j  
sformułowanym zadaniem s te ro w a n ia  n iż  p róba o p ty m a l iz a c j i  w skaźnika J .

Przeprowadzone rozw ażania  do tyczyć ędą modeli c iąg ły c h  w c z a s ie  i  o p ar
te będą na a p a r a c i e  B e llm ana-H am il tona -Jacob iego .
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Jak w w ie lu  dotychczasowych rozważaniach model podstawowy j e s t  liniowym 
ciągłym w c z a s ie  równaniem s ta n u  ( 3 .4 4 ) ,  przy  czyrr. znene j e s t  og ran iczen ie  
normy chwilowej b łędu  n i e s p e ł n i e n i a  tego równania . Zakładać będziemy przy 
tym, że oprócz sk ła d n ik a  s t a łe g o  w ystępu ją  w tym o g ra n ic z e n iu  s k ła d n ik i  
za leżne  od normy s ta n u  i  s te ro w a n ia .

Taki model n iepewności noże być zarówno konsekwencją p r z y j ę t e j  metody 
id e n t y f i k a c j i ,  ( p a t r z  rozważania do tyczące oszacowań zależnych od s te row a
n ia  p o s t a c i  ( 2 .8 9 ) ) ,  względności m iar  b łędu  aproksymacji (n p .  w procentach 
w ar to śc i  mierzonych zmiennych), e s ty m a c ji  parametrów w yn ik a jąc e j  z rozwa
żań punktu 3-3 lub  po p ro s tu  znajomości oszacowań dok ładnośc i  parametrów 
A. i- 3 modelu podstawowego, czy te ż  oszacowań b łędu  l i n e a r y z a c j i  ( redukc ji  
rzędu lub  in n e j  zmiany s t r u k t u r y )  wprowadzonego p rze z  model podstawowy. 
Dodatkowe z a ło ż e n ie  do tyczy  to r u  oddz ia ływ an ia  n iepew nośc i ,  k tó r y  n ie  mo
że b.yc " s i l n i e j s z y "  n iż  t o r  s te ro w a n ia .  Zakładać zatem będziemy, że możli
wa j e s t  dekom pozycja-postaci ( 3 .6 2 )  w modelu rozszerzonym .

Mamy więc do c z y n ie n ia  z ograniczeniem  b łędu równania modelu o p o s ta c i :

||x -  Ax -  Buli -ś £1 + 62 J|u|] + II*|| (3 .91)

']?źokh$/ij3W ftt isiayJgc  * B&l 
przy  czym s t r u k t u r a  wpływu zmiennych niepewnych o k re ś lo n a  j e s t  równaniem
( 3 .4 6 ) ,  w którym m acierz  D d a je  s i ę  zdekompor.ować do p o s ta c i  ( 3 .6 2 ) ,  a
ponadto znany j e s t  znak oddzia ływ ania  s te ro w a n ia .

Model rozszerzony  p r z y j ę ty  z o s ta n ie  zatem w p o s t a c i :

X = Ax + Bu + 3D̂  v (3 .92)

x (o ;  = x0

llvll <  £ a  INI + £BIIuII + ĆD (3 .93)

£ b < 1 (3 .94)

Uwaga 3 . 6

Z ałożen ia  o s t r u k tu r z e  oddzia ływ an ia  b łędu  równania są  przykładowo 
sp e łn io n e  w przypadku modeli podstawowych jednowymiarowych w p o s ta c i  ka
non iczne j  fazow ej.  Wówczas bowiem błąd w y s tą p ić  może je d y n ie  w o s ta tn im  
równaniu s ta n u ,  w którym te ż  w ystępuje  s te ro w a n ie .  Podobna s y tu a c j a  wystę
puje w układach, w k tó rych  na każdy s to p i e ń  swobody można oddziaływać n i e 
zależnym sterowaniem , np.  w przypadku s te ro w a n ia  układami napędowymi ro 
bota  [l28] , [174] •

Wskaźnik ja k o śc i  s łu ż ąc y  do syn tezy  s te ro w a n ia  ma p o s ta ć  ( 3 - 4 8 ) .

3 . 4 . 1 .  P os tać  modelu rozszerzonego
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Zakładać będziemy, że prawo s te ro w a n ia  poszukiwane w p o s ta c i  lu n z c j i  
wektora x sk ła d a  s i ę  z nominalnego prawa s te ro w a n ia ,  t z n .  m in im a l iz u ją 
cego wskaźnik ( 3 .4 3 )  d l a  modelu podstawowego o raz  poprawki Au m ającej 
zapewnić w ar to ść  w skaźnika ( 3 .4 3 )  d l a  modelu rozszerzonego  (3 .32  ), (3 .93  ), 
(3.94) n ie  w iększą n iż  w ar to ść  optymalna d l a  modelu podstawowego. P rz y j 
mujemy p rzy  tym, że poprawka A u  j e s t  " t a n i a " ,  t z n .  j e j  k o s z t  n ie  j e s t  
wliczany do w skaźnika ,  l e c z  o g ran ic zo n a  j e s t  co do r.ormy poprzez o g r a n i 
czenie niepewności normy. Taki sposób p o s ta w ie n ia  problemu zadan ia  s t e r o - ’ 
war.ia z o s t a ł  uzasadniony  w rozważaniach wstępnych r o z d z ia łu .

3 . 4 .2 .  Synteza prawa s te ro w a n ia  gwarantowanego

Prawu s te ro w a n ia  j e s t  sumą prawa s te ro w a n ia  nominalnego u o raz  po
prawki Au, t z n . :

u = u + A u ( 3 .9 5 )

przy czym prawo nominalne zastosowane do s ta n u  modelu rozszerzonego  ma 
postać :

u( x , t ) = -  R- 1 BTK (t)x  (3 .9 6 )

gdzie K (t )  j e s t  ( j a k  poprzedn io )  rozwiązaniem (symetrycznym dodatn io  
określonym) równania ( 2 .2 2 ) .

Oszacowanie ( 3 .9 3 )  zastąp im y oszacowaniem:

II^v|| 4 £A ||x|| + | |r _ V k x || + ć 3 | |a u || + = a ’■ ( 3 .9 7 )

.. • <

x <f. K(BTKx)

że | |A u (x , t ) | |  4 a x e N(BTKx)

• ( 3 .9 8 )

( f T • T T ^(N(B Kx) oznacza z b ió r  x, d l a  k tó ry ch  B Kx = O - j ą d r o  odwzorowania B K),
o t r z y m u j e  s i ę :

l k INI + £ b I|R"1BTKx|| + £ b a + £ d = a 

Zatem a o k reś lo n e  j e s t  ja k o :

Przyjmując A u ( x , t )  w p o s t a c i :

"  a
A u ( x , t ) = J  HbTKxII

(.dowolne t a k i e ,

a  = (1 - £ b ) _ 1 ( £ a  lix || + £ b  IIB~1 B TKx||  + £ d ) ( 3 .9 9 )



-  128 -

i s tenowi o g ra n ic z e n ie  r.ormy poprawki A u .  Można sformułować n as tęp u jące  
tw ie r d z e n ie :

r.VI5KDZEKIS 3 .4

Prawo s te ro w a n ia  ( 3 .9 5 ) ,  w którym u ( x , t )  dane j e s t  wzorem ( 3 .9 6 ) ,

e A u ( x , t )  r e l a c j ą  ( 3 .9 8 )  zapewnia w ar to ść  y/skaźnika ^  ^(x^Qx + QTRu)dt

d la  modelu rozszerzonego  ( 3 .9 2 ) ,  ( 3 .9 3 ) ,  ( 3 .9 4 )  n ie  w iększą  n iż  optymalna 
d la  modelu podstawowego.

Dowód ;

W c e lu  wykazania praw id łow ości zaproponowanego prawa s te ro w a n ia  wystar
czy wykazać, że fu n k c ja :

s p e łn ia  n ierów ność:  

1 / A  T,Qx «■ u Ru) + § j(A x  ♦ B(u + Au -f D1 v ) ) + § |  < 0 (3.100)

Z (3 .1 0 0 )  wynika bowiem, że :

e | T
\  I ( £ TQx + uTR u)dt < -  S ( x , t )  .  K(', )x0 (3 .101)
0 lo

d l a  każdego x s p e łn ia ją c e g o  ( 3 .9 2 )  d l a  u i  A u danych p rze z  ( 3 .9 6 ) ,  
( 3 .9 6 ) .

Prawdziwość ( 3 .1 0 0 ) - wynika z f a k tu ,  że za ch o d z i ;

“ M  = + £ TRu ) + §§(Ax + Bu)

B(AU + D1 v ) = xTKB(- ,, a + D.v) =
"BrKx 1

[[7^ 1 1 ^  3 + xTKBD^v « -  ||BTKx||a + ||bTKxI| IId .,v || 4 O
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r ^ D -

-/?'

B rK

Rys. 23. Schemat blokowy ukłEdu r e a l i z u j ą c e g o  s te row an ie  gw aran tu jące  
o k re ś lo n ą  w ar to ść  wskaźnika ja k o śc i

Fig. 23. Błock diagram of  the  system r e a l i z i n g  guaran teed  coc t  cor.tr:  1

(3.101) j e s t  n a to m ia s t  żądaną n ie rów nośc ią  gw aran tu jącą  wymaganą w artość  
wskaźnika. Schemat blokowy układu  r e a l i z u j ą c e g o  s te row an ie  p rze d s taw ia  
rys. 23.

Uwaga 3 .7

Należy zwrócić uwagę, że im m n ie jsz a  j e s t  in fo rm ac ja  o o b ie k c ie  zawar
ta w modelu podstawowym, tym większe są  w a r to śc i  s t a ły c h  £ i 
i tym samym w iększa norma s te ro w a n ia  Au. Przy i s t n i e n i u  o g ran ic ze ń  na s t e 
rowanie, n p . :  o p o s t a c i  l|Au|| < U, może być niemożliwa r e a l i z a c j a  s t e r o 
wania gw aran tu jącego  zadany k o s z t  lub  p rzyna jm nie j  og ran iczony  zak res  wa
runków początkowych, d l a  k tó ry ch  t a k a  r e a l i z a c j a  j e s t  możliwa ( a  j e s t  bo
wiem fu n k c ją  warunków początkowych).

Uwaga 3 .8

Sterowanie (3*98) w ogólnym przypadku n ie  j e s t  c i ą g ł ą  fu n k c ją  s t a n u .
W przypadku = ^ b  = ® s t a j e  s i ę  przekaźnikowym sterow aniem . U niem ożli
wia to  zas tosow anie  k lasycznych  tw ie rd z eń  o i s t n i e n i u  i  jednoznacznośc i  
rozwiązania równania różniczkowego, aczkolwiek można wykazać i s t n i e n i e  
rozwiązania równania w s e n s ie  kontingensowym ( p .  np .  [ i  1 o ]  , [ i  2 2 ]  ) .  

Zastosowanie a p a r a tu  B ellm ana-H am iltona-Jacob iego  j e s t  jednak możliwe i 
oa c h a r a k te r  podobny do stosowanego p rzy  rozwiązywaniu problemów s te row an ie  
czasooptymalnego ( w u k ł a d z i e  zamkniętym) d l a  modeli l in io w y c h .  Prawo s te ro- ,  
wania s t a j e  s i ę  c i ą g ł e  względem x ,  j e ś l i  = 0 .

Należy zw rócić  uwagę, że d l a  x€N (3^K x) nominalne prawo s te ro w a n ia  
u przyjm uje również war+.cści zerowe, a zatem ||u|| < a .  W przypadku d ług ich
horyzontów s te ro w a n ia  T—»oo zarówno nominalne prawo s te ro w a n ia ,  jak  i  
poprawka Au s t a j ą  s i ę  s t a c j o n a r n e ,  gdyż K( t ) z o s t a j e  z a s tą p io n e  swoją

A
wartością u s ta lo n ą  K (p rz y  zwykłych za ło ż en ia ch  o s te ro w a ln o śc i  i  ob^er-  
walnośoi modelu podstawowego czynionych w ie lo k ro tn ie  w p r a c y ) .
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Przyjmując wówczas S jako fu n k c ję  Lapunowa [76] , można uzyskać oszaco
wanie o g ra n ic z e n ia  t r a j e k t o r i i  modelu rozszerzonego  w p o s t a c i :

zraz  c z a s -  I ( r )  o s i ą g n ię c i a  p rzez  n i ą , k u l i  o zadan.ym prom ieniu  r  w po-

\ i n ( Q  ■* KBR“ 13 Ti ( ) r 2

'^max(k)

Ĥ oll 2 „2
X max K  ̂ ^  % minW

-- ' i  - Pf x N. * a -1   (3.103)
max min ^BR B K)

gdzie  o raz  31^^ ozn a cz a ją  minimalną i  maksymalną w ar to ść  własną
m acie rzy .

O gran iczen ie  (3 .1 0 2 )  wynika z f a k tu ,  że’:

^ m in (R ) l| x ( t ) H2 $ Ś ( x ( t ) )  < S (xQ) C 3tmax'(K)||x0|| 2

na to m ia s t  o g ra n ic z e n ie  (3 -103 )  j e s t  konsekwencją n a s tęp u jący c h  nierównoś
c i  :

T (r )
S(x( T( r ) ) )  -  S( x ) = f d t  < Max Ś ( x ( t ) )  . T ( r ) <

° g d t  IIxll > r
» . •• i ; « t  £ ; ¿a&cm - %<>* i-wlo /o a  owotiśoinśb'! BStń&iwŁi &£ń8&ś'l&£&Ę

i  - A m,_(Q + KBR“ 1BTK) . r 2 . T (r )

S(x( T( r ) ) > 3\.min( K) || x( T ( r ) )||

a l e  x ( T ( r ) )  j e s t  t a k i e ,  że musi za ch o d z ić :

^ m in ( £ )r2 4 S ( x ( T ( r ) ) ) <  X a BJ C( X )  II* ( T ( r ) ) | |  2
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zatem:

X  Cihll* II2 Mlrl W  
S(x ) -  S(x( T ( r )) ) max 11 0,1 X  (K)

T(r)  < — 3------------ T- T y _  <   T-HCT3- ^ -----------
\ i n (Q+KBR B K)r \ i n (Q + KBR_1BTK )r2

Przykład 6 :

Przykładowo wyznaczmy prawo s te ro w a n ia  d l a  o b ie k tu ,  k tó reg o  model pod
stawowy ma p o s ta ć  równania s ta n u  pierwszego rzędu :

błąd ap roksym acji  d a je  s i ę  oszacować ja k o :

|x -  x -u | $ £ 1 + £2 lx l 

Wskaźnik ja k o ś c i  użyty  do sy n te zy  ma n a to m ia s t  p o s ta ć :

J  = J  j (3x2 + u2 )d t  
0

Wówczas s te row an ie  nominalne ma p o s ta ć :  

u = -  3x 

a poprawka s te ro w a n ia :

Au = -  £2x -  £,| sgn x

?Wskaźnik j a k o ś c i  n ie  p rzek roczy  w a r to ś c i  1 .5 x „ ,  a czas  t łu m ie n ia
1 |x | 2

stanu do r  |x Q| -  w a r to ś c i  ^  -  1 ) .

Rys. 24. Przykładowa s t r u k t u r a  układu 
w przypadku modelu p ierw szego rzędu
F ig .  24. Examplar.y s t r u c t u r e  of the 

system f o r  the  f i r s t  o rd e r  model

Przykładowa s t r u k t u r a  uk ładu  s te ro w a n ia  d la  modelu pierwszego rzędu 
przedstawiona j e s t  na  r y s .  24.
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3 . 4 .3 .  S terowanie gwarantowane d l a  modeli n ie l in io w y c h .
Związek z algorytmami' s te ro w a n ia  zapewniającymi s t a b i l n o ś ć  
p rak tyczną

P o d e jśc ie  zaproponowane w poprzednich  punktach można również zastosować 
do sy n te zy  s te ro w a n ia  w przypadku pewnej k l a s y  n ie l in io w y c h  modeli podsta
wowych i  niekwadratowych wskaźników j a k o ś c i ,  d l a  k tó ry ch  można wyznaczyć 
s te ro w a n ie  nominalne o raz  nominalną pow ierzchnię  optym alne j j a k o ś c i  po
p rze z  rozw iązan ie  równania B e l lm ana-H am iltona-Jacob iego .

Niech model podstawowy przyjm uje p o s ta ć :

*m = f ( x m) + e ( x m)u '  xm(0 )  = xo (3 .104)

a model ro zsz erzo n y  p o s ta ć :

x = f ( x )  + g (x )u  + g (x )  Dj ( x ) v  (3.105)

x (0 )  = xQ 

p rzy  czym:

||d1 ( X )v II 4 £,  II x|| + ćg  II u II + (3.106)

t z n .  utrzymane j e s t  nadal z a ło ż e n ie  o s t r u k t u r z e  oddz ia ływ an ia  niepewnoś
c i  .

Wskaźnik ja k o śc i  ma p o s ta ć :

T
J = j l ( x , u ) d t  (3.107)

0

przy czym podobn e jak  poprzednio  jego m in im a l iz a c ja  s łu ż y  do uzyskania  
pożądanej t r a j e k t o r i i ,  o k r e ś lo n e j  optymalną d la  modelu podstawowego funk
c j ą  kosztów S ( x , t )  s p e ł n i a j ą c ą  równanie B e llm ana-H am iltona-Jacob iego .  
( S tw ie rd z e n ie  to  wymaga, aby fu n k c je  f ,  g -  s p e ł n i a ł y  odpowiednie za ło
ż e n ia  o g ła d k o ś c i ,  k tó r e  n e są  tu  jawnie podawane).

P rzy jm u jąc ,  że m in im a l iz a c ja  w skaźnika (3 .1 0 7 )  d l a  modelu (3 .1 0 4 )  pro
wadzi do prawa s te ro w a n ia  u (x . t )  = ? ( x _ , t ) ,  zadan ie  syntezy^sterowania  gwa- 
r a r . tu jącego  zadaną ja k o ść  sprowadza s i ę  (podobnie jak  w punkcie  3 .4 .1 )do  
z n a l e z i e n i a  t a k i e j  " t a n i e j "  l e c z  og ran ic zo n e j  poprawki s te ro w a n ia  Au(x,t) ,  
że zas tosow anie  prawa s te ro w a n ia :

u ( x , t )  = P ( x , t )  + A u ( x , t )
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zapewnia d la  modelu rozszerzonego  ( 3 .1 0 5 ) ,  (3 .1C 6):

T
|  L (x ,P (x ,  t )  )d t  « s (* 0 > ° )
0

Poprawka A u ( x , t ) j e s t  p rzy  tyra o g ran iczona  co do normy p rze z  og ran iczę ;  ie  
a niepewności modelu okreś lone  r e l a c j ą :

a = (1 - £ Br 1(£„ !|x|| + £ B ! |P (x ,t ) | |  + 6 ^ ) (3 .1  Oba)

S tosu jąc  rozumowanie podobne jak  w punkcie 3 . 4 .2 ,  można wykazać, że wy
magania te  s p e łn i a  prawo s te ro w a n ia :

Nie ana l iz u je m y  tego  z a g a d n ie n ia  szczegółowo, gdyż wydaje s i ę ,  że w 
p rze c iw ie ń s tw ie  do zagadn ień  lin iowo-kwadratowych (w se r .s ie  modelu p o d s ta 
wowego) uzyskane prawo s te ro w a n ia  n ie  j e s t  p r o s te  do prak tycznego  s t o s o 
wania (k o n iec zn o ść  z n a l e z i e n i a  prawa nominalnego n ie l in io w e g o  i f u n k c j i  S, 
trudne do r e a l i z a c j i  prawo A u ( x , t ) ) ,  jak również p o s ta w ien ie  problemu s t e 
rowania (n ie rów nośc i  ( 3 .1 0 8 ) )  n ie  p o s ia d a  zwykle k la row nej i n t e r p r e t a c j i .

Uzyskane prawa s te ro w a n ia  zarówno d l a  l in io w y c h ,  jak  i n ie l in io w y c h  
problemów podstawowych wykazują pewne podobieństwo do algorytmów s te ro w a
n ia  zapew nia jącego "p rak tyczną  s t a b i l n o ś ć "  [10] , [i i] , [96] , [170] w se n 
s ie  n ie co  odmiennym od d e f i n i c j i  L a s a l l e ’ a [95] . Rozumiana ona j e s t  jako 
własność uk ładu  zamkniętego zapew nia jąca  j e d n o s ta jn ą  og ran iczoność  rozw ią
zan ia  równania t r a j e k t o r i i  na każdym skończonym h o ry z o n c ie ,  p rz e d łu ż a ln o sc  
na d o d a tn ie j  p ó ło s i  i  o s t a te c z n ą  og ran iczoność  dla dowolnego o to c z e n ia  r o z 
w iązan ia  zerowego o raz  j e d n o s ta jn ą  s t a b i l n o ś ć  tego o to c z e n ia .

Prawo s te ro w a n ia  zapew nia jące  p rak ty c zn ą  s t a b i l n o ś ć  w ykorzys tu je  funkc ję  
Lapunowa d l a  modelu podstawowego i  ma p o s ta ć  podobną dc poprawki A u (x , t ) .
Ze względu na s tosow anie  a p a r a tu  f u n k c j i  Lapunowa prawo s te ro w a n ia  musi 
być c i ą g ł ą  f u n k c ją  x , uzyskiwaną poprzez aproksymację f u n k c j i  " p r z e ł ą 
cza jących"  sterowaniem z "nasyceniem ". P ra k ty cz n a  s t a b i l n o ś ć  może być j e d 
nak o s i ą g n i ę t a  również za pomocą innych praw s te ro w a n ie ,  w łąc za ją c  w to  
prawa l in io w e  [8] .

dowolne t a k i e ,  że | |A u(x , t) |!  < a x 6 K(g^ g ^ )
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Oczywiście k s z ta ł to w a n ie  zadowalającego p rze b ieg u  t r a j e k t o r i i  poprzez 
zapewnienie o k re ś lo n e j  w a r to ś c i  wskaźnika ja k o śc i  j e s t  ty lk o  w rzadkich  
przypadkach sk u te cz n e .  W ogólnym przypadku problem te n  musi być rozważany 
jako pewnego typu zagadn ien ie  p o l io p ty m a l iz a c y jn e  ( p .  np .  [191] ) .  Niemniej 
jednak pewne i s t o t n e  wymagania co do zachowania s i ę  układu mogą być zapew
nione p rzez  rozwiązywanie problemu liniowo-kw adratowego (n p .  [198] ).

3 . 5 .  MODELE NIERÓWNOŚCI OWE WEJŚCIOWO-WYJŚCIOWE. ZASTOSOWANIE TWIERDZÊ '
0 PUNKTACH ST;-ŁYCH [i 73] , [i 76]

Modele o p o s ta c i  równań ( i  ew en tua ln ie  n ie rów nośc i)  s ta n u  są  wygodną 
formą op isu  w przypadku rozwiązywania zagadnień  op tym a liz ac y jn y ch .  Jak 
wspomniano jednak ,  uzyskanie  parametrów ta k ic h  modeli c z ę s to  n ie  j e s t  
zagadnieniem prostym z uwagi na  dostępność  jed y n ie  pomiarów w e jś c ia  i  
w y jś c ia ,  k tó r e  um ożliw ia ją  bezpośredn ie  od tw orzenie  zarówno o k r e ś lo n e j  
c h a r a k te ry s ty k i  w ejściowo-wyjściowej modelu podstawowego, jak  i  nierównóś- 
ciowej c h a r a k te r y z a c j i  niepewności w modelu rozszerzonym . Wprawdzie moż
liwe j e s t  wprowadzenie odpowiedniego modelu podstawowego w p o s t a c i  równań 
s ta n u  i  modelu n iepewności w p o s t a c i  n ie rów ności w y jś c ia ,  ja k  to  czyniono 
k i l k a k r o t n i e  w pracy ( n p .p .  2 . 2 . 2 . 4 ,  2 . 3 . 4 . 1 ,  3 . 2 . 2 . 2 ) ,  l e c z  j e s t  to
c z ę s to  t ru d n e ,  a w przypadku zagadn ień  n ieóp tym a lizacy jnych  niekonieczne .

Dla zagadn ień  z liniowym modelem podstawowym, d l a  k tó ry ch  n a j c z ę ś c ie j  
stosowaną c h a r a k te ry s ty k ą  wejściowo-wyjściową j e s t  c h a r a k te r y s ty k a  często
tl iw o śc io w a ,  znanych j e s t  k i l k a  pode jść  do problemu sy n te zy  układu s te ro 
wania w przypadku niepew ności t e j  c h a r a k te r y s ty k i  ( r y s .  25 ) .

Uwaga 3 .9 .

u

Rys. 25. Modele ro zsz e rzo n e  z niepewną c h a r a k te ry s ty k ą  częs to t l iw o śc io w ą
o b ie k tu

F ig .  25. Extended models w ith  u n c e r t a in  f requency  c h a r a c t e r i s t i c

Bazują one n a j c z ę ś c i e j  na tzw. jakośc iow ej t e o r i i  układów ze sprzężeniem 
zwrotnym (np .  [68] , [69] , [70] ) ,  t e o r i i  w a r to ś c i  s in g u la rn y ch  SVT (np.
[41] , [42] , [82] , [l-27] ) ,  uog ó ln ie n ia ch  p o ję ć  zapasu s t a b i l n o ś c i  (np .  [35] 1 
[82] , [83] , [114] , [125] , [139] , [198] ) lu b  a p a r a c ie  p r z e s t r z e n i  Hardy’ego 
i p o ję c iu  optymalnej w raż l iw ośc i (np .  [48] , [47] , [124] , [208] , [209] ).
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P o d e jśc ia  te  mają d l a  t a k i e j  c h a r a k t e r y z a c j i  o b ie k tu  sz e re g  ko rzystnych  
w łasności i  prowadzą do efektywnych, aczkolwiek cz ę s to  trudnych  t e c h n ic z 
nie algorytmów mających na c e lu  zapewnienie s t a b i l n o ś c i  i  małej w raż l iw oś
ci układów s te ro w a n ia .  Każde z n ich  ma jednak i s t o t n e  o g r a n ic z e n ia ,  zarów
no j e ś l i  chodzi o k la s ę  rozpatryw anych obiektów , jak  i  g ra n ic e  możliwości 
r e a l i z a c j i  c e lu  s te ro w a n ia  ( p .  np. [69] , [171] )•

W tym r o z d z i a l e  p rzeds taw ione  z o s ta n ą  pewne ogólne rozw ażania  d o ty c z ą 
ce możliwości r e a l i z a c j i  c e lu  s te ro w a n ia ,  jakim j e s t  o s i ą g n ię c i e  o to c z e n ia  
pożądanej odpowiedzi u k ładu .  R e a l i z a c j a  tego c e lu  wydaje s i ę  n a j b a r d z i e j  
naturalnym wymaganiem stawianym przed układem r e g u l a c j i ,  a je d n o cz eśn ie  
może być rea l izo w a n a  na b a z ie  modelu wejściow o-wyjściowego.

Model podstawowy przyjmowany j e s t  w p o s t a c i  r e l a c j i :

ym = V u > <3 - 109)

w k tó r e j  Fm j e s t  odwzorowaniem unormowanej p r z e s t r z e n i  w ejść w unormo
waną p r z e s t r z e ń  wyjść ( d l a  p r o s t o t y  uży te  z o s ta n i e  to  samo oznaczen ie  
normy w obu p r z e s t r z e n i a c h ,  gdyż n ie  powoduje to  n iepo rozum ień ) .  J e ś l i  
błąd aproksym acji r z e c z y w is te j  z a le ż n o ś c i  w y jś c ia  od w e j ś c i a  w s e n s ie  
normy || . || n ie  p rz e k ra c z a  E, to  model ro zsz e rzo n y  można p rz y ją ć  w p o s t a 
ci :

Y = { y  : ||y -  Fm(u)||  < E j  (3 .1 1 0 )

gdzie Y j e s t  zbiorem elementów p r z e s t r z e n i  w yjść modelu podstawowego.'

W yjścia modelu ro zsz erzo n e g o  są  zatem domkniętymi, ograniczonymi pod
zbiorami p r z e s t r z e n i  metrycznych i  można j e  t rak tow ać  jako e lem enty  p rz e 
s t r z e n i  m etryczne j  z metryką H au sd o r f fa  [90] d o k r e ś l a j ą c ą  o d le g ło ść  
d(Y1 , Y2 ) ja k o :

d(Y1 ( Y2 ) = max [su p  i n f  ||y1- y 2|| , sup in f  ||y1 - y 2|| j- (3 .1 1 1 )  

y 1eY1 y 2 eY2 y 2eY2 y 1cY 1

Przy s y n te z i e  s te ro w a n ia  posług iw ać s i ę  będziemy szczególnymi po s ta c iam i 
tw ierdzeń  o punktach s t a ły c h  d l a  odwzorowań zwężających . P o d e jśc ie  do 
problemu sy n te zy  uk ładu  zamkniętego o p a r te  na tw ie rd z e n i  Banacha d l a  za 
gadnień d e te rm in is ty c z n y c h  by ło  wykorzystywane w ie l o k r o t n ie  (n p .  [50] ,
[8?] , [88] , [89] , fi 87] , [207] ) .  W poniższych  rozważaniach zas tosu jem y 
odpowiedniki tego  tw ie rd z e n ia  do sy n te zy  r e g u l a t o r a  d l a  problemu s t e r o 
wania z zadanym stopniem ryzyka  o raz  s te ro w a n ia  a d a p ta cy jn e g o .  W obu p rz y 
padkach będziemy za s tę p o w a l i  problem u z y sk an ia  zadanego sygna łu  w e jś c io 
wego y° zadaniem o s i ą g n i ę c i a  jego o to c z e n ia  odpowiednio zdef in iow anego .
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Z a łożen ia  do tyczące  odwzorowania Fm zo s ta n ą  sprecyzowane d la  odpowied
ni c'n zagadnień  s te ro w a n ia  w da lszych  punk tach .

3 . 3 .1 .  S terowanie z zadanym stopniem ryzyka

Oznaczmy p rzez  { y ° ]  z b ió r  jedr.opunktowy s k ła d a ją c y  s i ę  z pożądanego 
w y jś c ia  y ° .  Sformułujemy c e l  s te ro w a n ia  jako  żądan ie  z n a l e z i e n i a  s t e r o 
wania u° zapew nia jącego , że w y jśc ie  modelu rozszerzonego  : J odpowia
d a jące  temu s te row an iu  j e s t  o d le g łe  od | y ° |  (w e e n s ie  metryki Hausdorffo) 
ó mniej n iż  z, ze stopniem ryzyka  (określonym p o n iż e j )  n ie  większym niż r 
(0 < r  « 1 ).

Y° j e s t  zdefin iow ane zatem przez  r e l a c j ę :

Y° = { y : II V -  Fm( u ° )  II ś  E} (3.112)

a fu n k c ja  ryzyka W ( ¿ ( Y ^ Y , ) )  o w a r to śc ia c h  rzeczyw is tych  o k re ś lo n a  jest 
p rzez  n a s tę p u ją c e  aks jom aty :

W ( d ( y 1 t Y2 )) = O d la  dowolnych Y1 ,Y2 (3.113)

Je ..1 i

z, > z2 to  W (d(Y1 t Y2 )) > W (d(Y 1 t Y2 )) (3.114)

"V (d( Y1 ,Y2 )) = 1  d l a  każdego z > O wtedy i  ty lk o  wtedy, 

gdy Y1 = Y2

Wz, + z2(d(Y1*Y2 ))  > Mit>{wZ i( d(Y1 .Y3 ) ) , WZ2(d(Y3 ,Y2 ))}

d l a  w s z y s t k i c h  Y1 , Yg,  Yj

l i m V d ( Y 1 , V )  = \

l i m ••Vz ( d ( Y 1 , Y2 ) )  = 1
Z-*oo

'.Teł ? te row an ia  może być zatem sformułowany Jako ż ą d a n ie ,  aby zachodzi- 

v;z (d (Y °, {.vc} )) > 1 - ’ t ( 3 .119)

io ' •

( 3 . 115)

(3.116) 

(3.117!

(3.H6)
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Własności ( 3 . 113 ) - ( 3 .1 1 S ) s p e łn i a  przykładowo fu n k c ja  skoku j e d n o s t 
kowego H ( le w o s t ro n n ie  c i ą g ł e g o ) .  Wówczas:

Wz (d(Y1 ,Y2 )) = H( z -  d(Y1,Y2 )) ( 3 . i ? c ;

a żądanie (3 .1 1 9 )  oznacza wymaganie, aby o d le g ło ś ć  d(Y°, { .Y°| ) b y ła  
mniejsza od z, c z y l i  by Y° zaw arte  było  w k u l i  o środku y^ i promie
niu z.

Innymi przykładami f u n k c j i  sp e łn ia jąc y m i podane aksjom aty  s ą :

Wz (d(Yi ,Y2 )) =

V.,(z) Y1  ̂ Y2 ; V (0) = o

(3.121 )

H( z ) Y1 =  Y2

gdzie V.,(z) j e s t  dowolną r .iem ale jącą  f u n k c ją  le w o s tro n n ie  c i ą g ł ą ,  zb ieżną  
do 1 przy  z dążącym do oo , różną od H (z ) .

Podobnie:

i M cK y^ ' ,  Y2')5 Y1 t  Y2

Wz (d(Y1 ,Y2 )) (3 .1 2 2 )

H( z )

może być p r z y j ę t a  jako f u n k c ja  ryzyka .
Warunek (3 .1 1 6 )  j e s t  d l a  f u n k c j i  (3 .1 2 2 )  s p e łn io n y ,  gdyż:

z1+z2
1( d(Y1 ,Y2 ) ) *  V1( d(Y1 ,Y3 )+d(Y3 ,Y2 ) ) >

{ vJ 3 T y7Tŷ ) -  V1( 3TY~7?P')}

bowiem n ie ró w n o śc i :

+ z^ z ̂
d(Y1 ,v 2 ) +a(Y3 ,Y2 ) < t h ? - y; t
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Z1 + z 2 z 2 
dCY1 , Y2 ) + d ( Y 3 , Y 2 ) <  T [ Y ^ 7 ę T

n ie  mogą być s p e łn io n e  równocześn ie .
O k re ś la ją c  ( z , r )  o to c z e n ie  jako :

N ^ i z . r )  = |Y  : T^CdiY.Y,)) > 1 -  r |  (3 .123)

można c e l  s te ro w a n ia  o k r e ś l i ć  jako p rzy n a leż n o ść  Y° do K . ( z , r ) .
i y I

O odwzorowaniu będziemy z a k ł a d a l i ,  że sp e łn io n y  j e s t  n as tęp u jący
"uogólniony warunek L ip s c h i t z a "  (w s e n s ie  f u n k c j i  ryzyka Yl ) : d la  każdego 
u , , u2 w y jś c ia  modelu rozszerzonego  (3 .1 1 0 )  Y1 , Y? odpowiadające tym 
wejściom s p e ł n i a j ą  warunek:

\Yl z (d(Y1 ,Y2 ))  >  V(z -  Hu, -  u2| | )  (3 .124)

d l a  pewnej s t a ł e j  r z e c z y w is te j  d o d a tn ie j  1 o raz  n ie m a le ją c e j  le w o s tro n 
n ie  c i ą g ł e j  f u n k c j i  V t a k i e j ,  że V(0) = 0 .

D e f in ic ja  o to c z e n ia  (3 .1 2 3 )  umożliwia wprowadzenie p o ję ć  zb ież n o śc i  
i  podstawowcści ciągów ( a n a lo g ic z n e  do k la sy cz n y ch )  o raz  zu pe łnośc i  
p r z e s t r z e n i  z fu n k c ją  ryzyka ,  a m ianow icie :

D e f in i c j a  3.1

Ciąg {Yn j  j e s t  podstawowy, j e ś l i  d l a  dowolnych z i  r  i s t n i e j e  M
ta k i e ,  że d l a  n,ra > M
Y należy  do ( z , r ) .

n

D e f in ic ja  3 .2

Ciąg J e s t  zb ieżny  do Y, j e ś l i  d l a  dowolnych z i  r  i s t n i e j e  M
t a k i e ,  ze d l a  n > M 
Yn na leży  do Ky( z , r ) .

D e f in i c j a  3 .3

P r z e s t r z e ń  wyjść modelu rozszerzonego  z f u n k c ją  ryzyka  W j e s t  zupełna, 
j e ś l i  każdy c ią g  podstawowy j e s t  zb ieżny  do e lem entu  t e j  p r z e s t r z e n i .

Ponadto wprowadzimy p o ję c ie  odwzorowania zwężającego w t e j  p r z e s t r z e n i .

oraz

i
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Defir.lc.1a 3.4

Odwzorowanie L(Y) p r z e k s z t a ł c a j ą c e  p r z e s t r z e ń  wyjść w s i e t i i e  j e s t  
zwężające, j e ś l i  i s t n i e j e  ta k a  s t a ł a  k; O< k < 1 ,  że d la  każdego z > 0  
i  dowolnych Y1 , Yg zachodz i:

■ ^(d tY .pYgj)  i* wlcz(d(L(Y1)', l ( y 2 ; ; ;  ( 3 . 125 )

Dla f u n k c j i  ryzyka (3 .1 2 0 /  d e f i n i c j a  3 .4  pokrywa s i ę  z k la sy cz n ą  d e f i n i 
c ją  odwzorowania zw ężającego.

Można p r z e j ś ć  obecnie  do sformułowania tw ie rd z e n ia  o k r e ś la ją c e g o  wa
runki w y s ta rc z a ją c e  rea l izo w a ,ln o śc i  c e lu  s te ro w a n ia  w u k ła d z ie  z r e g u la 
torem:

U> ■ i U  3l.fi e tę  i.:;

u = P(Y) t i s io r fo s s  ' S , fS Óśf.yw hcr-:,. (3 .126 )

tz n .  algorytmem s te ro w a n ia  odwzorowującym z b io ry  wyjściowe w s te ro w a n ia .  
(Oczywiście , r e g u l a t o r  o p e ru je  na mierzonym w y jśc iu  o b ie k tu ,  k tć re  jednak 
j e s t  t rak tow ane  jako  n ie r o z r ó ż n ia ln y  elem ent z b io ru  Y).

TWIERDZENIE 3.5

Niech p r z e s t r z e ń  wyjść modelu rozszerzonego  (3 .1 1 0 )  z fu n k c ją  ryzyka .V 
będzie p r z e s t r z e n i ą  zupe łną  i  b ęd z ie  sp e łn io n y  "uogóln iony  warunek L ip s c h i -  
tza" ( 3 .1 2 4 ) .  Ponadto model pos iada  w łasność " ( z , r )  s te ro w a ln o ś o i"  do punk
tu  y ° ,  t z n .  i s t n i e j e  u° s p e ł n i a j ą c e  warunki (3 .1 1 2 ) ,  ( 3 . 119) .

Wówczas i s t n i e j e  r e g u l a t o r  (3 .1 2 6 )  zapew nia jący  r e a l i z a c j ę  c e lu  s t e r o 
wania, t z n .  o s i ą g n ię c i e  p rze z  w y jśc ie  o b ie k tu  ( z , r )  o to c z e n ia  żądanej od
powiedzi y ° .
i i t r . ę )  iK ( - s ) « )  : x \  » c Ą  , |5 >  !K(. ' j m s I !  t y !  * ,y
Dowód:

W dowodzie wykorzystamy n a s tę p u ją c y  lem at:

LEMAT 1

Odwzorowanie zwężające L w p r z e s t r z e n i  z fu n k c ją  ryzyka W posiada 
jeden Jedyny punkt s t a ł y  YQ t a k i ,  że L(Yq ) 3 YQ , k tó ry  j e s t  punktem

p rz y c ią g a n ia ,  t z n .  d la  dowolnego Y c i ą g  Ln Y dąży do Yq .

Lemat t e n  ma a n a lo g ic z n ą  p o s ta ć  do tw ie rd z e n ia  o punkcie s ta łym  " ro z 
mytych" odwzorowań zwężających wprowadzonych p rzez  a u to r a  w [166] lub  t e ż  
może być t rak tow any  jako  sz czegó lna  p o s ta ć  tw ie rd z e n ia  o punkcie sta łym 
w p r z e s t r z e n i  Mengera [167] .  Nie będziemy zatem p rz y ta c z a ć  jego  żmudnego, 
aczkolwiek p r o s te g o ,  dowodu, tym b a r d z ie j  że pewne rozw ażania  do tyczące 
podobnych zagadn ień  d la  ogólnego modelu n iepew ności p rzeds taw ione  zos taną  
w r o z d z i a l e  4 .
lt»j < !? J ) .rioeoiiiaTi .(cYnefisa w ufijSd ałrsswteksiSf/ że# srsa A cw o iso a L  iy ą
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Zgodnie z za łożeniem  o s t e ro w a ln o ś c i  można p r z y ją ć ,  że d la  u = u° 
odpowiadające mu Y° n a le ż y  do N ( z , r ) .  Niech zatem d la  Y = Y° r e 

l y  i
g u l a t o r  P d a je  u ° ,  c z y l i :

u° = P(Y°) (3 .127/

Wówczas Y° j e s t  punktem s ta łym  w tym s e n s i e ,  że :

Y° = |  y : II y -  Fn (p(Y °)) | |  i ć j  (3 .123/
f .  •>. ¿ i i n s w o i i i i : ;  H i i O B l s s o i t i l s e ' r  s e r  t a n  i i rŁ i ią

Aby wykazać, że j e s t  to  punkt p r z y c ią g a n ia ,  przyjmiemy r e g u l a t o r  mający 
n a s tę p u ją c ą  w łasność:  i s t n i e j e  ta k a  s t a ł a  d o d a tn ia  c < y ,  że d la  każdego
w > O o raz  dowolnych wyjść Z1 , Z? zachodz i :

V(cw - || P i z , )  -  P(Z2 )|| )> Ww(d (Z 1 ,Z2 )J (3 .129)
uto&twf ĉ apatręJtar *ą ¿fytroąp- so;frflXu8©'£ t

Przyjm ując k = l c  < 1 o raz  w = ~  o trzym uje  s i ę  na podstawie (3 .1 2 9 )  
oraz  (3 .1 2 4 )  po p o d s ta w ien iu :

u, = P(Z, ) ,  u2 = P(Z2 ) :

f. ■ •. . ” ;5 jctił'-. v n o ; o  .*£>{;ci X s o i s o u s  (’•

Wl z (d(Y1 ’Y2 ^ > Wl z  (d ( z i . z2 ^  ( 3 . 130)
Hć

-o?:ntc u i  sb& ę^oes lS so?  x^PiBisnseqas  *ę) <xo;frj*iiwx e t e l s t s i  eaao«bW 
p rzy  czym:

Y, = j y  : | |y -P m< , ) ) ! ! < £ ] ,  Y2 = | y  : | |y -P m(p ( z 2 ) ;|| ( 3 . 131)

Zatem odwzorowanie Z w Y ok reś lo n e  p rze z  (3 .1 3 1 )  j e s t  zwężające i  
tym samym po s ia d a  jedyny punkt s t a ł y  Y°, k tó r y  j e s t  punktem przyc iągan ia .  

Zapewnia to  r e a l i z a c j ę  c e lu  s te ro w a n ia .

Uwaga 3 .10

Jak  wskazano, w przypadku W ok reś lonego  p rz e z  (3 .1 2 0 )  c e l  s terowania 
j e s t  zadaniem o s i ą g a l n o ś c i  p rz e z  w y jśc ie  o to c z e n ia  zadanego punktu  y° .
Założen ia  tw ie rd z e n ia  mogą być wówczas s p e łn io n e ,  gdyż zupe łność  p r z e s -.
t r z e n i  j e s t  rozumiana w sposób k la sy cz n y ,  a j e s t  zapewniona ( d l a  przypad
ku zupełnych p r z e s t r z e n i  wyjść modelu podstawowego), gdyż p r z e s t r z e ń  dom
k n ię ty c h  i  og ran iczonych  podzbiorów p r z e s t r z e n i  zu p e łn e j  j e s t  zupełna [90] • 
Ponadto w y s ta rczy ,  aby model podstawowy d a ł  s i ę  wysterować do y ° ,  a 
z >  £ .  Problem s t a j e  s i ę  podobny do problemów o s i ą g a l n o ś c i  zbiorów lub 
r u r  docelowych czy t e ż  utrzymywania b łędu  w zadanych g r a n ic a c h ,  ( [9] , [13],
[21] , [22] , [37] , [206] ) .
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Jak  wynika z d y s k u s j i  w punkcie 3 .3 ,  nierównośćiowe modele n iepewnoś
ci mogą być w ykorzystane do budowy modeli ro zsz e rzo n y c h  za w ie ra jąc y ch  pa
rametry mające p o s ta ć  zbiorów o k reś lo n y c h  odpowiednimi n ie rów nośc iam i.  
Ideę t ę  można zastosow ać db s tw o rze n ia  modelu a lgory tm u  s te ro w a n ia  adap
tacy jnego  [173] i  o k r e ś l e n i a  warunków jego  z b i e ż n o ś c i .  Wprowadzając do 
modelu podstawowego (3*109) pa ram etry  g n a le ż ą c e  do o k re ś lo n e j  p r z e 
s t r z e n i  parametrów możemy k o rz y s ta ć  z modelu podstawowego o p o s t a c i :

3 .5*2 .  S terow anie  a d a p ta cy jn e

gdzie y j e s t  elementem p r z e s t r z e n i  wyjściowej unormowanej z u p e łn e j .  Ko
r z y s ta ją c  nada l  z modelu nierównościowego (3 .1 1 0 ;  zapiszemy go w p o s t a c i :

Oznaczmy p rze z  G z b i ó r  t a k i c h  g, d la  k tó ry c h  zachodz i r e l a c j a  (3 .1 3 3 )

przy czym odwzorowuje i lo c z y n  k a r te z ja r i s k i  p r z e s t r z e n i  s te row ań o raz  
p r z e s t r z e n i  podzbiorów p r z e s t r z e n i  parametrów w p r z e s t r z e ń  ku l wyjść mo
delu podstawowego ( k tó r a  j e s t  p r z e s t r z e n i ą  wyjść modelu ro z s z e rz o n e g o ) .

Przyjmijmy, że jako  model es ty m a to ra  parametrów G można p rz y ją ć  wzór:

w którym S j e s t  odwzorowaniem w pewnym s e n s i e  odwrotnym do P ( j e ś l i  
ta k ie  i s t n i e j e / .

I s t n i e n i e  ta k ie g o  odwzorowania można uważać za warunek id e n ty f ik o w a l -  
ności o b ie k tu .  Można zaproponować wówczas n a s tę p u ją c a  id e ę  a lgory tm u  s t e 
rowania a d a p ta cy jn e g o  ( r y s .  2 6 ) ,  w którym r e g u l a t o r  sk ła d a  s i ę  z e lem entu  
s te ru ją c e g o  P e lem entu  es tym ującego pa ra m e try  M o raz  modelu o id e n 
tycznej s t r u k t u r z e  j a k  model ro z sz e rz o n y ,  l e c z  w którym param etry  G są

A
zas tąp ione  i c h  ocenami G.

y 3 F (u ,g ) (3 .132 )

* = {y : (3 .133 )

(p. np. n ierów ność (3 .B 8 ) ) .  Wówczas model ro zsz e rzo n y  może być zap isany  
w p o s t a c i :

Y = F(u,G) (3 .1 3 4 )

Cel s te ro w a n ia  po lega  na o s i ą g n ię c iu  z b io ru  Y°, s tanow iącego  zadane 
o toczen ie  żądanej odpowiedzi y ° ,  t z n . :

(3 .1 3 5 )

G = S ( u , L) (3 .1 3 6 ;
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„lem ęnt s t e r u j ą c y  ? wypracowuje sygna ł s t e r u j ą c y  u na podstaw ie  i n f o r 
macji  o w y jśc iu  o b ie k tu  X, w y jśc iu  modelu Z, ocen ie  parametrów G.

ólemeht s t e r u j ą c y  odpowiada zatem takim samym sterowaniem u na dowol
no w y jśc ie  o b ie k tu  y na leż ąc e  do X ( lu b  c a ły  z b ió r  Y ) ,  w y jśc ie  modelu 
z na leżącego  do Z H ub  c a ły  z b ió r  Z),  dowolne oceny parametrów g w zb io
rze  G vlub c a ły  z b ió r  § ) .

Slement es tym ujący  M wypracowuje ocenę z b io ru  parametrów (r na pod
staw ie  in f o rm a c j i  o w y jśc iu  o b ie k tu  X, w y jśc iu  modelu Z i  s te ro w a n iu  u. 
Odpowiada on zatem zbiorem parametrów G ( lu b  jego  -dowolnym elementem g, 
na dowolne w y jśc ie  o b ie k tu  y n a leż ąc e  do - ( lu b  c a ły  z b ió r  X i,  w yjśc ie
modelu z n a leż ąc e  do Z ( lu b  c a ły  z b i ó r  2 ,  o raz  dane s te ro w a n ie  u.

- i d e i  wypracowuje w y jśc ie  Z na podstaw ie  in f o rm a c j i  , o s te ro w a n iu  u
A  .

i ocenie parametrów G. Model odpowiada zatem zbiorem Z ( lu b  dowolnym 
je - o  elementem 7.) na dany sygna ł s t e r u j ą c y  u i  dowolne cceny parametrów
A  A  A

w zb io rz e  G ( lu b  c a ły  z b ió r  G;.
łtooy zatem:

u = ?<x\ Z, C; 

G = ]•;(/, Z, U / 

Z = F iu ,

(3 .137 ;

(3.13B)

(3.139;

r o,.. f  & *

‘ ‘ ri £>£JSjSWi h : , ■

Rys, 26. Idea  układu s te ro w a n ia  adap tacy jnego  
F ig .  26. Idea o f  th e  a d a p t iv e  c o n t r o l  systems
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Taki sposób r e a l i z a c j i  s te ro w a n ia  ad a p ta cy jn e g o  mógłby być w pewnym sen 
sie z a l ic z o n y  do algorytmów sa m o n a s t ra ja j ą c y c h  ty p u  e x p l i c i t e  (p .  np. [72] , 
dla przypadku s to c h a s ty c z n y c h  modeli n ie p e w n o śc i ) .  Możliwy j e s t  również 
oodel a lgory tm u  s te ro w a n ia  ad a p ta cy jn e g o  z sam onastra jan iem  typu  im p l i 
c i te ,  t z n .  es tymującego od r a z u  param etry  r e g u l a t o r a  (p .  np .  [3] , [31] 
dla reg u la to ró w  m in im alnow ariancy jnych) ,  a l e  n ie  będz ie  tl i  omawiany, gdyż 
aożna pokazać,  że j e s t  on szczególnym przypadkiem algorytmów typu  e x p l i 
c i te .

Będziemy z a k ła d a ć ,  że w p r z e s t r z e n i  parametrów g da s i ę  wprowadzić 
netrykę p , a w p r z e s t r z e n i  zbiorów parametrów G -  metrykę H ausdorffa  
dG o k r e ś l a j ą c ą  o d le g ło ś ć  dwóoh zbiorów G^ i  G2 ja k o :

dçÎG ^G g)  = max | s u p  i n f  9 ( g 1 rg2 ) ,  sap  i n f P  (g 1 fg2 )}

®2e^2 ^2.e^2  ®1Ê^1

(Podobnie j a k  do tychczas  d oznaczać b ęd z ie  metrykę H ausdo rffa  w p rz e 
s trze n i  zbiorów w y jść ,  a II «II normę w ^ p r z e s t r z e n i  w yjść modelu p o d s ta 
wowego lub w p r z e s t r z e n i  w e j ś ć ) .
Ponadto w i l o c z y n i e  katez jar isk im  p r z e s t r z e n i  m etrycznych (Q^,d^)  o raz  
(Qgidg) wprowadzimy metrykę p rz e z  o k r e ś l e n i e  o d l e g ło ś c i :

d^.((q11, q 2 l ) , ( q 12,q 22 ))  = maxjd., ( q 11 , q 12 ) , d ( q 21 , q 22 ) | (3 .1 4 0 )

Można wówczas udowodnić n a s tę p u ją c e  tw ie rd z e n ie  o k r e ś l a j ą c e  warunki r e a l i -  
zowalności c e lu  s te ro w a n ia .

TWIERDZENIE 3 .6

Załóżmy, że i s t n i e j ą  s t a ł e  d o d a tn ie  k o raz  1 t a k i e ,  że k l  < 1 
i zachodzi:

d (P (u 1 ,G1) ,  P ( u2 ,G2 ))  «  k d5f( ( u 1 ,G1 ) , ( u 2 ,G2 ))  (3 .1 4 1 )

d G( s ( u 1 , Y 1 ) ,  S (u2 ,Y2 ) ) <  l d j K u , , ^ ) ,  (u 2 ,Y2 ))  (3 .142 )

oraz i s t n i e j e  u° t a k i e ,  że ? ( u ° ,  G)CY° (3 .143 )

Wówczas można o s ią g n ąć  c e l  s te ro w a n ia ,  t z n .  otrzymane w wyniku s te ro w a n ia  
wyjście Y n a leż y  do Y°.
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Dowód:

Wykorzystamy w dowodzie tw ie rd z e n ie  Bćnacha o punkcie s ta ły m .  Jak  
wspomniano, z a ło ż e n ie  o zu p e łn o śc i  p r z e s t r z e n i  wyjść modelu podstawowego 
gw aran tu je  zupe łność  p r z e s t r z e n i  w yjść modelu ro zsz e rzo n e g o .

Elementy s t e r u j ą c y  i  es tym ujący  zo s ta n ą  t a k  dobrane ,  aby para  (Y°, Y°j 
s ta n o w iła  punkt s t a ł y  odwzorowania i lo c z y n u  k a r te z ja ń s k ie g o  wyjść obiektu 
i  modelu w s i e b i e ,  i  żeby by ł to  punkt p r z y c ią g a n ia .

Po p ie rw sze  dobierzemy ŁI o raz  P t a k ,  aby!

? (? (Y ,Y ,G /,  0 /  = i  (3.144/

M( i ,Y ,u /  = .-i (u ,Y °)  = G (3.145)

S p e łn ie n ie  (3 .1 4 4 /  j e s t  możliwe, gdyż w ys ta rczy  p r z y ją ć :  o i l e  w yjśc ie
ob ie k tu  Y i  modelu Z pokrywają s i ę ,  wówczas e lem ent s t e r u j ą c y  wyprą-

/ A \cowuje dowolne s te ro w a n ie  t a k i e ,  k tó re  podane na model F (u ,G / d a je  jego
w yjśc ie  Z = Y. I s t n i e n i e  choć jednego ta k ie g o  s te ro w a n ia  można by in t e r 
pretować jako  swojego r o d z a ju  warunek s te ro w a ln o ś c i  modelu ( i  odw racal-  
nośe i  odwzorowania F ) .  ■ . tfx
U)la • j£ Z odwzorowanie M może być l in iow e  w f u n k c j i  Y-Z/ .

S p e łn ie n ie  (3 .1 4 5 )  j e s t  możliwe, np. gdyby p r z y ją ć :

ł: (y, z , u ) = s ( u ,  y° )
X * * 9 ' t s  '  fp  * ' s s p , s r p M r s p u r p ) V *

Załóżmy, że d la  pewnego u = u za chodz i :  

i = Z c z y l i  FI u, G) = F( u , G / = Y 

c z y l i  G = S ( u , i ż  = G, 

a l e  wówczas

A  A A ^  A n  ,

G = ŁU i ,  ¿,U/ = S( u , Y /

c z y l i :
.

Y = F(U,G) = ? (u ,S (u ,Y 0 )) = Y° (3 .H 6 )

( 3 .1 4 6 /  w skazu je ,  że p ara  (Y°, Y°) j e s t  punktem s ta łym  odwzorowania i lo 
czynu k a r t e z ja ń s k ie g o  Y = F (u ,G / i  Z = F(u ,M (Y ,Z ,u) ) ,  p rzy  czym 
u = ? ( i,Z,f.;( Y ,Z ,u ) ) .  Aby b y ł  to  punkt p r z y c ią g a n ia ,  musimy zapewnić zwę
żan ie  tego  odwzorowania.



W tym c e lu  dobierzemy odwzorowania P i  M t a k ,  aby s p e ł n i a ł y  one wa
runki L ip s c h i t z a  względem produk tu  swoich argumentów z pewnymi s ta ły m i  

i  m2 , t z n . :

||u1- u 2ll ^ m^d^,( ( /  , ( x'g, / / =

= m1 max(d(Y.j,Yg),d(Z1 , Z ^ ) , d^ iG ^.G g)/ (5 .1 4 7 /

dgCGi .Gg/ ^  ^2 d ^  ( Ŷ  , Z.j, u^ / ,  ( Y2 , Zg, Ug/ / =

= m2 max(d( Y1 ,Y2 Ż ,ó( Z1 , Z2 ) , ||u1- u 2|| ) (3 .1 4 9 ,

A  A

dla w szy s tk ich  u . , ,u 2 wytwarzanych p rzez  V o raz  G1 , Gg otrzymywa- 
aych z H.

Z (3 .1 4 5 )  wynika, że d la  Y = Z odwzorowanie U pokrywa s i ę  z ó. 
K iesprzeczność te g o  warunku można o s ią g n ąć  p rzy jm ując  m2 = 1. Z z a ło ż e 
nia (3 .1 4 1 )  wynika, że :

d ( F( u ^ , Ĝ  / ,  F( Ug, Gg / / ^  k max( ¡|u^-Ug|| , d^(G^,Ggż/

Viezmy pod uwagę o d le g ło ść  w i l o c z y n i e  k a r te z ja ń s k im  ' (Y ,Z):

dy ( ( F ( u 1 ,G1) , F ( u 1 , G ) ) , ( F ( u 2 , d 2 ) , F ( u 2 ,G )) )  =

= m a x |d (F (u 1,G1 ) ,F ( u 2 ,G2 ) ) , d ( F ( u 1 ,G ) ,F ( u 2 ,G))j <

< k max (Ilu^Ugll,  d ^G .j .G g ))  (3 .1 4 9 /

Z k o l e i :

Uu1 -Ug|| < m1 max|d(Y1 ,Y2 ) , d ( z 1 ,Z2 ),- 1 max(d(Y1 , Yg) ,d (  Z1 , Z2 ),||u1 -Ugll )|

(3.150)

J e ś l i  1 C 1 , 

wówczas

ilu  ̂—u2l| < m1 max|d(Y1 ,Y2 ) , d ( z 1 ,Z2 ) ,1  i|u1 —Ugli| 

dla m.|l > 1 nierówność j e s t  s p e łn io n a  w sposób oczyw is ty .
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Rozważmy zatem przypadek:

m11 < 1

wówczas:

||u1—Ugll < m1 max -^d(Y.|, Yg), d C z ^ Z g j j  (3.151)

J e ś l i  n a to m ia s t  1 > 1, 

wówczas

||u.1 - u 2H < m ^  max|d(Y1 , Yg), d i z ^ Z g ) ,  U^-Ugllj (3.152)

'd la  m^l < 1

||u1 -Ug|| < m.|l max|d(Y1 ,Yg), d (z1fZg)j (3.153)

/ A  A  .
Z oszacowania dG(G^,G2 > otrzymany natomiast: 

d(,(G1, S g ) $ l  max|d(Y1(Yg), d(z 1 ,Zg),m1 max(d( Y1, Yg) ,d( Z1, Zg) ,dG(d1 ,Gg) )| 

o i l e  m1 < 1, to wówczas w przypadku o^l < 1 

dG(G1tGg)< 1 max|d(Yl r Yg), d iz^ZgjJ-  

J e ś l i  natomiast > 1, to: 

dG(G1,G gX m 1 1 majcjdtY^Yg), d iZ ^ Z ^ j

Reasumując:

im., dj , ( ( Y1 , Z1) , ( Yg,Zg))  1 ^ 1

¡u^Ugll  (3.154)

¿ ^ ( ( Y ^ Z , ,  J . iY g .Z g ) )  1 > 1

1 d ^ ( ( Y, , Z1) , ( Yg,Zg) ) m, « -1

d^( ( Y1 , Z1 ) ,  ( Yg, Z g) ) o 1 > 1

dG(Gv G ) < (3.155)
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Podstawiając ( 3 .1 5 4 ) ,  (3 .1 5 5 )  do (3 .1 4 9 )  o trzym uje s i ę :  

dir( ( F ( u 1,G1 ) ,  F (u1 ,G ) ) , ( F ( u 2 , d 2 ) ,F ( u 2 ,G)))<

< o dw((Y1 ,Z1 ) , ( Y 2 ,Z2 )) (3 .156 )

g d z i e :

o s k max(l ,m1)

Warunek zwężania 0 < c < 1 'w p o łą c z e n iu  z warunkiem < 1 sprowa
dza s i ę  do żądan ia  doboru m1 ta k ,  by:

gdy \  < 1

(3 .157 )

gdy 1 > 1

Warunki narzucone na □  ̂ n ie  są sp rzeczne  z wymaganiem dotyczącym m̂  
(można je  o s iągnąć  czyn iąc  "wzmocnienie" elementu s t e r u j ą c e g o  d o s t a t e c z 
nie małym).

Warunek zwężania zapewnia, i ż  zarówno model, j a k  i  o b ie k t  o s ią g a j ą  c e l  
sterowania w p o s t a c i  z b io ru  Y°.

Metoda dowodzenia z b ie ż n o ś c i  a lgorytm u j e s t  podobna do s tosow anej w 
ana l iz ie  układów a d a p ta cy jn y c h  z modelem o d n ie s ie n ia  (np. [94] , [140] ) ,
aczkolwiek sposób r e a l i z a c j i  c e lu  s te ro w a n ia  j e s t  odmienny.

3 .6 .  UWAGI KOŃCOWE ROZDZIAŁU

Jak wynika z rozważań p rzedstaw ionych  w r o z d z i a l e  3, sy n te za  a l g o r y t 
mów s te ro w a n ia  p rzy  w ykorzystan iu  nierównościowego modelu n iepew ności mo
że być dokonywana na podstaw ie  różnych  k ry te r ió w  ja k o ś c i  i  różnych form 
sodelu ro z sz e rz o n e g o .  P rzedstaw iono  metody sy n te zy  s te row an ia  zadow ala ją
cego w przypadku najm nie j  ko rzystnego  zachowania s i ę  n iepewności oraz 
gwarantującego o k re ś lo n ą  w ar to ść  wskaźnika j a k o ś c i .  Wybór k o nk re tne j  me
tody sy n te zy  z a le ż y  n ie  ty lk o  od ok reś lonych  wymagań, a l e  także  od d o s tę p 
nej in f o rm a c j i  o u k ła d z ie .  Nie można jednak  p r z e s ą d z ić ,  jaka  metoda syn
tezy da le p sz y  r e z u l t a t ,  a n i  t e ż  j a k i  model ro zsz e rzo n y  (a dysponując kon
kretną in fo rm a c ją  można i c h  utworzyć k i l k a )  j e s t  e f e k ty w n ie js z y .  Należy 
Przy tym pam ię tać ,  że wskaźnik j e s t  bardzo c z ę s to  je d y n ie  narzędziem  p ro 
jektowania układów o zadanych w ła s n o śc ia c h .  Układ optymalny ze względu

I min (T ’ Tćl )
m1 <
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na ok reś lo n y  wskaźnik c h a r a k te ry z u je  s i ę  pewnymi oczekiwanymi w łasn o śc ia 
mi, k tó ry c h  c z ę s to  n ie  pos iada  uk ład  r z e c z y w is ty  s te row any optym aln ie  na 
podstawie modelu. P re cy z u jąc  zatem c e l  sy n te zy  d l a  problemu z niepewnoś
c i ą  n a leż y  w rócić do rze czy w is teg o  wymagania co do zachowania s i ę  układu. 
Wówczas okazać s i ę  może, że o p ie r a n ie  sy n te zy  na wskaźniku j a k o ś c i  j e s t  
n iece low e zarówno z punktu  w idzen ia  zapew niania żądane j odpowiedzi układu, 
j a k  i  p r o s t o t y  rozwiązywanego z a g a d n ie n ia .  Model n ierów nościow y,. zw łasz
cza w przypadku modelu podstawowego wejściowo-wyjściowego, wydaje s i ę  
być predysponowany do sy n te zy  algorytmów, r e a l i z u j ą c y c h  c e l  w p o s t a c i  
o to c z e n ia  zadanego p rz e b ie g u  sygna łu  wejściowego. Koncepcje układów s t e 
rowania bazu jących  na t a k i e j  metodyce, zarówno p rzy  uży c iu  param etryczne
go, j a k  i  n ieparam etrycznego  modelu z o s t a ł y  p rz e d s ta w io n e ,  aczko lw iek  
możliwości i c h  p ra k ty c z n e j  r e a l i z a c j i  n ie  z o s t a ł y  przedyskutow ane . Wydaje 
s i ę  możliwe przy  s y n te z i e  algorytmów tego  ty p u  w ykorzys tan ie  r e z u l ta tó w  
do tyczących  o s ią g a l n o ś c i  o raz  min-max s te r o w a ln o ś c i ,  n p . » [7] , [8] , [13 ] ,
[21], [22] , .[37] , [65] , [77] , [91] , [132] , [197] .

Należy p rzy  tym p o d k r e ś l i ć  że w y jśc ie  może być również rozumiane jako 
wskaźnik j a k o ś c i  (model b e z p o ś r e d n i ) .  Wówczas poszukiw anie  ro zw ią zan ia  
zapew niającego o s ią g a ln o ś ć  odpowiedniego o to c z e n ia  w ie lk o ś c i  zadanej je s t  
problemem poszukiw ania  ro zw ią zan ia  gw aran tu jącego  o k re ś lo n ą  w ar to ść  wskaź
n ika  j a k o ś c i .  S terow anie  w u k ła d z ie  zamkniętym o p a r te  na pomiarze wyjścia 
z b l i ż a  s i ę  wówczas do k o n ce p c j i  r e g u l a c j i  e k s t re m a ln e j  czy s te ro w a n ia  adap
tacy jn e g o  z modelem o d n ie s i e n i a .

Większość efektywnych r e z u l t a t ó w  te g o  r o z d z i a ł u  do tyczy  l in io w y c h  mo
d e l i  podstawowych, jednak  k la s a  układów, k tó r e  są  przedmiotem rozważań, 
j e s t  bardzo  s z e ro k a ,  gdyż n i e l i n io w o ś c i  uk ładu  (a ta k że  inne  ró ż n ic e  struk
t u r a l n e )  mogą być u j ę t e  w modelu-rozszerzonym w p o s t a c i  odpowiednich in 
fo rm a c j i  o "n iepew nośc i" .



4 . UOGÓLNIONE MODELE NIERÓWNOÓCIOWE [156] , [1591, [160] , [167] , [172]

4 . 1 .  GENEZA MODELI UOGÓLNIONYCH

W dotychczasowych rozw ażaniach  z a k ła d a l i śm y ,  że aczko lw iek  nasza  i n 
formacja o u k ła d z ie  n ie  j e s t  dosk o n a ła ,  to  jednak  je s te śm y  w s t a n i e  oce
nić o g ra n ic z e n ie  o d l e g ło ś c i  dwóch sygnałów, na p r z y k ła d :  w y jśc ia  i  w ie l 
kości p o ż ą d a n e j ,  lub  pochodnej s t a n u  i  pewnej f u n k c j i  s ta n u  i  s te ro w a n ia ,  
w p o s ta c i  l i c z b y .  Niemniej jednak  w w ie lu  s y tu a c j a c h  o k r e ś le n ie  o d le g ło ś 
ci dwóch sygnałów ( lu b  nawet J e j  o g r a n ic z e n ia )  w p o s t a c i  l i c z b y  J e s t  n i e 
r e a ln e .  Prowadzi to  między innymi do podanego p rz e z  Po incarego  paradoksu 
zwanego fizycznym kontinuum [116]. Można go w s k r ó c ie  o k r e ś l i ć  n a s tę p u 
jąco:
W f iz y c e  f a k t ,  że A j e s t  równe B, a B równe C, n ie  świadczy o tym, że 
A równe j e a t  C. Tej n ie t ra n z y ty w n e j  w łasn o śc i  równości w przypadku r z e 
czywistych układów można uniknąć p rz e z  z a s t ą p i e n i e  o d le g ło ś c i  dwóch punk
tów ( l i c z b y )  f u n k c ją  t e j  o d l e g ło ś c i  o w a r to ś c ia c h  między 0 a 1 (p o s ia d a 
jącą cechy %d y s t r y b u a n ty ) .  Idea  t a  z o s t a ł a  wprowadzona p rze z  Mengera [102] , 
k tóry zaproponował z a s t ą p i e n i e  o d l e g ło ś c i  d ( y ,x )  dwóch punktów y ,x  (p rze- '  
s t r z e n i  m etryczne j  Y) n ie m a le ją c ą  f u n k c ją  r z e c z y w is tą  Dyx le w o s tro n n ie  
c ią g łą  o w a r to ś c ia c h  Dyx(z )  (z r z e c z y w is te )  z p r z e d z ia łu  [0,1] t a k a ,  że :

O kreślenie n ie rów nośc i  t r ó j k ą t a  wymagało wprowadzenia dodatkowej f u n k c j i  T 
nazwanej w [133] normą t r ó j k ą t n ą .  Odwzorowuje ona kw adrat jednostkowy w 
odcinek Jednostkowy i  J e s t  f u n k c ją  przemienną ł ą c z n ą ,  n ie m a le ją c ą  względem 
obu argumentów 1 p o s ia d a j ą c ą  1 Jako e lem ent n e u t r a ln y ,  t z n .  zachodzą na
s tępu jące  zw ią zk i :

Dyx(0 )  a O ( 4 .1 )

D ( z )  = 1 d la  w szy s tk ich  z > 0 wtedy i  ty lk o  wtedy

gdy y = i ( 4 .2 )

( 4 .3 )

D H  3  1yx ( 4 .4 )
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T ( a , l )  = a ; T (0 ,0 )  = 0 (4.5)

T (c ,d )  > T (a ,b )  d la  c > a ,  d > b (4 .6)

T (a ,b )  = T (b ,a )  (4 . 7 )

T ( T ( a , b ) , c ) = T ( a ,T ( b ,c ) )  ( 4 . 8 )

Nierówność t r ó j k ą t a  przyjm uje p o s ta ć :

Dy x (z +v) > T(Dyw(z ) ,D wx( v ) )

-i<v 1 .
ftys. 27. Przykładowe normy t r ó j k ą t n e  
F ig .  27« Examplary t r i a n g u l a r  norms

Trójka ( y ,D , t )  w  k t ó i e j  zachodzi ( 4 . 9 ) ,  nazywa s i ę  p r z e s t r z e n i ą  Mengera, 
a D nazwano metryką p r o b a b i l i s t y c z n e  ( lu b  s t a t y s t y c z n ą ) .  N ajprostszym i 
normami t ró jk ą tn y m i są (p .  r y s .  27 ) :

Tm( a , b )  = Max(a+b-1, 0) ( 4 .10)

9T ( a , b )  = ab (4 .11)

!u(a,b) a Min ( a , b )  (4 .12)

Inne p rzyk łady  T norm można zn a le źć  np. w [78] .

Wald [185] zaproponował z a s t ą p i e n i e  n ie rów nośc i ( 4 .9 )  p rz e z  nierówność:

Dyx( z )  * (V  * Dwx) ( z )  (4.13)

gdz ie  * oznacza o p e r a c ję  s p l o t u .  W [133] udowodniono Jednak , że p r z e s 
t r z e ń  Walda j e s t  p r z e s t r z e n i ą  Mengera z iloczynem jako  normą t r ó j k ą t n ą .
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Dalsze u o g ó ln ie n ie  n ie rów nośc i t r ó j k ą t a  w [144] uzyskane z o s t a ł o  p rzez  
wprowadzenie f u n k c j i  t r ó j k ą t a  t  będące j  o p e ra c ją  b in a rn ą  na metrykach 
p r o b a b i l i s ty c z n y c h .  Nierówność S ze rs tn iew a  o p o s t a c i :

Dyx > ? ( D yw- (4 .1 4 )

obejmuje bardzo  sz e ro k ą  k l a s ę  n ie ró w n o śc i ,  między innymi nierówność Łien- 
gera i  Walda, a fu n k c ja  % j e s t  bardzo ogólną p o s ta c i ą  o p e r a c j i  na dy- 
s t ry b u a n ta c h  obejmującą m . in .  s p lo t y  uogólnione [181] . Tak ogólna p o s ta ć  
n ierówności t r ó j k ą t a  n ie  będz ie  jednak  w p racy  wykorzystywana, p o p r z e s ta 
niemy na n ie rów nośc i  typu  ( 4 . 9 ) .  Wyjaśnijmy ty lk o ,  że n ierówność d la  
fu n k c j i  D1 4 D2 oznacza zachodzenie  n ie rów nośc i  D ^ ( z ) <  Dg(z) d -̂a 
każdego argumentu z.

4 . 1 .1 .  Unormowane p r z e s t r z e n i e  niepewne

A para t  p r z e s t r z e n i  Mengera z o s t a ł  p rz e z  a u to ra  p racy  zaproponowany j a 
ko n a rz ę d z ie  modelowania układów z n iepew nością  [156] • Model ro zsz erzo n y  
w te n  sposób otrzymany stanow i u o g ó ln ie n ie  modelu nierównościowego o b e j 
mujące zarówno modele p r o b a b i l i s t y c z n e ,  j a k  i  rozmyte n iepew nośc i .

Ponieważ dotychczasowe rozw ażania  d o ty c z y ły  p r z e s t r z e n i  unormowanych 
i  n ie rów nośc i o p is u ją c e  zmienne niepewne odnoszą s i ę  do norm odpowiednich 
sygnałów, wprowadzimy p rze z  a n a lo g i#  do m etryk i s t a t y s t y c z n e j  p o ję c ie  
normy niepewnej i  unormowanej p r z e s t r z e n i  n ie p ew n e j .

D e f in ic ja  4.1

Niech Y będz ie  p r z e s t r z e n i ą  l in io w ą  nad c ia łem  R. Normą niepewną W 
nazywamy odwzorowanie Y w p r z e s t r z e ń  f u n k c j i  n ie m a łe ją cy c h  w (y )  zmien
nej r z e c z y w is te j  z o w a r to ś c ia c h  W2 (y) z p r z e d z i a łu  [0,1] le w o s tro n n ie
c iąg łych  t a k i e ,  że d la  każdego y w Y zach o d z i :

w0(y )  = 0 (4 .1 5 )

Wz(y) = 1 d la  w sz y s tk ic h  z > 0 wtedy i  ty lk o  wtedy, gdy 

y = 0 (e lem en t zerowy p r z e s t r z e n i  Y) (4 .1 6 )

Wz(ay) = Wz (y) d la  każdego z > 0 ,  a ¡1 0 n  E (4 .1 7 )
a

lim Wz(y) = 1
Z-*-oo

( 4 .1 8 )
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D e f in i c j a  4 .2

Tró jkę  (Y,W,T), gdz ie  Y i  W są  o k reś lo n e  j a k  w ( 4 . 1 ) ,  n a to m ia s t  T 
j e s t  normą t r ó j k ą t n ą  s p e ł n i a j ą c ą  ( 4 « 5 ) - ( 4 . 8 ) ,  nazywany niepewną p r z e s t r z e 
n ią  unormowaną, j e ś l i  sp e łn io n a  j e s t  n ierów ność t r ó j k ą t a :

Wz+v(y+x) » T(Wz ( y ) ,  wy ( x ) )  (4 .19)

d la  dowolnych elementów y , x  p r z e s t r z e n i  Y o raz  z ,v  rz e c z y w is ty c h .
Zwróćmy uwagę, że podobnie j a k  w n ie ró w n o śc iac h  (4 « 9 ) ,  ( 4 .1 3 )  czy 

(4 .14 )  zwrot j e s t  "przeciwny" do w ystępującego  w k la sy c z n e j  n ie rów nośc i  
t r ó j k ą t a .

4 . 1 . 2 .  P rzyk łady  norm niepewnych

P rzechodząc do i n t e r p r e t a c j i  elementów unormowanej p r z e s t r z e n i  niepew
nej jako  wyjść uk ładu  możemy uważać, i ż  z każdym wektorem wyjść y wiąże
my odwzorowanie f f(y ) ,  k tó reg o  w a r to ś c ią  j e s t  fu n k c ja  ■ Wz (y)  pokazu jąc ,  
w jakim " s to p n iu "  można s tw ie r d z i ć  d la  każdego z rz e c z y w is te g o ,  że d łu 
gość wektora y j e s t  m n ie jsza  od z .  J e ś l i  " s to p ie ń "  t e n  będz ie  m ia ł  i n 
t e r p r e t a c j ę  p r o b a b i l i s t y c z n ą ,  wówczas f u n k c ję  w(y) można in te rp re to w a ć
jako d y s t ry b u a n tę  P ( | |y | l ) ,  t z ry

W (y )  = P(||y|| <  z )  (4.20)
Z

» <
Ś c i ś l e j  r z e c z  b i o r ą c ,  y n a le ż y  wówczas i n te r p re to w a ć  jako  f u n k c ję  p rz e 
k s z t a ł c a j ą c ą  p r z e s t r z e ń  p r o b a b i l i s t y c z n ą  (Q,£>, P) w (yJI II) i  zdefiniować*

Wz (y )  =. P(weii|lly(tu)|| < z) ( 4 .21)

gdz ie  (£2,S,P) j e s t  t r ó j k ą  p r o b a b i l i s t y c z n ą .

I n t e r p r e t a c j a  rozmyta odwzorowania W prowadzi do o k r e ś l e n i a  Wz (y )  jako 
s to p n ia  p rz y n a le ż n o ś c i  ¡i.z ( y ) e lem entu  y do k u l i  B(z) o k r e ś lo n e j  przez 
n ierów ność ||y|| < z . A zatem [160] t

Wz (y)  3 ^ B ( z ) (y )  ( 4 *22)

Spełn ione są  wówczas bowiem aks jom aty :

^ i^ (y )  = 0 d la  w szy s tk ich  y w Y,

B(z)(y) = 1 W3zys t k i c h  t a k i c h  y ,  że |jy|| < z ,

^  B(z)^y ^ ^ B ( v ) ^ y  ̂ d la  wszys t t i o 1 1 y w Y, o i l e  ty lk o  z < v.

t
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Nierówność " t ró jką ta  d l a  normy t r ó j k ą t n e j  ty p u  M wynika wówczas z d e f i 
n i c j i  z ło ż e n ia  r e l a c j i  rozmytych [204] •

Przypadek p e łn e j  i n f o r m a c j i ,  czy  modelu w p e ł n i  ¡zdeterminowanego, może
być również u j ę t y  w k a te g o r ia c h  normy n iepew nej .  Wówczas fu n k c ja  W musi
być zdef in iow ana n as tępu jąco*

W (y )  = H(z -  ||y||) ( 4 .2 3 )
i.1

gdzie H oznaoza f u n k c ję  skoku jednostkowego ( le w o s t ro n n ie  c i ą g ł ą  w ze
r z e ) .

Model n ierów nościow y, w którym norma e lem entu  y o k re ś lo n a  j e s t  z do
k ła d n o śc ią  E, prowadzi do o k r e ś l e n i a  W w p o s t a c i  ( p .  r y s .  28)*

W2(y )  = h ( z  -  E -  l |y | |) (4 .2 4 )

W u

b )

8x1 flxtf

Rys. 28. Norma niepewna d la  modelu p r o b a b i l i s ty c z n e g o  o r o z k ła d z ie  p r o s to 
kątnym a )  i  norma niepewna d la  modelu nierównośclowego b)

Pig. 28. U n c e r ta in  norms f o r  a )  p r o b a b i l i s t i c  model w i th  r e c t a n g u l a r  
d i s t r i b u t i o n ,  b) i n e q u a l i t y  model

Uwaga 4.1

P r z y j ę c i e  n ie ró w n o śc i  o s t r e j  ( o tw a r to ś c i  k u l i )  w o k r e ś le n ia c h  ( 4 .2 0 ) ,  
( 4 .2 1 ) ,  ( 4 .2 2 )  j e s t  podyktowahe je d y n ie  c h ę c i ą  zapew nien ia  le w o s tro n n e j  
c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  W (y )  względem z ,  d z i ę k i  czemu p o s ia d a  ona k la a y c z -  
ne w ła s n o śc i  d y s t r y b u a n ty .  Nic n i e  s t o i  jednak  na p rz e s z k o d z ie ,  aby za 
s t ą p i ć  t ę  n ierów ność p rz e z  n ierów ność s ł a b a  (a więc k u lę  dom kn ię tą ) ,  co 
prowadzić będ z ie  do p raw ostronnej c i ą g ł o ś c i  W_(y).

J ak  wspomniano, d l a  modelu rozmytego T może z o s ta ć  p r z y j ę t e  jako 
o p erac ja  b r a n ia  min argumentów (przyjmowanie odmiennych o p e r a c j i  na z b io 
rach  rozmytych n iż  min i  mar [78] wydaje s i ę  być n ie c o  sz tu cz n e  -  p . [20] )

T-norma ty p u  min j e s t  również  odpowiednia w przypadku norm niepew
nych ty p u  ( 4 .2 3 )  lu b  ( 4 .2 4 ) .  P rzy  czym w przypadku p e łn e j  in f o r m a c j i  
(4 .2 3 )  dowolna norma t r ó j k ą t n a  T zapewnia s p e ł n i e n i e  n ie rów nośc i  t r ó j 
k ą ta .  P r z y ję c ie  modelu p r o b a b i l i s ty c z n e g o  prowadzi do b a r d z i e j  z łożone j  
s y t u a c j i ,  j e ś l i  chodz i o dobór norm t r ó jk ą tn y c h ."  W ogólnym przypadku 
konieczne j ś s t  pos ług iw an ie  s i ę  T-normą ty p u  TB [133] bardzo  niedogodną
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w d a lsz y c h  rozw ażan iach .  Zastosowanie T = fi j e s t  możliwe, o i l e  praw
dopodobieństwo, że d ługość  sumy wektorów x i  y j e s t  m n ie jsza  n iż  z+v, 
j e s t  co najm nie j  t a k  duże j a k  łą cz n e  prawdopodobieństwo, że n i e z a l e ż n ie  
d ługość  x j e s t  m n ie jsza  n iż  z o raz  y m n ie jsza  n iż  v. Wymaga to  
zatem n ie z a le ż n o ś c i  elementów p r z e s t r z e n i  Y parami ( n ie z a le ż n o ś ć  x i  y) 
p rzy  je d noczesne j  dość z łożone j z a le ż n o ś c i  podzbiorów t r z e c h  lub  w ięcej 
elementów i  tym samym n ie  j e s t ,  wbrew pozorom, c z ę s to  możliwa. Można je d 
nak wskazać k l a s ę  d y s t r y b u a n t ,  d l a  k tó ry c h  T = M zapewnia s p e łn i e n i e  
n ierów nośc i  t r ó j k ą t a .  Są to  fu n k c je  W2(y )  o k reś lo n e  w p o s t a c i ;

gdzie  V j e s t  dowolną n ie m a le ją c ą ,  le w o s tro n n ie  c i ą g ł ą  fu n k c ją  o s ią g a 
ją c ą  w a r to ś c i  v ( 0 )  = 0 oraz  V (° ° ) = 1, różną  od H (z ) .

Nasze za in te re so w a n ie  T-normą ty p u  min wynika z możliwości formuło
wania pewnych r e z u l t a tó w  p rzyda tnych  do sy n te zy  układów s ta ro w a n ia .

V/ p rzedstaw ionych  rozw ażaniach  zak ładano ,  że możliwe j e s t  o k r e ś le n ie  
in f o rm a c j i  będące j  podstawą k o n s t r u k c j i  odpow iedniej normy n iepew nej .  
Oznacza to  przykładowo, że j e ż e l i  niepewność ma c h a r a k t e r  losowy dysponu
jemy in fo rm ac ją  o d y s t ry b u a n c ie  normy elementów Y, a w przypadku rozmy
tym in fo rm a c ją  o f u n k c j i  p rz y n a le ż n o ś c i  y do k u l i  B (z ) .  Często  ta k a  i n 
form acja wydaje s i ę  p r o s t s z a  do zdobycia n i ż  c h a r a k te r y z a c ja  n iepewności 
poszczegó lnych  zmiennych, co w ięcej ,m ożna j ą  zdobyć a b s t r a h u ją c  od charak
t e r u  n iepew nośc i .  Niemniej je d n ak ,  dysponując in fo rm a c ją  c h a r a k t e r y s t y c z 
ną d la  p o d e j śc ia  losowego, t z n .  c h a r a k t e r y z a c j ą  rozkładów wielowymiarowych 
zmiennych i  i c h  rozk ładam i łącznymi czy t e ż  funkcjam i p rz y n a le ż n o ś c i  d la  
zbiorów rozmytych, w arto  byłoby o k r e ś l i ć  r e l a c j e  d la  o k r e ś le n ia  atrybutów  
odpowiednich p r z e s t r z e n i  unormowanych niepewnych.

W przypadku modelu losowego n a le ż y  zatem na podstaw ie  rozkładów w ie lo 
wymiarowych o raz  łącznych  o k r e ś l i ć  d y s t r y b u a n tę  ro z k ła d u  normy o raz  odpo
w iednią  normę t r ó j k ą t n ą .  Oczywiście j e s t  to  możliwe p rzy  pewnych dodatko
wych z a ło ż e n ia c h ,  np. o m ie r z a ln o ś c i  ||y|| i  n ie  j e s t  sprawą p r o s t a  [134] .

IV przypadku modelu rozmytego i  znajom ości f u n k c j i  p r z y n a l e ż n o ś c i o w y )  
można zauważyć, że d a je  s i ę  ona o k r e ś l i ć  w te r m in o lo g i i  norm niepewnych 
r e l a c j ą  [49] :

(4 .25 )

Uwaga 4 .2

0 A ( y )  = lim { sup (wz ( y - x ) ) j
z — 0+ X t  A
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Wprowadzenie uogólnionego modelu nierównościowego ma t r o j a k i e  znacze
nie; po pierwsze, można s i ę  spodziewać, że pewne znane w łasn o śc i  modeli 
rozszerzonych z określonym modelem n iepewności mogą być s łu s z n e  d la  i n 
nych typów niepew ności i  s tw orzen ie  modelu ogólnego pozwoli t e  w łasnośc i  
wykryć i  p r z e n ie ś ć  na poszczególne k la sy  modeli;  po d ru g ie  model ogólny 
umożliwia a n a l i z ę  i  sy n te z ę  układów, w k tó ry ch  w ystępu ją  różnego typu 
środowiska niepewne, a i c h  łączne  rozważenie oznacza produktowanie poszcze
gólnych elementów modelu; po t r z e c i e  ogólne s p o j r z e n ie  na modele z  n i e 
pewnością może być p rzyda tne  przy  formułowaniu celów s te ro w a n ia  i  o k re ś 
len iu  związków między wtórnymi a pierwotnymi zadaniami s te ro w a n ia  s ta w ia 
nym': p ro je k ta n to w i  systemu,

4 . 1 , 3 . N iek tó re  p o ję c ia  unormowanych p r z e s t r z e n i  niepewnych

Na wzór podstawowych po jęć  to p o lo g icz n y ch  w p r z e s t r z e n i a c h  Mengera [134-] 
wprowadzimy j e  w unormowanych p r z e s t r z e n i a c h  niepewnych.

D e f in ic ja  4 .5

(E, r )  otoczeniem punktu y p r z e s t r z e n i  ( Y,V/,T) nazwiemy z b ió r  punk
tów x t e j  p r z e s t r z e n i  t a k i c h ,  że Wj,(x-y) > 1- r ,  00 zapiszemy;

E , r  > 0 -  rze c z y w is te

D ef in ic ja  t a  umożliwia o k r e ś le n ie  z b ie ż n o ś c i  i  podstawowości ciągów w 
p rz e s t r z e n i  ( y ,\7,t ) .

D e f in i c j a  4 .4

Ciąg j y nj  elementów p r z e s t r z e n i  ( Y, W, T) j e s t  podstawosvy, j e ś l i  d la
każdego E >  0 i  każdego r >  0 i s t n i e j e  N t a k i e ,  że p rzy  dowolnym
u,® > N, y n a le ż y  do N ( E , r ) .J m

Ciąg- j y n j  elementów p r z e s t r z e n i  (y ,W ,t )  j e s t  zb ieżny  do punktu y 
tej p r z e s t r z e n i ,  j e ś l i  d la  każdego E > 0, r  > 0 i s t n i e j e  N t a k i e ,  
że przy  dowolnym n > N, yQ n a le ż y  do Ny ( E , r ) .

D e f in ic ja  4 . 6

Unormowana p r z e s t r z e ń  niepewna j e s t  zu p e łn a ,  j e ś l i  każdy c i ą g  p o d s ta 
wowy elementów t e j  p r z e s t r z e n i  j e s t  zb ieżny  (do punktu  t e j  p r z e s t r z e n i ) .

(4 .26 )

D e f in i c j a  4 .5

Uwaga 4 .5

P r z e s t r z e ń  Banacha (Y, II II) t rak tow ana  j a k  unormowana p r z e s t r z e ń  n i e 
pewna (Y,H,T) j e s t  zupe łną  unormowaną p r z e s t r z e n i ą  niepewną.
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W d a lsz y c h  rozw ażan iach  'będziemy z a k ł a d a l i ,  że zajmujemy s i ę  zupełnymi 
p r z e s t r z e n i a m i  unormowanymi niepewnymi o raz  że normy t r ó j k ą t n e  T są 
c iąg łym i funkcjam i swoich argumentów. Zdef in iu jem y ta k ż e  odwzorowanie zwę
ż a ją c e  w p r z e s t r z e n i  (Y ,W ,l) .

D e f in i c j a  4 .7

Odwzorowanie L p r z e s t r z e n i  unormowanej niepewnej w s i e b i e  j e s t  zwę
ża jące»  j e ś l i  i s t n i e j e  s t a ł a  r z e c z y w is ta  0 < k <1  t a k a ,  ż e :

Wz (¥ (Ly " > Wz (y  " (4 .27)

d la  dowolnych elementów y ,x  p r z e s t r z e n i  o raz  z > O r z e c z y w is te g o .

J e ś l i  p r z e s t r z e ń  unormowaną t rak tow ać  j a k  p r z e s t r z e ń  (Y,H,T) t o  odwzo
rowanie  zwężające j e s t  odwzorowaniem zwężającym w zwykłym s e n s i e ,  gdyż:

H(z -  ^  ||Ly -  Lx||) > H(z -  ||y -  x | |)

poc iąg a  warunek (p .  r y s .  29):

||Ly -  Lx|| < k ||y -  jc ||

li/

- i / i
i \ L* ~ LA

Rys. 29. Zwężanie w p r z e s t r z e n i  (Y,H,T) jako  zwężanie w ( X, II - II) 
F ig .  29. C o n t ra c t io n  i n  space ( y ,H ,t ) a s  c o n t r a c t i o n  i n  ( y , II* II)

4 . 2 .  WEjÓCIOWO-WYjÓCIOWE UOGÓLNIONE MODELE NIERÓWNOÓCIOWE 
I  ICH WŁASNOŚCI

Jak  wspomniano, model n iepew nośc i  o p a r ty  na p o ję c ia c h  unormowanej 
p r z e s t r z e n i  niepewnej ma na c e l u  u o g ó ln ie n ie  modelu nierównośoiowego. 
J e ś l i  ograniczymy s i ę  do modeli wejśoiowo-wyjściowych (podobnie j a k  w 
r o z d z i a l e  3 . 5 ) ,  to  u o g ó ln ie n ie  modelu nierównośoiowego (3 . 110 ) na p rz y 
padek norm niepewnych oznacza zw iązanie  z elementami p r z e s t r z e n i  wyjść 
f u n k c j i  Wz ( y ) .  Oznacza t o ,  że model ro z sz e rz o n y  n ie  wiąże z normą r ó ż 
n ic y  w y jśc ia  o b ie k tu  i  w y jśc ia  modelu podstawowego o g ra n ic z e n ia  w p o s ta c i  
l i c z b y  E, l e c z  pewną f u n k c ję  zmiennej r z e c z y w is te j  z o p o s t a c i  W0 (y -y B).
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Wyjście modelu ro zsz erzo n e g o  n ie  s t a j e  s i ę  zatem zbiorem, l e c z  elementem 
unormowanej p r z e s t r z e n i  n iepew nej .  Aby n ie  wprowadzić dodatkowych ozna
czeń , będziemy oznaczać t a k  o k reś lo n e  w y jśc ie  p rz e z  y ,  a odwzorowanie 
z d e te r m in i s ty c z n e j  p r z e s t r z e n i  unormowanej w ejść (U, II II) w unormowaną 
p r z e s t r z e ń  niepewną (Y,Y/,T) p rz e z  F. Kie powinno to  budz ić  w ą tp l iw o śc i ,  
gdyż równościowy model podstawowy n ie  będz ie  stosowany,

A zatem model z n iepew nośc ią  wejściowo-wyjściowy ma p o s ta ć !

y = F(u) (4 ,8 8 )

p rzy  czym y j e s t  elementem (Y,W,T), n a to m ia s t  u elementem (U, H I I) .  
Jak wspomniano, p r z e s t r z e ń  wejściowa może być ta k że  trak tow ana  jako  p r z e 
s t r z e ń  (U,H,TU) z dowolną normą t r ó j k ą t n ą  Tu>

Oznaczmy ponadto  p rze z  P r e g u l a t o r ,  t j .  prawo s te ro w a n ia  p rodukujące 
d e te rm in is ty c z n e  s te ro w a n ie  na podstaw ie  w y jśc ia  y będącego elementem 
p r z e s t r z e n i  unormowanej n iepew nej ,  t z n . :

u = P (y )  (4 ,2 9 )

Dla modelu (4 ,2 8 )  możemy sformułować typowe p o ję c i a  t e o r i i  systemów t a k i e  
ja k  s te ro w a ln o ś ć ,  s t a b i l i z o w a ln o ś ć  i t d .  Ze względu na ogólność modelu bę
dą one formułowane w k a t e g o r ia c h  ( E , r )  o toczeń  pożądanego w y jśc ia  y .

D e f in i c j a  4 ,8

Model ( 4 .2 8 )  j e s t  ( E , r )  s te ro w a ln y  do punktu  y° p r z e s t r z e n i . ( y ,W,T), 
j e ś l i  i s t n i e j e  t a k i e  u, że P (u)  n a leż y  do N ( E , r ) ,

y
D e f in i c j a  4 .9

Model ( 4 .2 8 )  j e s t  ( E , r )  s t a b i l i z o w a ln y  w punkcie  y ° ,  j e ś l i  i s t n i e j e
t a k i  r e g u l a t o r  P i  t a k i e  ro zw ią zan ie  y n a leż ąc e  do N ( E , r ) ,  źe y

y
j e s t  p rzyc iąga jącym  punktem odwzorowania P ( p ( * ) ) ,

Podobnie j a k  w punkcie  3 . 5 .2  można dokonać p a r a m e t r y z a c j i  modelu 
(4 .2 8 )  wprowadzając do n iego  param etry  g powodujące, że w y jśc ie  modelu 
j e e t  zmienną niepewną mimo w p e ł n i  zdeterminowanego s te ro w a n ia .  P aram etry  
g są  zatem elementem niepewnej p r z e s t r z e n i  unormowanej ( g ,V/’,T’ ) .  Model 
ro zsz e rzo n y  ma zatem p o s ta ć :

y = P (u ,g )  (4 .30).

a odwzorowanie P p r z e k s z t a ł c a  i lo c z y n  k a r t e z j a ń s k i  p r z e s t r z e n i  s terowań 
i  p r z e s t r z e n i  parametrów w p r z e s t r z e ń  w yjść .  I lo c z y n  k a r t e z j a ń s k i  musi 
być zdef in iow any  jako  tzw. T -p roduk t [43] . J e s t .  to  możliwe, gdyż p r z e 
s t r z e ń  s te row ań ( ja k o  d e te r m in is ty c z n a  p r z e s t r z e ń  unormowana) może być
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traktowana jako  unormowana p r z e s t r z e ń  niepewna z dowolną normą t r ó j k ą t a .  
Przyjmując jako  T-normę T’ , otrzymujemy T -  p roduk t p r z e s t r z e n i  sterowań 
i  parametrów w p o s t a c i  t r ó j k i  (UxG, KT’ V/, ,T ’ ) I gdz ie  norma niepewna 

j e s t  fu n k c ją  o w a r to śc ia c h :

HT»W»(u,g) = T»(H.(z -  | |u | |) ,  \Y '(g))  (4.31)

Przykładowo d la  T’ = LI:

BMWJ( u , g ) = Kin(H(z -  Ilu||) ,  Y/£(g))

J l a  modelu sparametryzowanego (4 .3 0 )  można o k r e ś l i ć  w łasność i d e n ty f ik a l -
no.-ci ( ś c i ś l e j  -  powinno s i ę  mówić o estymowalności param etrów ).

D e f in ic ja  4 .10

¡.'odel (4 .3 0 )  j e s t  w p e łn i  id e n ty f ik o w a ln y ,  j e ś l i  i s t n i e j e  odwzorowa
nie S odwrotne do ? ( - , . )  t a k i e ,  że:

g = S (u ,y )  (4.32)

o w ar to śc iac h  w p r z e s t r z e n i  m etrycznej (G ,P) .

D e f in ic ja  4 .11

Model (4»30) j e s t  W* id e n ty f ik o w a ln y ,  j e ś l i  i s t n i e j e  odwzorowanie S 
odwrotne do F ( * , 0  t a k i e ,  że :

g = s (u ,y )

o w a r to śc ia c h  w p r z e s t r z e n i  unormowanej niepewnej (G, VI’ , T ')«

D e f in ic je  te  mogą hyć p rzyda tne  w rozw ażaniach do tyczących  e s ty m a c j i  
parametrów i  s te row an ia  adap tacy jnego  z wykorzystaniem tego  ty p u  modeli 
( s tanow iących  np. odpowiednik problemów rozważanych w punkcie 3 . 5 . 2 ) .
Nie będą one jednak  dyskutowane w t e j  p rac y .

Przy  formułowaniu za łożeń  warunków re a l i z o w a ln o ś o i  c e lu  s te row an ia  
wykorzystywana będzie n a to m ia s t  w łasność modelu (4 .2 8 )  będąca odpowied
nikiem warunku L ip s c h i t z a .

D e f in ic ja  4 .12

Odwzorowanie F elementów p r z e s t r z e n i  unormowanej (u ,  II II) w unormo
waną p r z e s t r z e ń  niepewną (Y,W,T) j e s t  ( c , v )  L ip s o h i t z o w s k ie , j e ś l i  i s t n i e 
j ą  s t a ł a  r z e c z y w is ta  d o d a tn ia  c o raz  fu n k c ja  nieujemna V zmiennej rze
cz y w is te j  z t a k i e  że :
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F(u1) -  P(u„)
V   — 5 — ) > v ( z - !|u1 -  u2| |)  (4 .3 ? )

dla każdego z > O i  w szy s tk ich  w^,u2 z p r z e s t r z e n i  U.

4 .3 .  WARUNKI REALIZOWAINO^CI CELU STEROWANIA

W dotychczasowych rozw ażaniach  p r z e w i ja ły  s i ę  dwa sform ułowania celów 
s te ro w a n ia .  P ierw sze z n ic h  w yrażało  c e l  w k a t e g o r ia c h  w pewien sposób 
zdefin iow anej o p ty m a ln o śc i , d ru g ie  d o ty c zy ło  możliwości uzyskan ia  rozw ią
zania w pewnym s e n s ie  zadow ala jącego . Dla szczegó lnego  sform ułowania mo
delu  wejściowo-wyjściowego, w którym w y jśc ie  j e s t  rozumiane jako  wskaźnik 
j a k o ś c i ,  oba sform ułowania są  b l i s k i e  s o b ie ,  a i c h  rozw ią zan ia  mogą być 
uważane za różne r e a l i z a c j e  tego  samego c e lu  wyrażonego wskaźnikiem j a 
k o śc i .  B l i s k o ś ć  obu sformułowań będz ie  widoczna p rzy  s ta w ia n iu  ty c h  obu 
problemów d la  uogólnionego modelu n ierównościowego.

S terow anie  zadow ala jące  będz ie  rozumiane jako  zapewnienie o s ią g a n ia  
przez w y jśc ie  układu ( E , r )  o to c z e n ia  odpowiedzi pożą d an e j .  Warunki r e a -  
l i z o w a ln o ś c i  tego  zadan ia  w u k ła d z ie  zamkniętym zostaną, o p a r te  na odpo
wiednim tw ie rd z e n iu  o punkcie s ta ły m .

Zadanie o p ty m a l iz a c j i  z o s ta n i e  sformułowane w p o s t a c i  p ie rw o tn e j  jako 
uzyskanie maksymalnej normy n iepew nej .  T rudnośc i  w znajdowaniu rozw iązań  
tego ty p u  problemów s k ł a n i a j ą  do sform ułowania zadań wtórnych, k tó 
rych p o s ta ć  i  związek z problemem pierwotnym zo s tan ą  p rze d s taw io n e .

4 . 3 . 1 .  Synteza s te ro w a n ia  zadowalającego

J e ż e l i  pożądane zachowanie s i ę  uk ładu  nożna sformułować w p o s t a c i  od
powiedzi y° uk ładu ,  to  d la  modelu nierównościowego uogólnionego r a c j o 
nalnym sformułowaniem c e lu  s te ro w a n ia  j e s t  o s i ą g n ię c i e  p rz e z  układ  sygna
łu  wyjściowego w ( E , r )  o to c z e n iu  y ° .

Cel s te ro w a n ia  może być zatem sformułowany jako  sy n te z a  ta k ie g o  re g u 
l a t o r a  u = P (y ) ,  że odpowiedź modelu y = f ( u ) na wytwarzane p rzezeń  
s te row an ie  s p e łn i a  warunek:

P (u )6  N ( E , r )  (4 .3 4 )
y

W c e lu  z n a l e z i e n i a  warunków r e a l i z o w a ln o ś c i  t a k  rozumianego zadan ia  
syn tezy  wykorzystamy n a s tę p u ją c e  tw ie rd z e n ie  o punkcie s ta łym .

TWIERDZENIE 4.1

Niech (Y,W,T) będ z ie  unormowaną niepewną p r z e s t r z e n i ą  zupe łną  z c i ą g ł ą  
aormą t r ó j k ą t a  T s p e ł n i a j ą c ą  warunek
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T (a ,a )  > a d la  każdego a z p r z e d z i a łu  [0,1] (4 ♦ 35)

Odwzorowanie .zwężające 1 w t e j  p r z e s t r z e n i  po s ia d a  jedyny punkt y na
le ż ą c y  do Y t a k i ,  że Ly = y. Co w ięcej d la  dowolnego x  z p r z e s t r z e n i  
Y każdy c i ą g  i t e r a c j i  odwzorowania L zb ieg a  s i ę  do tego  punktu  s t a ł e 
go, c z y l i :

Lnx —> y (4.36)

tz n .  punkt s t a ł y  j e s t  punktem p r z y c ią g a n ia .

Tw ierdzenie to  (w k a t e g o r ia c h  p r z e s t r z e n i  MengeraJ z o s t a ł o  udowodnione 
p rze z  a u to ra  w [156] • Jak  okazuje  s i ę  je d n a k ,  jedyną  r a c jo n a ln ą  normą 
t r ó j k ą t n a  s p e ł n i a j ą c ą  (4 .3 5 )  j e s t  o p e r a c ja  b r a n ia  min, i  w związku z tym, 
ja k  wskazała w pryw atne j k o re sp o n d e n c j i  0 .  Hadżlc [64] , tw ie rd z e n ie  j e s t  
"powtórnym odkryciem" nieznanego  w cz eśn ie j  au to ro w i tw ie rd z e n ia  Sehgala
[138] . N a jp ro s ts z y  dowód tego  tw ie rd z e n ia  można z n a le ź ć  w ¡J42] , gdzie 

podano również inne  i n t e r e s u j ą c e  tw ie rd z e n ie  o punkcie  s ta ły m .  Twierdze
n ie  to  wyrażone w k a t e g o r ia c h  niepewnych p r z e s t r z e n i  unormowanych ma po- 
s iźa c *

TWIERDZENIE 4 .2

Niech (Y,W,T) będz ie  unormowaną niepewną p r z e s t r z e n i a  zup e łn ą  z normą 
t r ó j k ą t n ą  T le w o s tro n n ie  c i ą g ł ą .  N iech ponadto  d la  każdego punktu  y 
i s t n i e j e  l i c z b a  r z e c z y w is ta  z t a k a ,  że:

Wz (y )  = 1 (4.37)

Odwzorowanie zwężające L w (Y,W,T) ma jedyny  punkr s t a ł y  i  j e s t  to  punkt 
p r z y c ią g a n ia .

Bardzo p r o s ty  dowód tego  tw ie rd z e n ia  po le g a  na p okazan iu ,  i ż

d ( y ,x )  = i n f ( z  : W_(y -  x )  = 1) (4.38)
Z

j e s t  metryką w Y, a L j e s t  odwzorowaniem zwężającym w zu p e łn e j  p rze
s t r z e n i  m etryczne j  (Y ,d)  i  n a s tę p n ie  s k o r z y s t a n iu  z tw ie rd z e n ia  Banacha. 
Oba t e  tw ie rd z e n ia ,  aczkolw iek  do ty c zą  ogran iczonych  k la s  rozważanych 
p rze z  nas p r z e s t r z e n i  unormowanych niepewnych, je d n ak  obejmują przypadki 
i s t o t n e .

P ie rw sze ,  j a k  wspomniano, obejmuje p r z e s t r z e n i e  z normą t r ó j k ą t n ą  M, 
a więc za g a d n ie n ia  wywodzące s i ę  z modeli rozmytych n ie p ew n o śc i ,  modeli 
o r o z k ła d z ie  ograniczonym, nierównościowych i  pewnych szczeg ó ln y ch  lo so 
wych ( d y s t ry b u a n ta  p o s t a c i  ( 4 .2 5 ) ) .
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Drugie do tyczy  problemów, w k tó ry c h  w szy s tk ie  e lem enty  p r z e s t r z e n i  Y 
są o g ran ic zo n e ,  t z n .  -  n i e z a l e ż n ie  od pochodzenia  modelu -  wiemy, że d la  
każdego y i s t n i e j e  l i c z b a  r z e c z y w is ta  o g r a n ic z a ją c a  jego  normę. Można 
tu rozpa tryw ać zatem modele n ierów nościow e, o r o z k ła d z i e  ograniczonym, 
a także  w szy s tk ie  modele s t a t y s t y c z n e  o r o z k ła d a c h  o b c ię ty c h  i  rozmyte 
zbiory og ran ic zo n e .

J e ś l i  sp e łn io n e  będą w p r z e s t r z e n i  wyjść modelu ro zsz erzo n e g o  z a ło ż e 
nia jednego z ty o h  tw ie rd z e ń ,  możliwa będ z ie  sy n te za  uk ładu  s t e ro w a n ia '  
zadowalającego.

TWIERDZENIE 4 .3

Dany j e s t  model ro z sz e rz o n y  uk ładu  w p o s t a c i  ( 4 .2 8 ) ,  p rzy  czym p r z e 
s t rze ń  wyjść j e s t  unormowaną p r z e s t r z e n i ą  zupe łną  ( y ,W,T) t a k ą ,  że a lbo  
spełn iony j e s t  warunek (4*37) ( d l a  każdego y i  odpowiadającego mu z ) ,  
albo T = M. Zakładamy ponad to ,  że model j e s t  ( E , r )  s te ro w a ln y  do pożąda
nego w y jśc ia  y° o raz  (c ,V )  L ip sc h i tz o w s k i  (w s e n s ie  d e f .  4 . 1 1 ) .  Wówozae 
nożna z n a le ź ć  r e g u l a t o r  P zapew nia jący  r e a l i z a c j ę  c e lu  s te ro w a n ia ,  t z n .  
t a k i ,  że w yjśo ie  y uk ładu  zamkniętego ( 4 .2 8 ) ,  (4 .2 9 )  l e ż y  w (E,.r) o to 
czeniu y° .

Dowód i

Założen ie  o ( E , r )  s t e ro w a ln o ś c i  do y° gw aran tu je  i s t n i e n i e  s t e r o 
wania u° t a k ie g o ,  że

F (u ° )  e N ( E , r )
y

Oznaczamy:

y  a e ( u °) (4 -39)

i wybierzmy prawo s te ro w a n ia  P t a k ,  aby:

u° = P (y)  •= P‘ 1(y )  (4 .4 0 )

przy czym, j e ś l i  F~1 n ie  j e s t  jednow arto śc iow e ,  dowolne u° s p e ł n i a j ą 
ce (4 .4 0 )  może z o s ta ć  zastosow ane. Wówczas y j e s t  punktem s ta łym  od
wzorowania P(p(-) ) ,  t z n . :

* W } ) > *  *  ( , . , > )  -

Pozostaje o k r e ś l i ć  w arunk i,  J a k ie  .pow in ien  s p e łn i a ć  r e g u l a t o r ,  aby  punkt 
ten b y ł  punktem p r z y c ią g a n ia .

Z ałożenie  o (c ,V )  L ip s c h i tz o w s k ie j  w ła s n o śc i  modelu ro zszerzonego  
zapewnia i s t n i e n i e  c >  0 rze c z y w is te g o  o raz  f u n k c j i  V t a k i e j ,  że:

. K u . )  -  p (u  )
V  5---------- ) *  K z  -  Ilu., -  Ugll) (4.42)
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d la  w szy s tk ich  u 1 , u2 z p r z e s t r z e n i  w ejść i  w szy s tk ich  z > O 
rz e c z y w is ty c h .

J e ś l i  r e g u l a t o r  P dobierzemy t a k ,  że i s t n i e j e  ta k a  l i c z b a  r z e c z y 
w is ta  O < 1 < *7 , że d la  w szy s tk ich  y 1 , y g p r z e s t r z e n i  wyjść i  w szys t
k ic h  rze c z y w is ty c h  z > 0 :

v ( l z  -  ||p(y1 ) -  P ( y 2 )ll ) > V?z ( y i  -  y 2 ) (4 .43 )

to  wówczas odwzorowanie P (P (* ) )  j e s t  zw ęża jące ,  gdyż p rzy jm ując
k = l c  < 1 o trzym uje s i ę :

. , F ( p ( y J )  -  P (p ( y _ ) )
ffz ( ^ ( p ( p ( y 1 ))  -  F (p (y 2 ))))i=  Wl z ( ---------5----- ----------- — )

v( l z  -  | |P (y1 ) -  P (y 2 ) | |)  » Wz ( y 1 -  y 2 ) (4.44)

d la  w sz y s tk ic h  y., , y 2 z p r z e s t r z e n i  wyjść i  każdego rze c z y w is te g o  z > 0 .
Ponieważ p r z e s t r z e ń  (Y,W,T) s p e łn i a  z a ło ż e n ia  jednego z tw ie rd z e ń  o 

punktach  s t a ł y c h  d la  odwzorowań zw ężających , zatem y le ż ą c e  w ( E , r )  oto
c z en iu  y° j e s t  punktem sta łym  p rzyc iąga jącym  i  tym samym zapewnione jes t ,  
że jednoznaczne rozw iązan ie  równania uk ładu  zamkniętego r e a l i z u j e  c e l  s t e 
row ania .

Z ałożen ia  do tyczące r e g u la to r a  są  n ie co  konserwatywne i  przypominają 
warunek "małego wzmocnienia"; d la  sz c z e g ó ln e j  k la s y  modeli l in io w y ch  da
j ą  s i ę  jednak  poprzez  odpowiednie t r a n s f o r m a ty  p r z e k s z t a ł c i ć  do mniej 
wymagających warunków podobnie j a k  w problem ach d e te rm in is ty c z n y c h  [88] .

4 . 3 . 2 .  Sformułowanie problemów op tym a lizacy jnych

Sformułowanie problemu o p ty m a l iz a c j i  w warunkach n iepewności n ie  j e s t  
sprawą oczyw is tą  i  jednoznaczną .  Wskaźnik j a k o ś c i  r e p r e z e n tu j ą c y  wielkość, 
k tó ra  powinna być minimalizowana, będący w warunkach d e te rm in is ty c z n y c h  
funkcjonałem  s t a j e  s i ę ,  na 3kutek  n iepew ności tk w ią ce j  w modelu r o z s z e 
rzonym, zmienną niepewną. K lasyczne p o d e j ś c i e  do problemu p o le g a ją c e  na 
m in im a l iz a c j i  pewnej miary d e t e r m in i s ty c z n e j  t e j  zmiennej n ie  j e s t  w p e ł 
n i  uza sa d n io n e ,  a dobór t e j  m iary ma na c e l u  c z ę s to  je d y n ie  wygodę rozwią
zu jącego  problem, a n ie  zgodność z rzeczywistym  celem s te ro w a n ia .  I  ta k  
w przypadku modeli losowych p r o j e k t a n t  zadowala s i ę  zazwyczaj m in im aliza
c j ą  w a r to ś c i  oczekiwanej wskaźnika (np. [i] , [2] ) ,  aczko lw iek  n ie  gwaran
t u j e  to  c z ę s to  dobrego zachowania poszczegó lnych  r e a l i z a c j i .  Inne propo
zyc je  uw zg lędn ia jące  w ar to ść  oczekiwaną i  w a r ia n c ję  wskaźnika [97] prowa
dzą do z łożonych  algorytmów ob liczen iow ych ,  a ponadto  n ie  s p e ł n i a j ą  częs
to  k ry te r ium  r a c jo n a ln o ś c i  [32] . Ponadto o k r e ś l e n i e  związku między tzw. 
problemem pierwotnym, t z n .  zadaniem m in im a l iz a c j i  wskaźnika j a k o ś c i  a 
problemem wtórnym, t z n .  zadaniem m in im a l iz a c j i  w a r to śc i .o c z e k iw a n e j  wskaż-
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nika p ie rw otnego ,  trak towanego  jako  zmienna losowa, względem praw s t e r o -  
sania wynikających  z d o s tę p n e j  in f o rm a c j i  [54] n ie  j e s t  oczyw is te .

Podobnie p o d e j ś c i e  minimaksowe n a j c z ę ś c i e j  stosowane w przypadku mo
deli o r o z k ła d z ie  ograniczonym i  rozmytych oprócz swojego,- n ie u z a sa d n io 
nego c z ę s to ,  "pesymizmu" wiąże s i ę  ze znacznym nakładem obliczeniowym i  
koniecznością a p ro k sy m a c j i ,  a także  trudnym do o k r e ś le n ia  związkiem z 
problemem pierwotnym. Wyjątek, j e ś l i  chodzi o ła tw ość  uzyskania  rozw iąza
nia i  "n iepesym is tyczną"  i n t e r p r e t a c j ę  (zb ie żn o ść  z rozwiązaniem p r o b ie 
rni l in iow o-w yk ładn iczo  kwadratowego [73]), s tanow i przeds taw iony  w t e j  
pracy w r o z d z i a l e  3 .2  problem minimaksowy d la  nierównościowego modelu su -  
;acyjnego. Jego p o s ta w ien ie  również n ie  j e s t  w p e ł n i  uzasadn ione .

Uogólniony model niorównośoiowy s tw arza  możliwości dobrego p os taw ien ia  
zadania o k r e ś l e n i a ,  co j e s t  optymalne w warunkach niepewności o raz  s f o r -  
aułowania p ie rw otnych  i  w tórnych problemów o p tym a lizacy jnych  i  o k r e ś le n ia  
związków między n im i .  Jak  zwykle w przypadku modeli ogólnych znaczenie  
tych rozw iązań  j e s t  głównie p o rzą d k u jąc e ,  aczko lw iek  pewne wniosk i d a ją  
aożliwości o k r e ś le n ia  efektywnych metod znajdowania rozw iązań  optymalnych 
zarówno d la  modeli ro zsz erzo n y c h  w p o s t a c i  uogólnionych modeli n ie rów noś-  
ciowych, j a k  i  d la  poszczegó lnych  modeli n iepew ności trak towanych  jako 
szczególne p o s ta c i e  modelu uogóln ionego .

Rozważania wprawdzie ogran iczone  z o s tan ą  do a n a l o g i i  p rob lem u 'm in im al-  
nonormowego, l e c z  zadan ia  m in im a l iz a c j i  normy dwóch sygnałów s tanow ią 
znaczną część  problemów op tym a lizacy jnych  (aproksym acja ,  es tym acja  p a ra 
metrów i  s t a n u ,  optymalne nadążan ie  i  s t a b i l i z a c j a ,  s te ro w a n ie  z minimal
ną e n e rg ią  i  wydatkiem i t d .  [98] ) .

Skoro norma niepewna j e s t  odpowiednikiem normy w problem ie d e t e r m in i s 
tycznym, sform ułowanie problemu op tym alizacy jnego  (odpowiadającego zada
niu m in im a l iz a c j i  normy) powinno być dokonane w k a t e g o r ia c h  norm niepew
nych.

4 . 3 . 2 . 1 .  Problem p ie rw otny

Należy n a jp ie rw  zauważyć, że p r z e s t r z e ń  f u n k c j i  VI, t z n .  norm niepew
nych, j e s t  uporządkowana p rz e z  r e l a c j ę  rozumianą w podobnym s e n s i e ,  
jak to  p rze d s taw io n o  d l a  metryk p r o b a b i l i s ty c z n y c h .  R e la c ja :

W1 « VI2 * (4 .4 5 )

oznacza m ianow ic ie ,  że d la  każdego z rz e c z y w is te g o :

(4 .4 6 )
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R e la c ja  o s t r e g o  porządku < noże być zdef in iow ana n a to m ia s t  n as tępu jąco :

Łatwo zauważyć, że największym elementem p r z e s t r z e n i  norm niepewnych je s t  
funkcja  skoku jednostkowego H.

Dla dowolnego elementu y zachodzi bowiem:

Gdyby n ie  by ło  żadnych og ran ic ze ń  na y o raz  W, problem maksymalizacji 
V/C'y) p row adzi łby  do rozw iązan ia  w p o s t a c i :

d la  każdego z, k tó re  na podstaw ie  w ła s n o śc i  (4 »15 ) ,  ( 4 .1 6 )  normy niepew
nej prowadzi do s tw ie r d z e n ia ,  że y j e s t  elementem zerowym p r z e s t r z e n i  Y, 
co zapisujemy (zgodnie  z p rz y ję ty m i  oznaczen iam i) :

X z agadn ien iu  de term in is tycznym  do t a k ie g o  samego ro zw ią zan ia  w przypadku 
braku og ran iczeń  prowadzi zadan ie  m in im a l iz a c j i  normy. Tak więc problem 
m in im a l iz a c j i  normy posiada  na g ru n c ie  norm niepewnych a n a lo g ię  w postaci  
poszukiwania elementu maksymalnego w zb io rz e  norm niepewnych. (Zauważmy, 
że podobnie j a k  w p rzy p a d k u ’n ie ró w n o śc i  t r ó j k ą t a  mamy do c z y n ie n ia  z prze
ciwnym zwrotem uporządkowania) .  Analogia n ie  j e s t  jednak  n i e s t e t y  pe łna.
W p rz e c iw ie ń s tw ie  bowiem do z b io ru  l i c z b  r z e c z y w is ty c h  n ieujem nych, zbiór 
f u n k c j i  W(y) j e s t  ty lk o  zbiorem częściowo uporządkowanym.

Problem o p ty m a l iz a c j i  n a leż y  zatem postaw ić  n a s tę p u ją c o :
Problem p ie rw otny  o p ty m a l iz a c j i

Niech ( y,W,T) będz ie  p r z e s t r z e n i ą  wyjść modelu ro z sz e rz o n e g o ,  y°  e l e 
mentem zadanym w Y, a X podzbiorem Y. Znaleźć maksymalne e lem enty  
zb io ru  W(y-y°) d la  y n a leż ąc y ch  do X (w s e n s ie  r e l a c j i  porządku < )•

(4.47)

j e ś l i  zachodzi (4.45) oraz i s t n i e j e  t a k i e  z r z e c z y w is te ,  że:

(4.48)

(4.49)

To znaczy d la  każdego z r z e c z y w is te g o :

W ( y ) «  h ( z )Z (4.50)

v/z (y)  = H( z ) (4.51)

y = O
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Oznacza t o ,  że poszukiwane są  w szy s tk ie  t a k i e  elementy y w zb io rz e  X, 
że n ie  i s t n i e j e  x n a leż ąc y  do X, d la  k tó re g o :

Zadanie w t e n  sposób postaw ione j e s t  zatem problemem znajdowania elemen
tów niezdominowanych w p r z e s t r z e n i a c h  częściowo uporządkowanych. S tąd  n ie  
j e s t  sprawą przypadku , że zadan ie  o p ty m a l iz a c j i  w ie l o k r y t e r i a l n e j  może' 
być trak tow ane  jako  zadan ie  o p ty m a l iz a c j i  w s p e c j a l n i e  skonstruow anej

go. Co w ię c e j ,  jednoznaczność może być ró ż n ie  rozum iana.  Można mianowicie 
traktować jako  jednoznaczne rozw ią zan ie  t a k i e ,  że I s t n i e j e  je d e n  element 
maksymalny w(y -  y ° ) ,  aczko lw iek  rea l izo w a n y  jednak  p rzez  w ie le  y ■ ze 
zbioru  X. Może t e ż  In te re so w a ć  nas przypadek w ie lu  elementów maksymal
nych nieporównywalnych ze sobą ,  z k tó ry c h  każdy j e s t  r ea l izo w a n y  p rze z  
jeden elem ent X. W obu ty c h  przypadkach  mamy do c z y n ie n ia  z pewnym ro d z a 
jem je d n o zn a cz n o śc i  z je d n e j  s t r o n y ,  a n ie je d n o z n a c z n o śc i  z d r u g i e j .  P rzy
padek " p e łn e j "  je d n o z n a c z n o śc i ,  t z n .  jednego e lem entu  maksymalnego r e a l i 
zowanego p rz e z  je d e n  elem ent z b io ru  X, j e s t  t ru d n y  do o s i ą g n i ę c i a .  Częś
c ie j  można oczekiwać w y s tą p ie n ia  d rug iego  z pop rzedn io  wymienionych p rzy 
padków, k tó ry  można nazwać zbiorowo Jednoznacznym, gdyż z b i ó r  nieporówny
walnych ze sobą elementów maksymalnych j e s t  je d n o zn a cz n ie  rea l izow any  
przez e lem enty  X (odpowiednik z b io ru  P a r e t o ) .

4 * 3 .2 .2 .  Problemy wtórne

Trudnośc i  w o k r e ś l e n iu  ro zw ią zan ia  p ierw otnego  problemu o p ty m a l iz a c y j
nego czy nawet w wyborze jednego  z rozw iązań  ze z b io ru  rozw iązań  optymal
nych nasuwają id e ę  wprowadzenia problemów wtórnych , k tó re  p rze z  a n a lo g ię  
do k lasycznego  p o d e j ś c i a  w za g a d n ie n ia c h  o p ty m a l iz a c j i  s to c h a s ty c z n e j  
związane są  z m in im a l iz a c ją  momentów. Użycie nazwy "problem w tórny" j e s t  
jednak ty lk o  wówczas w p e ł n i  uza sa d n io n a ,  j e ś l i  . jego  ro zw ią zan ie  j e s t  
jednym z rozw iązań  problemu p ie rw o tnego .  Taki przykładowy związek z o s t a 
nie pokazany.

Wprowadzimy n a jp ie rw  d e f i n i c j ę  ic-tego momentu i  k - te g o  momentu c e n t r a l 
nego normy niepewnej.'

D e f in i c j a  4 .13

k-tym momentem normy niepewnej a / k ^(w) nazwiemy w ie lk o ść :

w(y -  y ° )  < w(x -  y°) (4 .5 2 )

p r z e s t r z e n i  unormowanej niepewnej [163] .
Trudno oczekiwać zatem je d n o zn a cz n o śc i  ro zw ią zan ia  problemu p ie rw o tn e -

(4 .5 3 )



D e f in ic ja  4 .14

k-tym momentem centra lnym  normy niepewnej M^k ^(w) nazwiemy wielkość:
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M( k ^(w) = [ (z  -  m('.V))kdW (4.54)Z

gdzie  m(w) = o / 1^(w). 1

Kożna pokazać, że |m ^ lc^(w(y1 -  noirmą w Y ( a n a lo g ic z n ie  jak
d la  p r z e s t r z e n i  liengera [134] )•
Kożna zatem sformułować dwie ro d z in y  problemów op tym a lizacy jnych  d e t e r 
m in is tycznych  nazwanych problemem wtórnym.
fjtoaalo .  »¿eijsiaJt s i  l a i S c i  la a s s i  -'. yx onsoensonbot ołis£ ¿'V; c , : ;

Wtórny problem optym alizacy jny

Niech ( y ,’.V,T) będzie  p r z e s t r z e n i ą  wyjść modelu ro zsz e rzo n e g o ,  y°. 
elementem Y, a X podzbiorem Y. Niech d la  pewnego k i s t n i e j e  k - ty  mo
ment (moment c e n t r a ln y )  W.

Znaleźć w(y -  y ° )  t a k i e ,  że m^k ^(w(y -  y0 ))  o s iąga  minimum 
(M k ^(w(y - y0 )) o s ią g a  minimum).

N a jb l iż s z a  klasycznemu sformułowaniu problemu wtórnego j e s t  m inim ali
zac ja  momentu p ierwszego rzędu  (W artości  oczekiwanej W), momentu ' ' c e n t r a l 
nego drug iego  rzędu  ( w a r i a n c j i  w )  i  momentu d rug iego  rzędu  (suma wariancji 
i  kwadratu w a r to śc i  oczek iw ane j) .

Związek między problemem wtórnym i  pierwotnym z o s ta n i e  sformułowany 
w p o s ta c i  n a s tęp u jące g o  tw ie rd z e n ia :

TWIERDZENIE 4-4

Każde rozw iązan ie  problemu m in im a l iz a c j i  m ^ ( w ( y  -  y0 ))  j e s t  rozwią
zaniem problemu p ie rw otnego .

ł . •- . :• 1 ¡s-.M v ¡.io ¡.'ibiij ?t>
Dowód:

Zwróćmy uwagę, że j e ś l i  k - ty  moment W i s t n i e j e ,  to  zachodz i (ca łk o 
wanie p rzez  c z ę ś c i ) :

m (w) = \ zkdw„ = |  (1 -  W^)kzk-1 dz (4.55)

Załóżmy, że t e z a  tw ie rd z e n ia  j e s t  n ieprawdziwa. N iech x  b ęd z ie  rozwią
zaniem problemu w tórnego, tzrw

^ W ( x  -  y0 )) = i n f  m( k ^(w(y -  y 0 )) 
y e X

(4.56)
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n ie  będącym rozwiązaniem problemu p ie rw o tnego ,  t z n .  i s t n i e j e  y 1 w X 
t a k i e ,  że:

W(y1 -  y ° )  > w(x -  y ° )  (4 .5 7 )

(4 -57)  oznacza,  że d la  każdego z:

Wz ( y 1 -  y ° )  > Wz (x  -  y ° )

i  i s t n i e j e  z^ t a k i e ,  że:

W ( y 1 -  y ° )  > W (x  -  y ° )  ' ( 4 .5 8 )z 1 i Zl

Z le w o s tro n n e j  c i ą g ł o ś c i  W względem z wynika, że nierów ność ( 4 .5 8 )  
sp e łn io n a  j e s t  na p r z e d z i a l e  [zg, z^] miary n ie z e ro w e j ,  a zatem:

a (lc)(w(yr y 0 )) = |  (l-Wz (y1- y 0 ) )k z k“ 1dz <

'[Ti '  ■ 'Ł “ \ i* /% i XOiU (■ '! ?5 \ V *«»

O o

< |  (1 -Wz ( x - y ° ) )kz'c-1dz = m(tc^(w (x-y0 ) )  (4 .5 9 )

(4 .5 9 )  s t o i  w s p r z e c z n o ś c i  z (4 - 56 ) ,  a zatem kończy dowód n ie  w pros t  
tw ie rd z e n ia  4 . 4 .

Tw ierdzenie to  w skazuje ,  że chcąc z n a le ź ć  choć jedno rozw iązan ie  p ro 
blemu p ie rw o tnego ,  można rozw iązać problem wtórny d la  wybranego k, d la . ,  
k tó rego  i s t n i e j e  moment normy niepewnej i  e lem ent go m in im a l izu jący .

Uwaga 4.5

Wynik t e n  rzu c a  nowe ś w ia t ło  na s z e re g  k la sycznych  wyników t e o r i i  s t e 
rowania s to c h a s ty c z n ie  optymalnego. Przykładowo: j e ś l i  t rak to w a ć  problem
d e te rm in is ty c z n y  liniowo-kw adratowy jako  zadan ie  poszukiw ania  minimum n or
my ważonej w i l o c z y n i e  k a r te z ja ń s k im  L2 [o ,t ]  x  L2 [0 , t ]  o k r e ś lo n e j  jako

(II-*II q + IIuli 2r ) , to  problem LQG j e s t  problemem wtórnym w rozważa
nym s e n s ie  d la  momentu d rug iego  rz ę d u .

4 . 3 . 2 . 3 .  P rzyk ład

P on iższy  p r o s ty  p rzy k ła d  ma na c e lu  pokazan ie  pewnych aspektów p i e r 
wotnego i  wtórnego problemu o p ty m a l i z a c j i ,  zw racając  uwagę na k l a s ę  zagad
nień  d a jąc y ch  s i ę  stosunkowo ła tw o  rozw ią zać ,  mimo że rozw ią zan ie  metoda
mi klasycznymi n ie  j e s t  ocz y w is te .
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Dany j e s t  serwomotor op isany  równaniem:

y = cu y (0 )  = yQ

Należy dobrać  s t a ł ą  serwomotoru c ,  aby p rzy  podawaniu na jego  w ejśc ie  
sygna łu  wejściowego znamionowego u = u^ p rz e z  losowy czas T dany ro z 
kładem p ( t  >  z )  = e x p ( - z ) , z  > 0 p r z e b ie g  sy g n a łu  y ( t )  w tym c z a s ie  
o d ch y la ł  s i ę  j a k  na jm nie j od p o ło ż e n ia  zadanego y ° .

Po p ie rw sze  za m iarę  odchyłek przyjmiemy maksymalną w ar to ść  modułu ró ż 
n icy  y i  y°  w c z a s ie  s te ro w a n ia ,  c z y l i  normę w p r z e s t r z e n i  c [o , t] .

A zatem:

||y - y°ll = max | y ( t )  -  y° |
0< t £  T

W związku z tym norma niepewna (w ynika jąca  z n iepew nośc i  czasu  T i  wy
boru normy II* l| ) może być zdef in iow ana w p o s t a c i :

W (y -  y ° )  = p{ max | y ( t )  -  y° | < z 
2 (O < t  < T

Pierw otny problem o p ty m a l iz a c j i  po lega  zatem na z n a l e z i e n iu  elementów 
maksymalnych z b io ru  W(y -  y ° ) ,  g d z ie :

y = yQ + c Uj, t

a zatem:

Wz^yo + cuNt  “  y °  ̂ = P { raax lcuNt  + y o "  y °l < z\
t <  T

Oznaczmy p rz e z :

Z ( z )  = min |  Z  : max | c u ^ t  + yQ -  y° |  > z |
 ̂ 0 4 t 4 Z

Wówczas:

Wz^cuNt  + yo " y°^ = p ( T < i  = 1 ~ > Z ( z ) )  = 1 -  e x p ( - E ( z ) )

J e ś l i  bowiem:

max | cu2{t + y 0 -  y°| > z to  i s t n i e j e  Z < T
0 « t « T
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t a k i ,  że max jcu^t; + y Q -  y | > z 
O < t  « Z

c z y l i  T > min |  Z : max |oun't + yo " y°l ^  z \ = Z ( z )
o <  t  « z

1 o dw ro tn ie ,  j e ś l i  T > t ( z ) ,  to

04  t <  T
max JkUjjt + yQ yo| > max |cuNt  + yQ -  y | »  z

0 4  t - i  £ ( z )

¿ c i s ł a  m onotoniczność f u n k c j i  e x p ( - z )  zapewnia , że maksymalne elementy
y0 - yz b io ru  f u n k c j i  W są  rea l izo w a n e  p rz e z  t e  same

maksymalne e lem enty  Z (• ) .
Rozumiemy p rzy  tym, że :

, k tó re  d a ją

< z2(-)

wtedy i  t y lk o  w tedy, gdy d la  każdego z 

Z / z )  4 Z 2( z )

Ponieważ:

£ ( z )  = min { Z  : max |0UNt  + “ y°l ^  z \~
0 4  t  4 Z '

{«
< . - , i y o"ymin < u : max( —£

“U

j e ś l i

3UN
j e ś l i  z >

o oy -y  y -y
Zatem każdy e lem ent z  2_—  <nacu,N :UN

< 0 j e s t  elementem maksy-

/ , y 0- y malnym ( r y s .  3 0 ; ,  n a to m ia s t  żaden e lem en t z - —- -----  n ie  j e s t  maksymalny
CUN
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Rys. 30. Elementy maksymal
ne Z ( z )  w rozważanym p rz y 

k ła d z ie
F ig .  30. Maximal e lem ents  
Z\ z )  i n  the  co n s id e red  

example

d la y0-y
cu.T > 0 ,  gdyż wówczas d la  każdego

z > 0 z -
y n-y

3Un
< z

W związku z tyra, j e ś l i  ty lk o  sgn  uN = 
. . o= -  sg n (y Q -  y ° ) , to  dowolna s t a ł a  c da

je  ro zw ią zan ie  problem u. Elementy maksy
malne z b io ru  W dane są  w p o s t a c i  w ar to ś 
c i  f u n k c j i :

V,'z ( cuNt  + y0- y ° )  = <

Z < -
y0-y

y -y °  y -y °
1-exP( - z  + Ą - ) ;

Y,'ybór jednego z rozw iązań  może być dokonany na podstaw ie  ro zw ią zan ia  p ro 
blemu wtórnego. Przykładowo, b io rą c  pod uwagę moment d rug iego  rzęd u  o t r z y 
mamy:

oo ,
m( 2 ) (w(y0+cuNt  -  y0 ))  = 2 C | i - w z (y o+cuNt_ y 0) j z dz =

y0-y;o

= 2
,N «
I z dz + 2 T e x p ( ^ i .

J cu.r -  z)zdz  =

, y n- y 0 . 2 y„-y° y -y °
= -  2 ^  e*P (2 ^ '— I + 2 exP<2

O znaczając:

:UN
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otrzymuje s i ę  po zróżniczkowaniu  i  przyrównaniu  do z e ra :  

x°  -  2x° ex p (x°)  + 2 ex p (x ° )  = 0

x°  = -  1.2729 

skąd mamy:

y° -  y^
0 3 U-.WW Tu,,

Należy zw rócić uwagę, że i s t o t n ą  cechą ro z k ła d u  p ( t < z) by ła  jego  ś c i s ł a  
aonotoniczność um ożliw ia jąca  p r o s te  o k r e ś le n ie  porządku wśród f u n k c j i  
Brak t e j  w ła s n o śc i  komplikuje o b l i c z e n ia .

W problem ach, w k tó ry ch  niepewność n ie  ma c h a r a k te ru  losowego, problemy 
wtórne mają również  pewną i n t e r p r e t a c j ę  f i z y k a ln ą .  Przykładowo moment 
pierwszego rzęd u  d la  n iepewności o r o z k ła d z ie  ograniczonym może być i n t e r 
pretowany jako  środek  c i ę ż k o ś c i  z b io ru .

4 .4 .  UWAGI KORDOWE ROZDZIAŁU

P rzedstaw ione  uogólnione modele nierównościowe s tanow ią n a tu ra ln ą  
kontynuację  modeli nierównościowych. Uzyskane wyniki mają głównie znacze
nie p o rz ą d k u ją c e ,  wskazując na możliwości wspólnej a n a l i z y  problemów o 
różnych modelach n iepew ności o raz  r z u c a ją c  nowe ś w ia t ło  na sposób s ta w ia 
nia zadań sy n te zy  w warunkach n iepew nośc i .  Niemniej jednak można również 
oczekiwać, że d a l s z e  badan ia  pozwolą t rak tow ać  zaproponowany model n i e 
pewności jako  i n t e g r a l n ą  formę o p isu  układów, k tó r e j  p o te n c ja ln e  możliwoś
c i ,  j a k  również p r o s t o t a  w o k r e ś le n iu  j e j  p o s t a c i  przemawiają za j e j  
stosowaniem. Porównując przykładowo p rzedstaw ione  p o d e j ś c ie  z wynikami 
s to c h a s ty c z n e j  t e o r i i  podejmowania d e c y z j i  n a le ż y  zwrócić uwagę, że r e 
zultatem  dowolnej s e r i i  pomiarowej w a r to ś c i  w ie lk o ś c i  n i e d e t e r m in i s t y c z -  
nej j e s t  r a c z e j  d y s t ry b u a n ta  ro z k ła d u  a n ie  zmienna losowa. Stąd  p r z e s t r z e ń  
p r o b a b i l i s ty c z n a ,  aczko lw iek  j e s t  n iezwykle poży teczną  k o n s t ru k c ją  matema
tyczną, j e s t  w r z e c z y w is to ś c i  n ieobserwowalna.  Co w ię c e j ,  n a leż y  zwrócić 
uwagę, że w samej d e f i n i c j i  d y s t ry b u a n ty  n ie  ma n ic  "losowego" i  s tą d  moż
liwość j e j  s tosow an ia  w z a g a d n ie n ia c h ,  w k tó ry c h  losowość j e s t  dyskusy jna .  
Oprócz wspomnianego ju ż  związku z fu n k c ją  p rz y n a le ż n o śc i  w modelach r o z 
mytych można wskazać na pewne podobieństwa do p o d e j ś c ia  subiektywnego wy
korzys tu jącego  tzw. s t r u k t u r y  u f n o ś c i  o p a r te  na p rzekonan iu  decydenta  [201].

Aczkolwiek omawiane modele mają dość ogólną p o s ta ć ,  i s t n i e j ą  s y tu a c j e ,  
w k tó ry ch  wskazane byłyby d a l s z e  u o g ó ln ie n ia .  Weźmy pod uwagę problem,
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w którym i n t e r e s u j e  nas zachowanie n ie  elementów niepewnej p r z e s t r z e n i  
unormowanej względem s i e b i e ,  l e c z  podzbiorów t e j  p r z e s t r z e n i .  Y/ówczas 
można k o rz y s ta ć  z p o ję c ia  p r o b a b i l i s t y c z n e j  m etryk i H au sd o r f fa .  Może to 
być p rzyda tne  w problem ie oceny z b io ru  rozwiązań w s to sunku  do z b io ru  
pożądanego, w przypadku niepew ności w obu z b io ra c h .  P o d e jś c ie  te g o  typu 
w problemach w ie l o k r y t e r i a l n y c h  z n iepew nością  zaproponowano w [162] , wzo
r u j ą c  s i ę  na de te rm in is tycznym  sform ułowaniu zadan ia  p rzeds taw ionego  w
[61] .

Zastosowanie opar tego  na a p a r a c i e  norm niepewnych modelu do układów 
op isanych  równaniami s ta n u  wydaje s i ę  być możliwe zw łaszcza w przypadku 
w ykorzystan ia  r e z u l ta tó w  z d z ie d z in y  tzw. p r z e s t r z e n i  generowanych t r a n s 
fo rm acy jn ie  [135] . Podobnie w ykorzystan ie  t r a n s fo rm a ty  maximum Bellmanna- 
Karusha [is] , [19] s tw arza  m ożliwości operowania modelem zbliżonym do opi
su t ra n sm ita n c y jn e g o .

W reszcie zaproponowane d e f i n i c j e  id e n ty f ik o w a ln o ś c i  mogą być przydatne 
p rzy  formułowaniu problemów e s ty m a c j i  i  ko n ce p c j i  ogólnych algorytmów s te 
rowania adap ta cy jn e g o  a n a lo g ic zn y c h  do p rzedstaw ionych  w punkcie  3 . 5 .2 ,  
przy badaniu  r e a l i z o w a ln o ś c i  k tó ry c h  można w ykorzystać  . tw ie rd z e n ia  o punk
c ie  s ta łym  d la  pafy  odwzorowań w p r o b a b i l i s ty c z n y c h  p r z e s t r z e n i a c h  metrycz
nych [19C] .

$ą I s?$ss3bn £ 9woi:oźo.rtvv6a©ixł olo|>oss zaoJuiffaoij m o



5. WNIOSKI

W p racy  p rzedstaw iono  s z e re g  problemów a n a l i z y  i  sy n te zy  układów s t e 
rowania i  podejmowania d e c y z j i  w warunkach n iepew nośc i .  s z c z e g ó ln o śc i  
wskazano na m ożliw ości,  j a k i e  d a j ą  w t e j  d z i e d z in i e  modele nierównościowe 
i i c h  u o g ó ln ie n ia .  Do n a jw a ż n ie js z y c h  r e z u l t a tó w  n a leż y  z a l i c z y ć :

1) oceny wpływu w ie lk o ś c i  n iepew ności na odchyłkę od nom inalnej w a r to ś 
ci optym alnej w problem ie liniowo-kwadratowym,

2) oceny wpływu n ie d o k ła d n o ś c i  modelu na ja k o ść  s te ro w a n ia  na p o d s ta 
wie modelu podstawowego przy  różnych modelach nierównościowych niepewności

3) prawa s te ro w a n ia  bezpiecznego d la  modelu podstawowego l in iow ego  i  
sumacyjnego nierównościowego modelu n iepew nośc i ,

4) prawa s te ro w a n ia  gw aran tu jącego  zadaną w artość  wskaźnika j a k o ś c i ,
5) p o s ta w ie n ie  problemu i  warunki r e a l i z o w a ln o ś c i  celów s te ro w a n ia  d la  

problemów op isanych  nierównościowymi modelami wejściowo-wyjściowym i,
6) sform ułowanie ogólnego nierównościowego modelu n iepew nośc i ,  p r o b le 

mów s te ro w a n ia  i  o p ty m a l iz a c j i  d la  n ie g o ,
7) warunki r e a l i z o w a ln o ś c i  celów s te ro w a n ia  d la  modelu rozszerzonego  

bazującego na ogólnym modelu n iepew nośc i .

Uzyskane r e z u l t a t y  s tanow ią  z je d n e j  s t r o n y  r o z s z e r z e n ie  wyników spo
tykanych w l i t e r a t u r z e  d o ty c z ą c e j  s te ro w a n ia  w warunkach n iepew nośc i,  z 
d rug ie j  w y tycza ją  nowe możliwe k ie ru n k i  badań w t e j  d z i e d z i n i e .  D zięk i 
zastosowaniu  różnych metod matematyki s to so w a n e j ,  t a k i c h  j a k  a n a l i z a  wraż- 
l iwościowa, t e o r i a  g i e r  n ieko o p e rac y jn y ch ,  jakościow a t e o r i a  równań r ó ż 
niczkowych, t e o r i a  punktów s t a ł y c h  i  t e o r i a  p r o b a b i l i s ty c z n y c h  p r z e s t r z e n i  
metrycznych, uzyskano rozw iązan ie  sz e reg u  różnorodnych problemów s te ro w a
n ia ,  w skazując na s z e r o k ie  m ożliwości n a tu ra ln e g o  z a p isu  n iepew ności wyni
ka jące j  z ap roksym acj i  w ła s n o śc i  o b ie k tu  równaniami modelu.

Zapis t e n  j e s t  s z c z e g ó ln ie  p rzy d a tn y  do modelowania obiektów s te ro w a n ia  
w przypadku n ie w ie lk i c h  zbiorów o b se rw ac j i  i  p rzy  znacznym i c h  r o z r z u c i e .  
Tak więc obok n ie k tó r y c h  obiektów te ch n ic zn y c h  r e z u l t a t y  p racy  mogą być 
przydatne p rzy  modelowaniu i  podejmowaniu d e c y z j i  w problemach ekonomicz
nych, ek o lo g icz n y ch ,  a zw łaszcza biomedycznych, w przypadku k tó ry ch  l i c z 
ba danych j e s t  n ie w ie lk a ,  a i c h  dok ładność  og ran iczona  [25] , [28] , [59] ,
[60], [108], [164], [178].

P raca  zaw iera  również s y n te ty c z n y  p rz e g lą d  zagadn ień  s te ro w a n ia  w p rz y 
padku " d e te rm in is ty c z n e g o "  p o d e j ś c i a  do s te ro w a n ia  w warunkach niepew ności 
wraz z danymi l i t e r a tu r o w y m i .



WYKAZ WAŻNIEJSZYCH OZNACZEl}

|]jc|| -  norma elementu x

Rn -  p r z e s t r z e ń  Euklidesowa n-wymiarowa

|| <|| 2 -  norma Euklidesowa w p r z e s t r z e n i  Ra

IM I^  -  norma Czebyszewa w Rn

L2 [ t o , t lc] -  p r z e s t r z e ń  f u n k c j i  ca łkow alnych  z kwadratem w p rzedzia le  

[t o , t k]
| | . | |  2 “ norma w p r z e s t r z e n i  L2 [ ^ » t ^ ]

c [ t 0 , t k ]  -  p r z e s t r z e ń  f u n k c j i  c i ą g ły c h

j| • |]q -  norma w p r z e s t r z e n i  C [t0 »'fcjc]

12 [0,N-1] -  p r z e s t r z e ń  ciągów suaowalnych z kwadratem N-wyrazowych

| | . || g -  norma w p r z e s t r z e n i  l 2 [0,N-1]

MA) -  w ar to ść  własna m acierzy  A

^•max(min)^A  ̂ " raaksymalna (minim alna) w ar to ść  własna m acierzy  A

tr (A )  -  ś l a d  m acierzy  A
T Tx ,A -  t r a n sp o z y c ja  wektora x ,  m acierzy  A

t , S )  -  m acierz t r a n z y c j i  ( rozw iązań  podstawowych) równania
różniczkowego lin iow ego

K (t)  -  rozw iązan ie  macierzowego różniczkowego równania Ricca-
t i e g o

K (i)  -  rozw iązan ie  różnicowego równania R ic c a t ie g o

K -  w ar to ść  u s ta lo n a  ro zw ią zan ia  K ( t )  lub  K (i)  (rozw iązanie
a lg e b ra ic z n e g o  równania R ic c a t i e g o ) ,

I  -  m acierz  jednostkowa

0 -  e lem ent zerowy rozważanej p r z e s t r z e n i

x -  pochodna po c z a s ie  wektora x

H(z) -  skok jednostkowy ( le w o s tro n n ie  c i ą g ł y  w z e r z e )

H (x ,u ,v ,p )  -  h a m i l to n ia n
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s t a n  modelu podstawowego

s t a n  modelu ro zsz erzo n e g o  ( lu b  o b ie k tu )

d e f e k t  s ta n u  o b ie k tu  względem równania s t a n u  modelu

ró ż n ic a  wyjść ( lu b  stanów) modelu podstawowego i  o b ie k tu  
( lu b  modelu ro z s z e rz o n e g o ) .
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STEROWANIE 'V ’"ARUNKACH NIEPEWNOŚCI -  MODELE NIERÓWNOŚCIOM

S t r e s z c z e n i e

W pracy  zaproponowano nierównościowy model n iepewności uw zględn ia jący  
in fo rm a c je  o b ie d z ie  aproksym acji ob iek tu  s te ro w a n ie  równaniami modelu 
zwanego modelem podstawowym. Model z n iepew nością  zwany modelem r o z s z e 
rzonym wykorzystywany j e s t  zarówno do a n a l i z y  efektów  s te ro w a n ia  p ro je k 
towanego na podstawie modelu podstawowego, j a k  i  do sy n te zy  s te row an ia  
bezpiecznego  czy gw aran tu jącego  oMpowiednie zachowanie s i ę  u k ładu .  V pra
cy rozpatryw ane b y ły  modele podstawowe mające zarówno p o s ta ć  równań s ta n u ,  
j a k  i  r e l a c j i  wejściowo-wyjściowych c i ą g ł e  i  d y sk re tn e  w c z a s i e ,  l in iow e 
i  n ie l i n io w e .  A nalizy  wyników s te ro w a n ia  dokonano w dwóch a sp ek ta ch :

-  o c e n ia ją c  odchyłkę w a r to ś c i  wskaźnika j a k o ś c i  od w a r to śc i  nominalnej 
w z a le ż n o ś c i  od w ie lk o ś c i  n iepewności}

-  o c e n ia ją c  s t r a t y  na op tym alnośc i wywołane n ie d o k ła d n o ś c ią  modelu 
podstawowego. Wyniki uzyskano s t o s u j ą c  metody a n a l i z y  w ra ż l iw o śc io w e j , 
przy  czym pokazano, że musi być to  a n a l i z a  drug iego  rz ę d u .  Efektywne i  
ła tw e w s tosow aniu  r e z u l t a t y  o s ią g n ię to  d la  modeli podstawowych l in iow ych  
i  kwadratowych wskaźników j a k o ś c i .

Syntęzy s te ro w a n ia  bezp iecznego  w przypadku sumacyjnych og ran iczeń  ns 
zmienną niepewną dokonano o p ie r a j ą c  s i ę  na r e z u l t a t a c h  t e o r i i  n ie k o o p e ra -  
cy jnych  g i e r  dynamicznych. Uzyskane prawe s te row an ia  minimaksowego w s t r u k 
tu r z e  o tw a r te j  o raz  o tw e r t e j  ze sp rzężeniem  s ą  liniowymi funkcjam i (odpo
wiednio) h ip o te ty c z n e g o  s ta n u  lub  s ta n u  sterowanego o b ie k tu .

W przypadku o g ra n ic z e ń  chwilowych na zmienne niepewne zaproponowano 
sy n te z ę  prawe s te ro w a n ie  gw aran tu jącego  uzyskan ie  zadanej w a r to ś c i  wskaź
n ik a  j a k o ś c i .  Prawo s te ro w a n ia  j e s t  wówczas n ie l in io w ą  i  ew en tua ln ie  n i e 
c i ą g ł ą  f u n k c ją  s ta n u  i  z o s t a ł o  uzyskane przez  zas tosow anie  a p a ra tu  Bellme- 
n a -H am il to n a -Ja co b ieg o .

Dla problemów op isanych  modelami podstawowymi wejściowo-wyjściowymi 
zas tosow anie  różnych  w e r s j i  tw ie rd z eń  o punktach s t a ł y c h  umożliw iło  syn
t e z ę  prawa s te ro w a n ia  gw aran tu jącego  zadany s to p i e ń  ryzyka o raz  s te row a
n ia  a d a p ta cy jn e g o .

Nierównościowe modele z o s t a ł y  uogó ln ione  na przypadek n ie d e t e r m in i s -  
ty c z n e j  in f o r m a c j i  o b ł ę d z ie  aproksym acji o b ie k tu  równaniami wejściowo- 
wyjściowymi modelu podstawowego, W tym c e lu  k o r z y s ta ją c  z elementów t e o r i i  
p r o b a b i l i s ty c z n y c h  p r z e s t r z e n i  metrycznych wprowadzono p o ję c ie  normy n i e -
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pewnej i  zastosowano do modelowania układów z n ie p ew n o śc ią .  Pokazano, jak  
różne ro d z a je  n iepewności mogą byó przedstaw ione  przy zastosow aniu  propo
nowanego modelu, sformułowano problemy s te ro w a n ia  zadow ala jącego  oraz 
op ty m a liz ac y jn e .  Dokonano syn tezy  s te ro w a n ia  zadow ala jącego ,  baz u ją c  na 
szczeg ó ln e j  p o s ta c i  tw ie rd z e n ia  o punkcie s ta ły m .



ynPABJÖSHHE B yCJIOBHHX HEyBEPEHHOCTH -  HEPABEHCTBEHHHE MOJI.EJ1H

P e 3 x> u e

B paÖOTe npeAnoxena HepaseHCiBeHHaR MOAeAb HeyBepeHHoeiH, yaHiHBarmaR 
HH$opuaitKK} o omHÖKe annpoKCHnauHH oÖbeKia ynpaBAeHHR ypasHeHHRVH hoabah 
HasbiBaeuoö ockobhoü moagabio ,

MoAenb o HeyBepeHHOcib», HaatiBaeMa« padanpeHHoä MOAeAb», Hcnoxb3yexcR 
Kax u AAA aHajiK3a sjxÿeKTOB ynpaBAeHHR npoeKtapoBaHKoro Ha Öa3e ochobhoö 
uoAeaH, TaK h Aar cüHTe3a Öe3onacHoro ynpaBAeHHR hah- ho rapaaiHpyBąero 
rpeöyeMoe noBeAeHHe CHCiemi.

B paöoxe paceuaipHBaAHCb ocHOBHbie moaoah xana ypasHeHHit coctohhhr h xana 

OTHomeHHít bxoa- bhxo a , npepuBHue h HenpeptiBHue no B^eueHH, AHHOÜHne h hbah-  
HeiłHbie.

AHaAH3 pe3yAbiaioB ynpaBAeHHR npoH3B6AëH b Asyx acneuxais 1. OueHHBaa 
OTKAOHeHHe BeAHHHHH noKaSatOAH KaHOOIBa 01 HOMHHHAbHOÖ BeXHHHHH B 3aBH0H-I
MOCTH 01 BeAHHHHbl HeyBepeHHOCXH, 2 , OneHHBaR noiepa OniHMaAbHOCIH, BH3BaH— 
BHe HeiOHHOCTbB OCHOBHOÖ MOAeAH. ÜOAyHeHH pe3yAbiaXŁI C npHMflHÇHHeM «eiOAa 

OHaAH3a HyBCTBHTeAbHOCTH• Il0Ka3aHQ, RIO 3T0T aHSAHS AOAXBK ÖHTb BTOpOTO 
nopRAKa.

CHHtea Ce3onaoHoro ynpaBAeHHR, b CAyaae oyMuauHOHHttx orpaHHHeHHft a ar 
HeysepeHHofi nepeMeHHOÍt, noAyneH aa ooHOBe pe3yAbxaxoB xeopHH HeKoonepanaoH- 

HKX AHHaUHHeOKHX HTp. IIOAyHeHHbie 3aX0HH MHHHMaXCHOrO ynpaBAeHHR 0 OIKpUIoa 
OTpyxiypoa H oxKpbiToä c conpaaeHHeM, r b a rb ic r  ahbcähmmh $yHKUHRua (cooiBexo- 
TBeHHo) rHnoxexHHRecKoro coc io rhhk  hah cocxorhhr ynpaBAaeMoro oO-benia.

B CAyaae BpeweHHUx orpaHHHeHHft aar  HeyBepeHHux nepeHeHHUx, npeAAoaeH 

OHHxea 3axoHa ynpaBAeHHR, rapaHiHpyoyąero nonyneHHe ipe6yeno8 Beahrhhu no- 
KaaaxeAR Kanecxsa. 3aaoH ynpaBAeHHR b bxom cnynae rbaroxcr  HeAHHeäHoä, h 

no ace» bhahhocth , npepuBHoä $yHKiweft co o io rhur , 3aK0H axox noAyneH, npH- 
ueHRR annapax EennuaHa-rauHAbiOHa-flKOÖH.

ÄAR npOÖAeM OnUCäHHUX OCHOBHHMH BXOAHO-BLUCOAHHJÍH M0A6ARMH, npaueHeHHe 
pa3AHHHHX BepCHÖ XeopeM 0 nOCTORHHUX XOHKaX, AaAO BO3M03CHOCXB CHHXepHSO- 
Baib 3aK0H ynpaBAeHHR, rapaHtHpywmaił aaAaHKy» cxeneHb pHcaa a xaxae aAan- 
THBHoro ynpaBAeHHR.

HepaBeHCXBeuHue moabak öuah oÖoß^eHii aa r CAyaaR HexexepuHHKCxcKoä hh- 
topMauHH oö omHÖKe annpoxcHxanHH oCbexxa, bxoaho-bhxoahhmh ypaBHeKHRMH 
ocHoBHoil uoAeAH. B 3I0M CAyaae, HonoAbayR 3Aenemu xeopHH BepoRiHooiHHx 
MexpHuecKHx npocxpaHciB, bboaobo noHRTae HeyBepenHod Hopuu h npHueaeHO eë
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Aah MOAempoBaHH* CHCxeM c HeyBepeHHooxLio. IloKaaaHo xaKHu o(Spa30M pa3Horo 
p o sa  HeysepeHHOOTH uo ryx  Ö u il npeAciaBjceau npaueim a npeA ^oxeray» uoAejib. 
ilaHa $opiiyAHpoBKa npoöaeu  yAoBjiexBopHieAbHoro h oniHMH3auHOHHoro ynpaB jie- 
h h ä . HpHBeAëH 0HHI63 yAOBABiBopHxejibHoro ynpaBaeHHA, 0a3Hpya aa  ochobhom 
BHAe le o p e n u  o nocxoam ofi ion ice .



CONTROL OP.UNCERTAIN SYSTEMS-INB3UALITY MODELS

S u m m a r y

I n e q u a l i t y  models o f  u n c e r t a in t y  which ta k e  i n to  account an in form a
t i o n  about p la n t  app rox im ation  e r r o r  in t ro d u c e d  by e q u a t io n s  o f  a b a s ic  
model a re  p roposed .  The model w i th  u n c e r t a i n t y  c a l l e d  the  ex tended  model 
i s  used  to  ana lyze  c o n t r o l  system s des igned  on th e  b a s i s  of th e  b a s ic  
model as w e ll  aa to  d e s ig n  th e  guaranteed c o s t  and minimax c o n t r o l .  The 
b a s ic  models d is c u s s e d  i n  th e  work have th e  fo rm 1of  s t a t e  o r  in p u t - o u tp u t  
e q u a t io n s ,  con tinuous o r  d i s c r e t e - t i m e ,  l i n e a r  and n o n l in e a r .

The. a n a l y s i s  o f  th e  c o n t r o l  systems i s  based  on th e  s e n s i t i v i t y ,  methods 
and i s  performed i n  two a s p e c t s :  1. E s t im a t io n  of  th e  performance d e t e r i o 
r a t i o n  caused by u n c e r t a i n t y ,  2. E v a lu a t io n  o f  th e  lo s s e s  caused  by model 
in a c c u ra c y .  The second o rd e r  a n a ly s i s  i s  proved to  be n e c e s sa ry  f o r  t h i s  
a n a l y s i s .  The r e s u l t s  a r e  e s p e c i a l l y  e f f i c i e n t  and easy  to  use f o r  l i n e a r -  
- q u a d r a t i c  problems.

I n  th e  case  o f  energy  c o n s t r a i n t s  f o r  th e  u n c e r t a in  v a r i a b l e  non-coope
r a t i v e  games th e o ry  i s  used t o  f i n d  th e  min-max c o n t r o l  law. The c o n t r o l  
s t r a t e g i e s  o b ta in e d  a re  l i n e a r  f u n c t i o n s  o f  h i p o t e t i c  (OL in fo rm a t io n  
s t r u c t u r e )  o r  r e a l  (OLP in f o rm a t io n  s t r u c t u r e )  s t a t e  v e c t o r .

V.'hen th e  i n s t a n ta n e o u s  c o n s t r a i n t s  on th e  u n c e r t a i n  v a r i a b l e s  are  
imposed th e  g u a ra n te e d  c o s t  c o n t r o l  law i s  found bas ing  on th e  Hamilton- 
B e l lm an-Jacob i e q u a t io n s .  I t  i s  des igned  ss  a n o n l in e a r  and perhaps non- 
co n t in o u s  f u n c t i o n  o f  th e  s t a t e  v e c to r .

Problems w i th  in p u t - o u tp u t  b a s i s  models a re  hand led  w i th  th e  th e o ry  of 
f i x e d  p o i n t s .  Two v e r s io n s  of  th e  f i x e d  p o in t  a t t r a c t i o n  theorems a re  
used  to  d e s ig n  c o n t r o l  laws w i th  g iv e n  degree  o f  r i s k  and s d e p t iv e  c o n t r o l  
system w hile  the  ex tended  model i s  t r e a t e d  as a p o i n t - t o - s e t  mapping.

The i n e q u a l i t y  models o f  u n c e r t a i n t y  have been g e n e r a l i z e d  f o r  th e  
problems w i th  n o n d e t e r m in i s t i c  d e s c r i p t i o n  of  th e  bounds f o r  th e  a p p ro x i
mation e r r o r  o f  th e  in p u t - o u tp u t  b a s ic  models. The p r o b a b i l i s t i c  m etr ic  
spaces  th e o ry  i s  adopted  by in t r o d u c in g  the  n o t io n  o f  th e  u n c e r t a i n  norm. 
D i f f e r e n t  models o f  u n c e r t a in t y  ( e . g .  p r o b a b i l i s t i c ,  fuzzy  s e t  and s e t -  
membership) a re  found to  be s p e c i a l  ca se s  o f  th e  g e n e r a l i z e d  i n e q u a l i t y  
models. The g u a ra n te e d  c o n t r o l  and o p t im iz a t io n  problems are  fo rm u la te d .
A s p e c i a l  f i x e d  p o in t  theorem i s  used  t o  d es ig n  a c o n t r o l l e r  which guaran
t e e s  d e s i r e d  beh av io u r  of  system d e s c r ib e d  by th e  ex tended  model.
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