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TEORIA MOCY SYGNAŁÓW SPRÓBKOWANYCH

Streszczenie. Celem pracy jest sformułowanie zwartej jednolitej 
teorii sygnałówwielowymiarowych ciągłych i spróbkowanych oraz zwią
zanej z nią teorii mooy. Cel taki można osiągnąć za pomocą odpowie
dnio mocnych środków matematycznych, jakimi są przemienne algebry 
Banacha uzupełnione o strukturę przestrzeni Hilberta. Warunki te 
spełniają splotowe algebry sygnałów wielowymiarowych z iloczynem 
skalarnym. Wykazano, że przekształcenia Gelfande takich algebr pokry
wają się z wielowymiarowymi przekształceniami Fourierao W pracy opi
sano zagadnienie kompensacji mocy biernej, które sprowadzono do zmi
nimalizowania odpowiedniego funkcjonału. W wyniku otrzymano układ 
równań całkowych Fredholma z niewiadomą odpowiedzią impulsową kom
pensatora, który po spróbkowaniu sprowadzono do zwykłego układu rów
nań liniowych. Matematycznie podobne rozwiązanie ma problem poszuki
wania guasiodwrotności widmowej wielomianu, związany ze stabiliza
cją filtrów cyfrowych. W dalszej części artykułu podano związek mię
dzy cepstrum zespolonym a stabilnością układu wielowymiarowego. Po
dano dwa niezależne algorytmy wyznaczania cepstrum wielowymiarowego, 
w tym jeden rekurencyjny.

1. WSTljjP

Celem tego opracowania jest jednolita, zwarta teoria sygnałów wielowy
miarowych ciągłych i spróbkowanych, okresowych i nieokresowych oraz zwią
zana z nią teoria mocy. Można ten cel osiągnąć za pomocą odpowiedniego 
środka matematycznego, którym jest analiza funkcjonalna a w szczęgólności 
teoria zupełnych przemiennych algebr unormowanyoh - zwanych algebrami 
Banacha - z pewnymi elementami przestrzeni Hilberta.

Zupełną, przemienną algebrą unormowaną nazywa się przestrzeń Banacha 
$ zaopatrzoną w mnożenie (*), tj. odwzorowanie kwadratu kartezjeńskiego 
S »  siebie spełniające warunki algebry, tj.» łączność, rozdzielność, je
dnorodność, ciągłość (|| x ty || ̂  || x || ||y || ), istnienia jedności e , a po
nadto przemienność.

W algebrach takich poszczególne elementy można zastąpić pewnymi zespolo- 
nowartościowymi funkcjami. Można to zrobić w następujący sposób. Niech Z 
będzie funkcjonałem liniowo multlplikatywnym [z(<xx + fty) ■ <xZ(x)+y^Z(y), 
Z(xiy) ■« Z(x) Z(y)J , czyli homomorfizmem zespolonym a & zbiorem wszy
stkich możliwych takioh funkcjonałów. W ten sposób każdemu elementowi x
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algebry S  można przyporządkować zaspolonowartościową funkcję 3, której - 
dziedziną Jeet zbiór A , według regułyt &(Z) * Z(x). Odwzorowanie x—  x 
nazywa się przekształceniem Gelfanda. Jeżeli przekształcenie Gelfanda Jest 
Jednoznaczne,to algebra $  - zwana wówczas półprostą - Jest izomorflozną, 
czyli w pełni odpowiednia algebrze zespolonowartościowych funkcji zadanych 
na A ze zwykłym punktowym mnożeniem.

W algebrze istnieje słaba topologie - zwana topologią Gelfanda - według 
której dwom bliskim w sensie normy elementom algebry odpowiadają dwa bli
skie w sensie modułu na A przekształcenia Gelfanda. Pozwala to nie tylko 
na algebraiczne, ale i geometryczne scharakteryzowanie danej algebry prze
strzenią zespolonowartościowyoh funkcji zadanych na a •

2. SYGNAŁ*

Na gruncie teorii sygnałów wielowymiarowych funkcjonał Z można utożsa-

koje x,y są zadane jednoznacznie. Na przykład dla sygnałów absolutnie su- 
mowalnych IDM pokrywa się z IR̂ , a dla sygnałów T - okresowych EDM jest 
klasą równoważności hiperkostek p ^  < t i <  (pj+l)!^, i » Dla
sygnałów czasowo dyskretnych następuje próbkowanie za pomocą <5 - dystry
bucji według odwzorowania!

x(t)—— } , <Ht-ntf). - 'n) ■ x(nz)

i wówczas

m c ID'

m t ®
(1) *

Zbiór Bi1’ zastąpiony zostaje przez zP. Całkę (1) można też rozumieć wtedy 
jako całkę z miarą Diraca.
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Jedynym możliwym funkcjonałem liniowo-multiplikatywnym jest wówczas [6]

Z(x) - z*x(t)dt - x(z) z eA (2)
Dm

Tym samym wzór (2) definiuje przekształcenie Gelfanda. Zbiór a  jest różny 
w zależnoóoi od przestrzeni sygnałów i należy go tak dobrać, aby funkcja
Z była funkcjonałem* Przekształcenie odwrotne ma postaó

x(t) ■ ^ ■ J  z ${z)d ln z (3)
(23rj)M ®A

Kontur BA jest brzegiem zbioru a , tj. zbiorem zdefiniowanym jako 
BA ■ A \ int A,
gdzie int A jest wnętrzem zbioru A , tj* zbiorem punktów, które należą do
A wraz z pewnym swoim otoczeniem.

Dla przestrzeni Bygnałów przyczynowych absolutnie sumowalnyoh A jest 
jednostkowym polidyskiemt

A ■ IK « |ai | z± | 1, i ■ 1, « • «,' U \

a BA jest jednostkowym poliokręgiemt

BA * ©IK «> |z: \z^ | * 11 .

Dla sygnałów absolutnie sumowalnych

BA - A - ©K

Dla sygnałów ozasowo ciągłych T - okresowych zbiór a  jest przeliczal
nie spróbkowanym jednostkowym poliokręgiem

A ■ m |zi z± “ 1) Ti - rzeczywiste

Wreszcie dla sygnałów czasowo dyskretnych N - okresowych - całko
wite) zbiór A jest skończenie spróbkowanym jednostkowym poliokręgiem

f %  1A “ B||K « | Zł Zi a 1j

Wspomniane próbkowanie poliokręgów jest równomierne, ale przy obliczaniu 
całki (3) można wprowadzić próbkowanie nierównomierne.
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Próbkowanie równomierne daje

d Id z

a całka (3) przechodzi w aurnę 

1 -t A
x(t)  -  ©JĆ z x(z)

dla 16 IR® (czas ciągły), oraz

d ln z- (2 3T.1)1
K1

- rzeczywisty okres

1 ^  -n .x(n) ■ -Ły z x(z) Nł - całkowity okres

dla n e &  - dla czasu dyskretnego.
Jeżeli xy jest zwykłym punktowym mnożeniem sygnałów, to

(3)„

(3),

(xy)A (z) - 1 ■ f x(z/u) y (u) d ln u
(2jr j)a «A

(4)

a po spróbkowaniu poliokręgu

(xy)A (z) - J- x(z/u) y (u) ze 0JK
T1

(xy)A (z) » -V ' *II e)̂ K
(z/u)y(u) 9l|K

(4)„

(4)t

Sploty zespolone (4) również pozwalają zachować strukturę przemiennej alge
bry unormowanej •

Za pomocą związku (4) można wprowadzić iloczyn skalarny i

U.y) - i u x(t)y(t)dt ■ (x,y)A (I) -  -w /  x(I/u)y(u) dlnu (5)CM (2 Jt j) 04
i normę skalarną

| X I - (x,x)1/2
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W ten sposób zupełne, przemienne algebry unormowane sygnałami wielowymia
rowymi zostają uzupełnione o struktury przestrzeni Hilberta.

W następnych trzech punktach zastosowano teorię zupełnych przemiennych 
algebr unormowanych sygnałów do klasycznej teorii mocy i niektórych zaga
dnień pokrewnych.

3. KLASYCZHA TBGRIA MOCY

Moc czynną P i pozorną S definiują wyrażenia

Za pomocą przedstawionych środków matematycznych celowe Jest naśladowanie 
tylko tych pojęć mocy, które zdefiniowane są w sposób mało zależny od wy
boru przestrzeni sygnałów. Wśród znanych teorii mocy [1J warunek ten speł
nia tylko teoria S. Pryzego, według której moc bierna Q dana Jest wzorem

Istnieje tu problem kompensacji mocy biernej zilustrowany schematem

P - (x,y) 
s = |x| | y |

Q2 - S2 - P2

a:

blokowym na rys. 1. Równole
gle do układu nieliniowego 
podłączony Jest liniowy, 
splotowy, bezstratny kompen-

z i
^  y  =yc. -r- A*-a sator z odpowiedzią impulso

wą h, którego zadaniem Jest 
zminimalizowanie funkcjonału

Rys. 1
Kompensacja mocy biernej 
Reactive power compensation

i (h) = (a,a)(yQ+a*h, yQ+a*h)-

- (a,y0+a*h)(a,y0+a * h)

przy ustalonych sygnałach a, 
yQ oraz warunku

(a, a * h) * 0

Zadanie to Jest równoważne zminimalizowaniu funkcjonału 

P(h) ■ (a*h + yc, a #h + yQ) (6)
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Różniczka Precheta, po odrzuceniu małych wyższego rzędu, ma postać 

iP(h) - F(h+t?h)-F(h) - 2(a*ih, a *h) + 2(yQ, a*<5h) 

Przyrównując różniczkę do zera otrzymuje się 

(a *<yh, a * h) + (yQ, a#<Sh) ■ 0

skąd

 1— n f A(z) <ih(E)ń(I/»)dlne + ■ " v I a(z)óh(z)y (I/z)dlnz ■ 0
(2^3)“ i  (2* j)U £  0
gdzie

A(z) * a(z) a (l/z)

Podstawiając

iii (z) » I z *  óh(t)dt

i zmieniając porządek całkowania otrzymuje się 

I A M \  i— jj f  A(z)h(I/z)z^dlnz + ■ « J  a(z)y0(I/z)ztdlnzjdt «0
M *- (2srj) (2x3) f)A J©

skąd

 2--- J A(z) h(z)z-1:dlaz + ■ ^  - » I a(z)y (I/zJz^dlnz - O (7)
(2*rj)"^ < 2 * j > 3 A

Równanie (7) jest układem równań Predholma z niewiadomą funkcją h. Po dy- 
skretyzaoji poliokręgu zamieniamy je na zwykły układ równań linlowyeh.

-V z“n A(z) h(z) + -y y  zn a(z)yQ(l/z) » 0.
N zs©K N zedJK

N *

4. STABILIZACJA CYFROWYCH FILTRÓW WIELOWYMIAROWYCH

Zupełnie podobne Jest zagadnienie stabilizacji wielowymiarowego filtru 
NOI, znane pod nazwą hipotezy Shankaa (Shanks eonjecture [2j ). Chodzi tu 
o zastąpienie filtru rekursywnego a“  ̂ (odwrotność splotowa filtru SOI)
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równoważnym widmowo filtrem SOI x tak, aby x ęg a“ !. Sprowadza się to do 
poszukiwania ąuasiodwrotności splotowej elementu a miu-uializującej normę 
elementu a * x - e, gdzie e jest jednością splotową,a więo do zminimalizo
wania funkcjonału

P(x) - (a*x - a, a * x  - o)« (8)

Punkojonał (8) ma podobną postać do funkcjonału (6) występującego przy 
kompensacji mooy biernej, a więc jego zminimalizowanie prowadzi do układu 
równać Fredholma

 3— — - J A(z) z_n£(z)dlnz - a(o)e(n)
<2zrj)* / K

który po dyekretyzacji widmowej modna zastąpić zwykłym układem równać li
niowych

x  z: z~° a(z)£(z) » a(o)e(n),
N1

5. HOMOMORPICZNE FRZBTWARZARIE SYGNAŁÓW» CBPSTRUN WISLOWYKIAHOWE

Niech dane będą dwia przestrzenie sygnałów,w któryeh określono różne 
operacje mnożenia, odpowiednio (o) i (□). Homomorfiozne przetwarzanie sy
gnałów polega na realizacji operatora H spełniającego warunki

H(x o y) - H(x) a H(y)

H( x cC) m <xH(y),

gdzie ot jest liczbą, a i* oznacza o - potęgę* Jedną z możliwych realiza
cji jest operator "oepstrum” (*)0 działający zgodnie ze schematem blokowym 
pokazanym na rys. 2*

r C')a )Aw > n i — > *

Rys. 2'
Definicja oepstrum xQ sygnału x 

The definition of a oepstrum x0 of the signal x
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Nietrudno wykazać»' te cepstrum spełnia warunki homomorfizmu

(**y)0 - *0 + y0

(x«)0 - ocxe

gdzie X 0* jest <X- potęgą splotową*
Istnieje ważny związek między cepstrum a stabilnością filtru rekursyw- 

nego* Plltr rekureywny opisany jest równaniem splotowym

g dziel a,b - wielomiany* h - odpowiedź BOI filtru* PiItr h jast stabilny 
gdy a posiada absolutnie suaowalną odwrotność splotową* Można wykazać* że 
ma to miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje absolutnie sumowalne przy
czynowe cepstrum a0* Ze względu na to,‘ że ciągi cepstralne gasną znacze
nie szybciej niż odpowiedzi impulsowe,' wygodnie jest stosować cepstrum do 
stwierdzania stabilności filtru* WieIowy miarowa cepstrum można wyznaczać 
za pomocą schematu pokazanego na rys«! 3

A Ax=ex/? x.
x - H f co» — *( o*— r co» (h Xc

Rys. 3
Schemat wyznaczania cepstrum xQ sygnału x 

The scheme of oaloulaticn of the oepatrum xQ of the signal x

Według tego sohematu

£(z) » exp i(z)

skąd po zróżniczkowaniu

(l)(z) - &(z)$<j)(z) (9)

a stąd kolsjno
(I)
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i wreszcie

R
0 (2x  i)K ®ac i(7j" dlEE

Hie moina skorzystać ze wkotu (10)* gdy niô  tj« gdy co najmniej jedna 
składowa BMltiindeksu e jest równa zero* Ais za wzoru

t f "“i “S»
xo^n1*****0K^ a *>  ̂*1 »* • •» Sjj)dl8s-| • # «dlnz^ ̂2 r j j  ̂K

wynika, że

*c(0,,.,,nlt,,*o,0) * gy"j' f  \  4 £o(0* •••,'0)dln ẑ
i ̂k i “1

a ponadto

■ e*p ¿0(0,,¡2^W.o,‘0/

Satea wyznaczenie ciągu =o(oł,..,'nk;.‘..fl0) uote się odbywać ze pomocą wzo
ru (9) dla I-D*1

xC(0“ ***Hk'*v*»0) "25rk“ . J .  *k  — ■■ ,, ___ _ dlBSii,
^  I kl x(o,...,zk,...,o)

e poniewtó zawsze S(o) • x(o), w??c 

xQ (Oj m l a  x (0,'...j0)«‘
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Podobnie trzeba postąpić w przypadku,1 gdy dwie współrzędne eą niezerowe

Xo (0 •* * * • nk* 0 * * ** »ni»®» • * *» 0) m , J J  Bb ai
(» 3 )2¥ l  l*kl l*ll"1

t)^S(0s'a»» ,Zj_,!0,! «»¿»Zj »0^» a
V l  —  “T S  ' b a  ----—

■■■■-■■ i 11 ..i A.......  dlnzv dlnz.
zCO^esł^Zj^O,'»«,¿2^0^ »»• ̂©)

Postępują« tak dalej nożna wyznaczyć poszczególne wartsćal oepstrum z w 
dowolnym przedziale* W praktyce poliokrąg w całce (10) dyskretyzuje się 
równomiernie otrzymując

Chyba wygodniej jest wyznaczać oepstrum ze wzorów rekurencyjnych. Z równa
nia (9) otrzymuje się

. ^ ( z )  -

skąd

n1x(n)’* “ .'̂ s azz (m)z(n-a)- n3*  (n)z(o) +’ X Z  a3* (a)x(n-m)m « !?n

gdzie ¡PQ jest hiparprostokątea "bez prawego górnego rogu"«''

- | b  « m ^ nj

Stąd

n^tnjzio) » n^xin) - m1 x0(m) z (n-m)
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Jeżeli n V e f' to

xe(n) IZ
f i «  " i i * !  (? )I

Ciągi j 9dnowyaiarowe zo(e(<#«#f^ t#.#940) wyzasc&e cię rekurancy^Gie se
waoru

£ *
X (0( • a * |Q ^ H k ^ |0t t » « 9l0)

Ciągi dwuwyasiarowe xo(0,’...,ai£,0t ...,nlt'0;..«,0) wyznacza się ze wzorów 
rekureaoyj nyohi xc (0, . . ., nk,’0; . ; n1# 0,'. . . ,0).

O)
nk-1 n r 1
V “ ’ V -1 m,

x(0,...,0) xlU,1... * U / ^  < n j ^

• q ( O t  •  •  •  *  B j g *  0 * *  *  « *  O y  •  •  « f  0  )  X  ( O f  • • •  t  e « c  0  e  •  •  J O )

I tak dalej* Stosowanie wzorów rekurenoyjnyoh wymaga pewnego uporządkowa
nia kiperprostokąta i?. Porządek taki dla tó»2 zilustrowano na rya, 4,

Hys* 4
Przykład uporządkowania(2 - D)prostokąta 
Esaaple of ordering of a(2-D) reotsagla
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THE POWER THEORY OP SAMPLED DATA SIGNALS 

S u m m e r -

The aim of this work is the formulation of eompeet unified theory of 
multi-dimensional continuous and sampled data signals and power theory 
aommeated with it» Such aim can be achieved by means of respectively po
werful mathematical means such as commutative Banaoh algebras supplemen
ted by Hilbert apace structure. These conditions are realized by convolu
tion algebras of multi-dimensional signals with the Bcalar product. It 
has been shown that Qelfand conversions of suoh algebras overlap with 
maltl-dlaenaional Fourier transformation. The problem of reactive power 
compensation which waa brought to the adequate function operator minimi
sation has been described in this work.' Finally, Predholm integral equa
tions system with the unknown impulsive compensator response was achie
ved, which after sampling was brought to a simple linear equation system. 
The problem of looking for the pseudo-reoiprooal of spectral polyneminal^ 
connected with digital filter stabilization has similar mathematieal solu
tion. In the further part of the paper the relation between complex eep- 
atrum and stability of nmltidimnsional system was given. Two lndepoadomt

Q
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algorithna of determining multidimensional cepstrum, one of than being 
recurrence were given too*

TEOPHH MOIUHOCTH AHCKPETHHX CHTHAJIOB 

P e a a u e

B paOoxe e cxaxoB OAHopoAHofl ipopxe c$opxyAHpoBaHa TeopHH HenpepuBHtoc h 
AHcxpeiHHX a AHCKpeTHHx xHoroxepHux carHaAOB a CB«3aHHaa c aeB Teopax xont- 
uoc th • M o x h o aio CAeaaib c nouonfcjo o t h o c b t6a e h o c b j u b u x xaTexaxx'ieOKHX xe- 
t o a o b xax KoimyTaTBBHHe EaaaxoBH aareGpa oo cxpyxxypofl raflbOepioBoro npocx* 
paHCTBa. Sib ycjioBH« BxnojiHjaox axreSpu uuorouepHux oaraaAOB co cBHpxxoft b 
CKajLHpHhm npoB3BexeHBei(. floxasaHO, axo npeoOpasoBaaaa reawpaHAa b z b x aaredp 
coBnaAaDT c xHoroxepBuxa npeoCpa30BaHBfljja $ypie.

B e x a i b e  p a a p a d o i a a a  a a A a a a  x o x n e H c a n a a  p e a x i B B H o f l  moahocth x o x o p a a  C B e -  

A e H a  k  i iB H B M B s a n B B  o a h o t o  iy H K U H O H a ji a .  O x o x a b  n o A y a a B X  C H c r e x y  B H i e r p a x b H K X  

y p a B H e H H S  $ p e A x o A E M a  c  B e a s B e c x H o f i  H x n y a b C H o t t  x a p a x x e p a o x a x o S  K O M n e E c a x o p a .  

P e o e a n e  s x o f i  c a c z e x u  n o c a e  c n e x i p a a b a o #  A H C x p e x n a a m i H  c b o a b x c e  x  p e m e a B D  

o C u x H O B e H H o fl  A B H e t a o f l  c x c x e M H .  n o x a s a H a  a H a j i o r a s  x e x A y  s a A a a e S  x o x n e H c a a x B  

p e a x i H B H o t !  x o b h o c t h  a  n p o S a e x o f t  B b r e a c a e H a s  n o a z a  o b p a x a o r o  X H o r o x e p H o r o  x s o -  

r o x j i e a a ,  x o x o p a a  H x e e x  m b c t o  b  x e o p a a  c i a 0 K A H 3 a n K B  U H $ p o B n x  $ a a b i p o B .

B nocaeAHett aacxa paSoxx oOpaqaexca BsaxaHHe ua CBasb xexAy xoxnaexcaxx 
xencxpox a ycxottaBBocxMo XHoroxepHoro 4>BXbipa. Bx b o a h x c b ABa HeaaBHCHUKx 
aaropaxxa a a h BtraHCaeaS XHoroxepHHX xenctpoB, b xoxf o a h h h o b xS - pexypeH-
T H H fi.


