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TEORIA MOCY SYGNALOW SPROBKOWANYCH

Streszczenie. Celem pracy jest sformutowanie zwartej jednolitej
teorii sygnatowwielowymiarowych ciggdych i sprébkowanych oraz zwiag-
zanej z nig teorii mooy. Cel taki mozna osiagng¢ za pomocg odpowie-
dnio mocnych Srodkéw matematycznych, jakimi sg przemienne algebry
Banacha uzupednione o strukture przestrzeni Hilberta. Warunki te
spedniaja splotowe algebry sygnatéw wielowymiarowych z iloczynem
skalarnym. Wykazano, ze przeksztaktcenia Gelfande takich algebr pokry-
waja sie z wielowimiarowymi przeksztatceniami Fourierao W pracy opi-
sano zagadnienie kompensacji mocy biernej, ktére sprowadzono do zmi-
nimalizowania odpowiedniego funkcjonatu. W wyniku otrzymano ukdad
réwnan catkowych Fredholma z niewiadomg odpowiedziag impulsowag kom-
pensatora, ktory po sprébkowaniu sprowadzono do zwykdego ukdadu réw-
nan_liniowych. Matematycznie podobne rozwigzanie ma problem poszuki-
wania guasiodwrotnosci widmowej wielomianu, zwigzany ze stabiliza-
cja filtréow cyfrowych. W dalszej czesci artykudu podano zwigzek mie-
dzy cepstrum zespolonym a stabilnoscig uktadu wielowymiarowego. Po-
dano dwa niezalezne algorytmy wyznaczania cepstrum wielowymiarowego,
w tym jeden rekurencyjny.

1. VETIjjP

Celem tego opracowania jest jednolita, zwarta teoria sygnatéw wielowy-
miarowych ciagtych i sprobkowanych, okresowych i nieokresowych oraz zwig-
zana z nig teoria mocy. Mozna ten cel osiagna¢ za pomoca odpowiedniego
Srodka matematycznego, ktérym jest analiza funkcjonalna a w szczegélnosci
teoria zupednych przemiennych algebr unormowanyoh - zwanych algebrami
Banacha - z pewnymi elementami przestrzeni Hilberta.

Zupednag, przemienng algebrg unormowang nazywa sie przestrzen Banacha
$ zaopatrzong w mnozenie (*), tj. odwzorowanie kwadratu kartezjenskiego
S» siebie spekniajgce warunki algebry, tj.» #acznosé¢, rozdzielnosé, je-
dnorodnosé, ciagtosé¢ (Ixty ™ lIx 1l Iy 1), istnienia jednosci e , a po-
nadto przemiennosc.

W algebrach takich poszczeg6lne elementy mozna zastapi¢ pewnymi zespolo-
nowartosciowymi funkcjami. Mozna to zrobi¢ w nastepujacy sposéb. Niech Z
bedzie funkcjonatem liniowo multlplikatywnym [z(<xx + fty) m <xZ()+y™2(y),
Z(xiy) mZ(xX) Z(y)Jd , czyli homomorfizmem zespolonym a & zbiorem wszy-
stkich mozliwych takioh funkcjonatéw. W ten sposéb kazdemu elementowi X
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algebry S mozna przyporzadkowa¢ zaspolonowartosciowg funkcje 3, ktoérej -
dziedzing Jeet zbidér A , wedtug regutyt &(Z) * Z(X). Odwzorowanie X— X
nazywa sie przeksztakceniem Gelfanda. Jezeli przeksztakcenie Gelfanda Jest
Jednoznaczne,to algebra $ - zwana wéwczas podprosta - Jest izomorflozng,
czyli w pedni odpowiednia algebrze zespolonowartosciowych funkcji zadanych
na A ze zwykdym punktowym mnozeniem.

W algebrze istnieje staba topologie - zwana topologia Gelfanda - weddug
ktérej dwom bliskim w sensie normy elementom algebry odpowiadaja dwa bli-
skie w sensie modutu na A przeksztakcenia Gelfanda. Pozwala to nie tylko
na algebraiczne, ale 1 geometryczne scharakteryzowanie danej algebry prze-
strzeniag zespolonowartosciowyoh funkcji zadanych na a <

2. SYGNAL*

Na gruncie teorii sygnatéw wielowymiarowych funkcjonat Z mozna utozsa-

koje x,y sg zadane jednoznacznie. Na przyk#ad dla sygnatéw absolutnie su-
mowalnych IIM pokrywa sie z IR, a dla sygnatéw T - okresowych HM jest
klasg réwnowaznosci hiperkostek p # <ti< @j+tDI, i » Dla
sygnatdéw czasowo dyskretnych nastepuje prébkowanie za pomoca <5- dystry-
bucji weddug odwzorowania!

x(t)-— } ., <Ht-ntf). - "n) m x(nz2)

i woéwczas

mcD

(1)*
mt®

Zbior Bil” zastgpiony zostaje przez zP. Catke (1) mozna tez rozumieé¢ wtedy
jako catke z miarg Diraca.
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Jedynym mozliwym funkcjonatem liniowo-multiplikatywnym jest wéwczas [6]

) - 5 z*x()dt - x(2) z eA ()

m

Tym samym wzér (2) definiuje przeksztakcenie Gelfanda. Zbidr a jest rézny
w zaleznodoi od przestrzeni sygnatéw i nalezy go tak dobrac,aby funkcja
Z byta funkcjonatem* Przeksztakcenie odwrotne ma postad

x(t) m ~m J z ${z)d Inz (©)
(BrM @A

Kontur BA jest brzegiem zbioru a , tj. zbiorem zdefiniowanym jako

BA m A\ intA,
gdzie int A jest wnetrzem zbioru A , tj* zbiorem punktéw,ktérenalezg do
A wraz z pewnym swoim otoczeniem.

Dla przestrzeni Bygnatdéw przyczynowych absolutnie sumowalnyoh A jest
Jednostkowym polidyskiemt

A mIK« Jai |zx] 1, im 1 «egU\
aBA jest jednostkowym poliokregiemt
BA*OIK @ |z: \z| * 11 .
Dla sygnatéw absolutnie sumowalnych

BA - A -0K

Dla sygnatéw ozasowo ciagdych T - okresowych zbiér a jest przeliczal-
nie sprébkowanym jednostkowym poliokregiem

A m mjlzi z£ “ 1) Ti - rzeczywiste

Wreszcie dla sygnatéw czasowo dyskretnych N - okresowych - catko-
wite) zbidér A jest skonczenie sprébkowanym jednostkowym poliokregiem

A “ BIIK« [zt zi® a 1

Wspomniane prébkowanie poliokregéw jest réwnomierne, ale przy obliczaniu
catki (3 mozna wprowadzi¢ prébkowanie nieréwnomierne.
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Préobkowanie réwnomierne daje

dId z

a catka (3) przechodzi w aume

1 -t A

x(t) - ©C z x(z2) - rzeczywisty okres

dla 16 IR®R (czas ciagly), oraz

d In z @301
K1

n -

1 n -
x(n) m -ty z x(2) N+ - catkowity okres

dla ne& - dla czasu dyskretnego.

Jezeli xy jest zwykdym punktowym mnozeniem sygnakéw, to
YA @ - 1 = fx(z/u) y@ d Inu
@jrjla «A

a po sproébkowaniu poliokregu

YA @ - J- x(z/v) vy @ ze 0JK
T1

OYA @) » W e)"K'*(Z/U)y(U) 9K

.,

.

®

(ON

@t

Sploty zespolone (4) réwniez pozwalaja zachowa¢ strukture przemiennej alge-

bry unormowanej <
Za pomocg zwigzku (4) mozna wprowadzi¢ iloczyn skalarny i

u.y) - iCM x(O)y)dt = (x,y)A (1) - -w / x(1/u)y() dinu

@xj) 04
i norme skalarng

Ix1 - (X,x)1/2

®
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W ten sposéb zupelne, przemienne algebry unormowane sygnatami wielowymia-
rowymi zostaja uzupednione o struktury przestrzeni Hilberta.

W nastepnych trzech punktach zastosowano teorie zupednych przemiennych
algebr unormowanych sygnatéw do klasycznej teorii mocy i niektdrych zaga-
dnien pokrewnych.

3. KLASYCZHA TBGRIA MOCY

Moc czynng P 1 pozorng S definiuja wyrazenia

P - &y
s = Ixl 1yl

Za pomocg przedstawionych sSrodkéw matematycznych celowe Jest nasladowanie
tylko tych poje¢ mocy, ktére zdefiniowane sg w sposéb mato zalezny od wy-
boru przestrzeni sygnatéw. WSréd znanych teorii mocy [1J warunek ten sped-
nia tylko teoria S. Pryzego, wedtug ktérej moc bierna Q dana Jest wzorem

Q2 - S2 - P2

Istnieje tu problem kompensacji mocy biernej =zilustrowany schematem
blokowym na rys. 1. Réwnole-
gle do ukfadu nieliniowego
podtaczony Jest liniowy,
splotowy, bezstratny kompen-

Ny =yc ¥A*-a sator z odpowiedzig impulso-
- wag h, ktdérego zadaniem Jest
Z I zminimalizowanie funkcjonatu

Rys. 1 i M = (@aQ+a*h, yQ+a*h)-

Kompensacja mocy biernej

Reactive power compensation - (a,yo+a*h)(a,y0+a *h)

przy ustalonych sygnatach a,
yQ oraz warunku

(@ a*h) *0
Zadanie to Jest réwnowazne zminimalizowaniu funkcjonatu

P(h) m (a*h + yc, a#h + yQ) ®)
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Rézniczka Precheta, po odrzuceniu matych wyzszego rzedu, ma postac

iP(h) - F(h+t?h)-F(h) - 2(a*ih, a*h) + 2(yQ, a*<5h)
Przyréwnujac rézniczke do zera otrzymuje sie

(@*yh, a*h) + (y¥Q, a#<Sh) m 0

skad

+ n fA@) <ih(E)n(1/»)dlne + =" v 1 a(z)6h(z)y (1/z)dlnz = 0
@n3)“i (2*jHu £ 0

gdzie
A(@) * a(@ a (I/2)

Podstawiajac

iii @ » 1 z* 6h(t)dt

i zmieniajac porzadek catkowania otrzymuje sie

I A M\ - jJj T A@h1/z2)z~dInz + B« J a(2)yo(1/z)ztdInzjdt «0
J

©M * (2srj) (2x3) DA
skad
22— J A(@) h(@)z-ldlaz + =~ -» | a(2)y (1/z3z~dInz - 0O @
22*rj)"» <2*j>3A

Réwnanie (7) jest ukdadem réwnan Predholma z niewiadoma funkcja h. Po dy-
skretyzaoji poliokregu zamieniamy je na zwykdy ukdad réwnan linlowyeh.

-V z“n A(z) h(z) + -y vy zn a(2)yQ(1/z) » 0.
N zsOK N  zedJK
N *

4. STABILIZACJA CYFROWYCH FILTROW WIELOWYMIAROWYCH

Zupednie podobne Jest zagadnienie stabilizacji wielowymiarowego filtru
NOI, znane pod nazwg hipotezy Shankaa (Shanks eonjecture [2j ). Chodzi tu
o0 zastgpienie Ffiltru rekursywnego a“” (odwrotnos¢ splotowa filtru SOI)
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réwnowaznym widmowo filtrem SOl x tak, aby X ega*“!l. Sprowadza sie to do
poszukiwania guasiodwrotnosci splotowej elementu a miu-uializujacej norme
elementu a*x - e, gdzie e jest jednoscig splotowg,a wieo do zminimalizo-
wania funkcjonatu

P(X) - (a*x - a, a*x - 0)« ®
Punkojonat (8) ma podobng posta¢ do funkcjonatu (6) wystepujacego przy

kompensacji mooy biernej, a wiec jego zminimalizowanie prowadzi do uk#adu
réowna¢ Fredholma

3F—- J A(@) z nE(2)dInz - a(o)e(n)
<2zrj)* /K

ktéry po dyekretyzacji widmowej modna zastgpi¢ zwykdym uktadem réwnacé li-
niowych
X Z- z~° a(2)£(z) » a(o)e(n),
N1
5. HOMOMORPICZNE FRZBTWARZARIE SYGNALOW» CBPSTRUN WISLOWYKIAHOWE
Niech dane bedg dwia przestrzenie sygnatéw,w ktéryeh okreslono rézne

operacje mnozenia, odpowiednio (0) i (@). Homomorfiozne przetwarzanie sy-
gnatéw polega na realizacji operatora H spedniajgcego warunki

H(x o y) - H(X) a H(Y)
H( xcC) m <H(Y),
gdzie ot jest liczba, a i* oznacza o - potege* Jedng z mozliwych realiza-

cji jest operator "oepstrum” (*)0 dziatajacy zgodnie ze schematem blokowym
pokazanym na rys. 2*

r Ca Yw>ni—- >*

Rys. 2*
Definicja oepstrum xQ sygnatu x
The definition of a oepstrum x0 of the signal x
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Nietrudno wykazaé»" te cepstrum spednia warunki homomorfizmu
(**y)0 - *0 + y0

(x«)0 - ocxe

gdzie X0* jest <X- potega splotowa*

Istnieje wazny zwigzek miedzy cepstrum a stabilnosciag filtru rekursyw-
nego* PlItr rekureywny opisany jest réwnaniem splotowym

gdziel a,b - wielomiany* h - odpowiedz BOl filtru* Piltr h jast stabilny
gdy a posiada absolutnie suaowalng odwrotnos$¢ splotowg* Mozna wykazac* ze
ma to miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje absolutnie sumowalne przy-
czynowe cepstrum aO* Ze wzgledu na to,“ ze ciagi cepstralne gasng znacze-
nie szybciej niz odpowiedzi impulsowe,” wygodnie jest stosowaé cepstrum do
stwierdzania stabilnosci filtru* Wielowymiarowa cepstrum mozna wyznaczac
za pomoca schematu pokazanego na rys«! 3

A A
X=ex/? X

X —-Hf co» - *( 0*— r co» (@ c

Rys. 3
Schemat wyznaczania cepstrum xQ sygnatu X
The scheme of oaloulaticn of the oepatrum xQ of the signal x
Wed+ug tego sohematu

£(2) » exp 1(2)

skad po zrézniczkowaniu

MO - @D ®

a stad kolsjno

Q)
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i wreszcie

0 @x K @ac i(7J"  dIEE

Hie moina skorzysta¢ ze wkotu (10)* gdy nio® tj« gdy co najmniej jedna
skdadowa BMItiindeksu e jest rowna zero* Ais za wzoru

t L | “S» B
XONNL*****OKN g or ji ,\’R 71 »* e 5§ )dI8s-| =#«dInz™
wynika, ze
*c(,,-,,nk;,,*0,0) * gy"j" f \ 4 £o(0* eee_"0)dIn 20
rki“l
a ponadto

me*p ¢0(0,, j2™MW.0,/
Satea wyznaczenie ciagu =o (ok,..,"rk;.< .MD) uote sie odbywaC ze pomocg wzo-
ru (9 dla 1I-D*1
XC (0 **Hk*™v*»0) "25rk*“ .J. *k — m _ dIBSii,
N

1K x(0,--., zK, ..., 0)

e poniewtd zawsze S(0) = x(0), w??C

xQ(@j mla x (0,"...jO)<*
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Podobnie trzeba postgpi¢ w przypadku,l gdy dwie wspédrzedne ea niezerowe

X0 (0 e***enk* 0 ****»n i »@»***»0) m, J J Bb ai
>»>3)2¥ 1 Ikl =111

)/S(0Sa» ,ZJ ,D, ko »Zf »0™ a
vi - “TS "ba ————

- in dA....... dinzv diInz.
zCONestZJN0, "»«, ¢, 20 »»e D)

Postepuja« tak dalej nozna wyznaczy¢ poszczegdlne wartscal oepstrum z w
dowolnym przedziale* W praktyce poliokrag w catce (10) dyskretyzuje sie
réwnomiernie otrzymujac

Chyba wygodniej jest wyznaczac¢ oepstrum ze wzordéw rekurencyjnych. Z réwna-
nia (9) otrzymuje sie

-hCz) -

skad

nix(n)*“ ."s azz (m)z(n-a)- n3* (n)z(o) +’X Zr:n a3 (@)x(n-m)
m « ¥

gdzie j® jest hiparprostokatea ""bez prawego gérnego rogu «”
- ]b« m ™ nj
Stad

n"tnjzio) » n”xin) - ml x0(m) z (n-m)
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Jezeli nVeT to

xe (n) I Z

fic "ii*! )l

Ciagi j9dnowyaiarowe zo (e@«#f™ t#_#D) wyzasc&e cie rekurancy”Gie se
waoru

£*

X (0(+a*|Q AH KOt t»« 90)

Ciagi dwuwyasiarowe xo(0,”...,aif,0t...,nk"0;..«,0) wyznacza sie ze wzoréw
rekureaoyj nyohi xc(, --.,nk,0; .;nl#0,"...,0).

nk-1 nr 1
0 VeV 4 om,
x(0, ...,0) xlU,1..*U/~ <nj”
cq (O tee e *Bjg*0 ** * «* Oye+e«fO ) X (Ofseet e«c 0e++JO)

I tak dalej* Stosowanie wzoréw rekurenoyjnyoh wymaga pewnego uporzadkowa-
nia kiperprostokata i?. Porzadek taki dla t2 zilustrowano na rya, 4,

Hys* 4
Przyk¥ad uporzadkowania(2 - D)prostokata
Esaaple of ordering of a (2-D) reotsagla
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THE POWER THEORY OP SAMPLED DATA SIGNALS

Summer -

The aim of this work is the formulation of eompeet unified theory of
multi-dimensional continuous and sampled data signals and power theory
aommeated with it» Such aim can be achieved by means of respectively po-
werful mathematical means such as commutative Banaoh algebras supplemen-
ted by Hilbert apace structure. These conditions are realized by convolu-
tion algebras of multi-dimensional signals with the Bcalar product. It
has been shown that Qelfand conversions of suoh algebras overlap with
maltl-dlaenaional Fourier transformation. The problem of reactive power
compensation which waa brought to the adequate function operator minimi-
sation has been described in this work." Finally, Predholm integral equa-
tions system with the unknown impulsive compensator response was achie-
ved, which after sampling was brought to a simple linear equation system.
The problem of looking for the pseudo-reoiprooal of spectral polyneminal”®
connected with digital filter stabilization has similar mathematieal solu-
tion. In the further part of the paper the relation between complex eep-
atrum and stability of nmltidimnsional system was given. Two Indepoadomt

Q
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algorithna of determining multidimensional cepstrum, one of than being
recurrence were given too*

TEOPHH MOIUHOCTH AHCKPETHHX CHTHAJIOB

P eaaue

B paOoxe e cxaxoB OAHopoAHofl ipopxe c$opxyAHpoBaHa TeopHH HenpepuBHtoc h
AHcxpeiHHX a AHCKpeTHHx xHoroxepHux carHaAOB a CB«3aHHaa c aeB Teopax xont-
uocth ® Moxho aio CAeaaib c nouonfcjo othocbtbaeho cbjubux XaTexaxx"ieOKHX xe-
toaob Xax KoimyTaTBBHHe EaaaxoBH aareGpa oo cxpyxxypofl raflbOepioBoro npocx*
paHCTBa. Sib ycjioBH« BxnojiHjaox axreSpu uuorouepHux oaraaAOB co cBHpxxoft b
CKajLHpHhm npoB3BexeHBei (. floxasaHO, axo npeoOpasoBaaaa reawpaHAa bzbx aaredp
coBnaAaDT c xHoroxepBuxa npeoCpa30BaHBfljja $ypie.

B exaibe paapadoiaaa aaAaaa xoxneHcanaa peaxiBBHofl moahocth xoxopaa CBe-
AeHa k iiBHBMBsanBB oahoto iyHKUHOHajia. Oxoxab noAyaaBX CHcrexy BHierpaxbHKX
ypaBHeHHS $peAxoAEMa ¢ BeasBecxHofi HxnyabCHott xapaxxepaoxaxoS KOMneEcaxopa.
Peoeane sxofi caczexu nocae cnexipaabao# AHCxpexnaamiH cboabxce x pemeaBD
oCuxHOBeHHofl ABHetaofl cxcxeMH. noxasaHa aH ajioras xexAy saAaaeS xoxneHcaaxB
peaxiHBHot! xobhocth a npoSaexoft BbreacaeHas noaza obpaxaoro XHoroxepHoro xso-
roxjieaa, xoxopaa Hxeex mbcto b xeopaa cia0OKAH3anKB UHS$poBnx $aabipoB.

B nocaeAHett aacxa paSoxx oOpagaexca BsaxaHHe ua CBasb XxexAy xoxnaexcaxxX
Xencxpox a ycxottaBBocxMo XHoroxepHoro 4>BXbipa. Bxboahxcb ABa HeaaBHCHUKXx
aaropaxxa aah BtraHCaeaS XHoroxepHHX xenctpoB, b Xoxf oahh hobxS - pexypeH-

THHfi.



