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0 PEWNYM ZASTOSOWANIU RÓWHAŃ CAŁKOWYCH 
DO ANALIZY OBWODÓW SLS

Streszczenie. W artykule opisano pewien sposób analizy czasowej obwodów skupionych, liniowych, stacjonarnych (SLS) za pomocą równań 
całkowych dla metody prądów cięciw. Wykazano, te obwody o gałęziach 
będących szeregowym połączeniem rezystorów (fi), cewek (Ł), kondensatorów (C) i dowolnych SEM opisuje macierzowe równanie całkowe Tol- 
terry II rodzaju* Pokazano, ie obwody, w których gałęzie są dowolną kombinację połączeń (R,L,C,e) opisuje układ równań oałkowych Vol- 
terry I i II rodzaju oraz układ równań algebraicznych. Podano po
stacie jąder równań całkowych dla różnych typuw gałęzi. Podano algorytm umożliwiający numeryczne rozwiązywanie równań całkowych i oał- kowo-algebraioznych oraz porównano efektywnośó zaproponowanej metody z metodą Rungego - Kutty. Omawiana metoda została zilustrowana przykładem.

1. WPROWADZENIE

Analizę stanów nieustalonych w złożonych obwodach SLS prowadzi się naj
częściej poprzez rozwiązywanie układów równań różniczkowych przyporządko
wanych tym obwodom. Rozwiązywanie tych równań dla obwodów o dużym wymia
rze możliwe jest tylko metodami numerycznymi [1] , [2] , [3] . Inny równo
ważny opis obwodów polega na przyporządkowaniu im równań oałkowych [4] • 
Oelem pracy jest pokszanie jednego z możliwych sposobów opisu obwodów za 
pomooą równań całkowych oraz przedstawienie efektywnego algorytmu numery
cznego rozwiązywania tych równań.

2. FORMALIZACJA OPISU OBWODÓW ZA POMOCĄ RÓWNAŃ CAŁKOWYCH

Przyjmijmy, że gałąź grafu zorientowanego reprezentuje k-tą gałąź sze
regową R, L, C, « (rys. 1a) złożonych obwodów SLS. Takie obwody opisuje 
układ równań różniezkowo-całkowyoh i algebraicznych względem współrzęd
nych gałęziowych i, 0.
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Rys. 1 a, b

t
4 - L § | ( t )  +Rl ( t )  + J  n i t ) d € + « b(t0) - «(t) (1)

Bu - o Bu - Be (2)

Al - O (3)

gdzie» *o * ło
fi. U, ł - wektory aapięć, prądów gałęziowych,

•  - wektor sił elektromotorycznych,
L , R , r  - macierze diagonalne indukcyjnoóci, rezystancji, 6lastan-

oji,
U c(t0) - wektor napięć początkowych na kondensatorach,
B  - fundamentalna macierz oczkowa,
A. - macierz inoydencji

Rozwiązywanie układów równań (1), (2), (3) jest kłopotliwe, z uwagi na 
jego strukturę (jest to układ równań ■różniczkowo - całkowychJ^różniozkowych, 
algebraicznych), dlatego wygodnie jest zastąpić prądy gałęziowe przez prądy 
cięciw, korzystając z zależności:

1 -  1% (4)

gdziei ia - wektor prądów oczkowyoh (oięoiw).
Uwzględniając zależnoóó (1) we wzorze (2) otrzymujemy równanie»

B a * - r ł  (t) + K l ti s (t) + j  -  Be(t) -  B V t 0) <5)



Wprowadźmy następujące oznaczania i 

*0 - * » *
E 0 - SBB*
r0 - sra*

gdzie* Ł0, 3^, r0 - Macierze indukoyjności, rezystancji i elaetancji 
Oczkowych»

Pomnóżmy obustronnie równanie (5) przez Ł~1 (zakładając, że det *o^0), 
uzyskamy wtedy zależność*

O pewnym zastosowaniu równań... 5«

t

^ ( t * ; 1r 0łe (r) d r - i ^ i B e i t ) - ^ ^ ) )  (6)
*0

Po acałkowaniu równania (6) * przedziale (tQ, t) m a ^ t

% &
ie(t) - i8(t0) + j ir0\ i B ( t ) d* + / \ J  ^  r0i8(t) dr]

O o
ds

J  l£1SeU>dt - J  J£1fa0(t0) dr (7)
*o *-

gdzie*
i8(t0) - 8*l(t0)

ł(tQ) ■ wektor prądów początkowych w cewkach indukcyjnych. 
Skorzystajmy z lematu [4] s

t x t|5 J f (a) ds | dx ■ j (t-s) f(e)ds (8)

*0 *0 *0

otrzymamy wtedy całkowy opis gałęzi obwodu*
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(9)
*o

Jest to równanie liniowe Volterry IX rodzaju z funkcją wymuszającą łQ(t) 
daną wzoremt

* j  - j  Ł~1&jb(to)dtr +ł 0(t) - J  L"1 S e M d n  - J  x;1B«^(t0)dt + ł 8(t0) (10)
*o *0

oraz macierzą jąderi

j«t,tr) -  -  ( ł ; 1r 0 + i£ 1 r 0(t - 1 )) (n )

Można wykazać [4] , że istnieje jednoznaczne rozwiązanie równania (9) w 
klasie funkcji ciągłych na przedziale [t0, t-J, jeśli K(t,t) jest funkcją 
ciągłą w trójkącie określonym nierównościami tQ <  f < t  <  t1f a F0(t) 
jest ciągła na [tQt t j .

3. ALGORYTM ROZWIĄZYWANIA RÓWNAŃ CAŁKOWYCH

W celu numerycznego rozwiązania układu równań (9) podzielmy przedział 
czasu c t 0, t >  na N odcinków o długości At i zastąpmy całkę sumą!
Mamy więci

W  “ yo < V
j-1

(12)

t± - tQ + (i-1) At| i - 1.2...N (13)

(Ń-X(ti,t1) At)i0(t1) - W0 ( t ± ) + Kiti.tJ^it.) At (14)
J-1

• e * t

Z postaci jądra (wzór (11)) widać, że dla t ■ t  Jest ono stałe i równe 
-L”1Rq, 00 bardzo upraszcza obliczenia numeryczne* Wystarczy wtedy tylko 
raz obliczyć macierz odwrotną do jl-Kit^,^) AtJ dla rozpatrywanego prze
działu czasu [t0,tij •
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Nie jest to więc iteraoyjny sposób rozwiązywania układu równań, a za
tem jest on zbieżny* Dokładność rozwiązania zależy natomiast od dokładnoś
ci obliczania macierzy odwrotnej oraz od przyjętego przyrostu czasu 4 1. 
Przyrost At powinien być dobrany tak, by norma wektora Ai była mniejsza 
od założonego błędu.

4« UOGÓLNIENIE NA GAŁĘZIE Z2EGENER0WANS

Przyjmijmy, że złożony obwód SLS zawiera N1 gałęzi szeregowych R, L,
C, e oraz (NG-N1) gałęzi zdegeaerowanych. Poprzez gałąź zdegenerowaną ro
zumiemy gałąź,w której pominięto ao najmniej jeden z parametrów R, L, C* 
Obwody takie opisuje we współrzędnych gałęziowych:
- układ N1 równań całkowych II rodzaju dotyczący gałęzi niezdegenerowa- 
aych, z jądrami o postaci:

- układ H2 równań oałkowyoh Volterry II . rodzaju odnoszący się do gałęzi 
o postaci przedstawionej na rys. 2

(15)

z jądrami:

Rys. 2 Qg * 1,2...Ng (16)

- układ N3 równań Tolterry I 
rodzaju dla gałęzi pokazanych 
na rys. 3

z jądrami danymi wyrażeniem:
Rys. 3

Rys. 4 ■ 1,2.. .N. (17)'3

- układ H4 równań Volterry I 
rodzaju dotyczący gałęzi o 
postaci przedstawionej na rys.4.



54 A. ŁaaicZjJ» Walczak

i

u.

Rys. 5

z jądrami o postaci

K„ n <*•*) - H4’ 4 a.

nA “ (18)

- układ N5 równań całkowych Volterry I rodzaju dla gałęzi o postaci przed
stawionej na rys. 5 
z jądrami o postacit

(19)

- układ N6 i H7 równań algebraicznych odnoaaąoy się do gałęzi będących 
połączeniem cewek i sił elektromotorycznych lub zawierających wyłącz
nie siły elektromotoryczne.

Obwody rozpatrywane w tym punkcie opisuje następujący układ równańt

B*

N1+N2

h ^ h 2+
+H,

n1+k2+
+N ,+a.> 3 4

t t
n

S "  i \ . a 1(t,t:)in1(t)dr J.n1 J(e„i (t)-«on1 (t0))dt+Ln1lnl(t0)

*o *o

t t

v j  Kn2.n2(t,T)in2(,;)dtŁn2 J (en2(t).dt)+ Ł ^ ^ i t o )

*o «0

t =B* t
J  ( e ^ ^ - U o ^ i t o ^ ^

*o *o

t t
f Kn4,n4(t,t)i (t)dt 
*o

J  ^®a4^^*dT' ^

(20)
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NJ+N2+N3

+^+85

h1+m2..
+! 5+m6

• «+N/+,6+H7

l»6

{ ^•n5^"vaa5^o^ di

f  <«n6 <*>**) + Ln6ia6(t0)

J *

Postępując analogicznie jak w puakois 3 zastępujaa? prąd? gałęziowa przez 
prąd? strua otrz?aując układ równań liniowyaht

i-1
» ■ ( t ^ )  AtB*!,^) - 9 ( \ ) *  ^ 2  8 » K A t

j-1
(21)

gdsiat
*(ti,t±) - macierz diagonalne,której element? określają wzory

Kk,k(ti**i)" (IT + ^ )Lk dl* k “ W H1 (22)

Hk,k(W  - *k dla k -  H2+*1+n3,

»(tt) - wektor kolumnowy,którego wyrazami są element? prawej stron?
wzoru (20) dla wartości t4•i*

iKti.tj) - macierz diagonalna o elementach określonych wzorami i
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“k . k ^ i ^ j - - (Rk + cj < V V } k « 1 •• *N^

"k,k(ti’*j - “ Rk k - N1+q2

“k . k ^ i ^ j B - (ak + k - N.,+H2+n3

Mk,k<ti*tj m - Rk k - N^Ng+Ng+n^

“k . k ^ j m - { W s J : k - R1+R2+N3+R4+n5

Mkjk^*i,*j m 0 k >  N.,+N2+N3+N4+N5

Jeśli w obwodzie wystąpią sprzężenia magnetyczne, wtedy uwzględnia się 
je w macierzy Hit^.tj^ (wzór (22)) lub w macierzy jl-łfttj,^)} (wzór(14)) 
Uwagi dotyczące zbieżności i dokładności rozwiązania równania "(21) są 
takie same jak dla równania (14) pod warunkiem, że istnieje macierz od
wrotna do macierzy nKt^t^jB*,

5. PORÓWNANIE OMÓWIONEJ METODY Z METODĄ RUNGBGO - KUTTY

Przeprowadzono obliczenia rozpływu prądów w obwodach o strukturze przy
jętej w pracy metodą równań całkowych i metodą Rungego - Kutty, 4 rzędu 
(podprogram F4 RUNO biblioteki FSCE). Przeprowadzone eksperymenty pozwa
lają stwierdzić^ że czasy obliczeń tymi metodami są tego samego rzędu.
Przykład 1,

Zapiszmy macierz lKt^t^) At, Mit^.tj) dla obwodu przedstawionego 
na rysunku 6a
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I>1+R1 At 0 0 0 0 0 «17 0
0 Lg+Rg At 0 0 0 0 0. 0
0 0 R3 At 0 0 0 0 0
0 0 0 R4 At 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

*71 0 0 0 0 0 *7 0
0 0 0 0 0 0 0

C1 1 J
0 0 0 0 0 0 0

0 -*2 0 0 0 0 0 0

0 0 - < V  w  6 0 0 0 0

0 0 o3 0 0 0 0

0 0 0 0 0 9 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 oo

0 0 0 0 _

Czas obliczenia prądów w ty» obwodzie w przedziale czasowy» (0,6) przy 
At - 0,3 wyniósł 9212 aa.

6. SODSUMOWARIE

Opisano sposób analizy (za pomocą równań całkowyoh dla metody prądów 
cięciw) obwodów SIS zawierających wyłącznie gałfzia szeregowe R L ,  C,’ e, 
a następnie uogólniono te metode na obwody z gałęziami »degenerowanymi* 
Metodę tą moina zmodyfikować dla obwodów zawiera jąoyoh siłyprądomotoryczne i 
wszystkie typy źródeł sterowanych. Podobnie moina wyprowadzić równania 
całkowe dla metody potencjałów węzłowych*
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OM AH APPLICATION OF THE INTEGRAL EQUATIONS TO THE ANALYSIS 
OF THE SL3 CIRCUITS

S u m m a r y
A way of the time - domain analysis of lumped, linear, time - invariant 

(SLS) circuits has been described using integral equations, in the case of 
current strings. It has been shown, that the circuits with the branches 
being the sequential connections of resistors (R), inductors (L), capaci
tors (C) and arbitray SEN (e) are described by the matrix integral Voltor- 
ra{equation of the second kind. It has been demonstrated, that the circuits 
with the branches which are arbitrary combination of (R,L,C,e) are descri
bed by the Bystem of integral equations of the first and aeoond kind and 
the system of algebraio equations* The forms of the kernels of the inte
gral equations describing the various types of branches have been given.
An algorithm making possible numerical solution of the integral and inte
gral - algebraic equations has been givenj the effectiveness of the suqge- 
sted method has been compared with the method Runge - Rutty. The discus
sed method has been illustrated by an example.

OB HEK0T0P0M UPHMEHHEHHH HHTEPPAJIBHHX yPABHEittffi K AHAJI3Y UEIDI C C

P e 3 » m e

B cxazze npeAoxaBxex HeKOTopaft uexoA Bpeueimoro aHaxH3a cocpeaoioueHHux 
JiHHeftHUx czauBOBapHux qenefi npa nouomn HHxarpasLahx ypasEeHHS Ana uexosa
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TOKOB xopÄ. HoKasaHo, h ïo  uenu o Besatom, ttoiopua xbxswxcx pkäobhmh cosflHHe- 
HH.ÏMH p e S H C I O p O B ,  KETyneK ,  K O H A O H C a T O p O B  H  C p O B S S O J Î fc U L O C  C 3M ,  onacuBasica 
uaipH<iHUMH HHTerpajifcHHMH ypaBHeHHKMH BojiBieppH Bioporo posa. noKasaHo, bto 
axa nenn, b Koiopux BeiBH HBjiHæica npoHBBOflbHHim KOHÔHHauHÂMH F, 3 onacaib 
MoxHO npH noMoiĘK CHCT6MU H H i e r p a j i B H n x  ypasBeHHä BojibieppH nepBoro h Bioporo 
pofla h npH nonomH CHCieuH ajtreöpamecKHX ypaBBemä. Äami bhäh axep HHier- 
paabEux ypaBHSHHâ, oHBCuBaüHHX pasHue thiih Beiseił. ÄaH aaropHiM laojienHoro 
pemeHHÄ HHierpajiLHux ypaBHeHHÜ b HBierpo- ajtreÖpaa<iecKHX ypasHeBHÖ. IIoKaaa- 
Ha 3$$eKTHBK00iB aloro MBiofla no opaBHeHH® o mstoâom Pynre- KyTTH. ÂJta 
npeAOiaBaeHHoro ueioAa npHsesöH hhoxoboS npxuep.


