
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 1985
Serial ELEKTRYKA z. 98 Kr kol. 859

Bernard BARON 
Jan ULMAN
Instytut Podstawowych Problemów 
Blektrotechniki i Energoelektroniki 
Politechniki Śliskiej

ZASTOSOWANIE METODY ELEMENTÓW BRZEGOWYCH DO ROZWIĄZYWANIA 
RÓWNAli CAŁKOWYCH I RODZAJU POLA LINII PRZESYŁOWYCH

Streszczenie. W pracy sprowadzono zewnętrzne zagadnienie brzego
we Dirichleta dla dwuwymiarowego równania Laplace’a do równania cał
kowego I rodzaju. Rozwiązanie zagadnienia poszukiwano w postaci po
tencjału logarytmicznego warstwy pojedynczej. Płaszczyznę ziemi 
uwzględniono poprzez zastosowanie metody obrazów elektrycznych. Za
stosowana metoda umożliwia obliczenie pola w nieograniczonej prze
strzeni poprzez rozwiązywanie równań całkowych na granicach podzia
łu ośrodków. Przeprowadzono algebraizację równania całkowego I rodza
ju z zastosowaniem funkcji sklejanych stopnia 1 dla dwuwymiarowego 
modelu linii przesyłowych o dowolnych konfiguracjach. Dokonano po
działu konturów przewodników na elementy i dla każdego z nich wy
brano odpowiednią funkcję aproksymującą gęstość powierzchniową ła
dunku. Wykonując następnie całkowanie po każdym z elementów i sumu
jąc otrzymane wyniki uzyskano "operacje przybliżoną" do numeryczne
go określenia rozkładu gęstości ładunków na powierzchni przewodni
ków oraz potencjału pola w dowolnym punkcie na zewnątrz przewodni
ków. W celu zwiększenia dokładności obliczeń zastosowano funkcje 
sklejane do aproksymacji funkcji gęstości ładunków na poszczegól
nych elementach podziału konturów przewodników. W pracy przeprowa
dzono dyskusję poprawności sformułowanego zagadnienia Dirichleta. 
Wykazano jednoznaczność rozwiązania postawionego problemu. Podano 
także metodę wyznaczania wektora natężenia pola elektrycznego. Uwz
ględniono tutaj zarówno obszar na zewnątrz przewodników, jak też na 
ich powierzchni. Określono algorytm obliczania składowych wektora 
natężenia pola w oparciu o wyznaczony wcześniej rozkład powierzch
niowy gęstości ładunków. Przedstawiony w pracy algorytm przetesto
wano na przykładzie przewodnika o zadanym potencjale. Określony w 
ten spoBÓb rozkład natężenia pola na powierzchni przewodnika porów
nano z rozwiązaniem dokładnym danym wzorem analitycznym. Opracowany 
algorytm zastosowano do obliczeń rozkładu pola linii 400 kv.

1. W3T?P

Dwuwymiarowy model pola elektrycznego można stosować w przypadku roz
patrywania układów przewodów prowadzonych równolegle względem siebie oraz 
przy założeniu, że odległości między przewodami są dostatecznie małe w 
porównaniu z ich długością.
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Model ten jest często stosowany przy anslizie i syntezie pola elektrycz
nego linii przesyłowych w warstwie przy powierzchni ziemi* Między innymi 
posługiwano się nim w pracach [2] , [3] • Badanie pola w dowolnym punkcie 
na zewnątrz przewodów, jak również na ich powierzchniach wymaga precyzyj
niejszego aparatu matematycznego. Obecnie dużo uwagi zwraca się na rozwią
zywanie pól elektryoznych quasi - statycznych metodą równań całkowych. 
Szerokie zastosowanie tej metody podyktowane jest wieloma zaletami, z któ
rych zasadnicza polega na możliwości obliczenia pola w nieograniczonej 
przestrzeni poprzez rozwiązywanie równać całkowych na granicach podziału 
ośrodkówo W obliczeniach numerycznych wystarczy więo dyskretyzowaó tylko 
powierzchnie ciał, a nie całą przestrzeń, co znacząco ułatwia nie tylko 
stawianie zadań,lecz także ich rozwiązywanie.

Najczęściej metodę równań całkowych stosuje się w obliczeniach pól ele
ktrycznych quasi - statycznych generowanych przez naładowane przewodniki.
Za najbardziej naturalne z fizykalnego punktu widzenia jest rozwiązywanie 
tego typu zadań poprzez sprowadzenie Ich do równań oałkowych I rodzaju [14] 
o jądrach logarytmicznych. Podyktowane jest to przyjęciem rozwiązań zaga
dnień dwuwymiarowych w postaci potencjału logarytmicznego warstwy pojedyn
czej. Jak wiadomo, równanie całkowe I rodzaju należy do równań śle uwarun
kowanych [i9j . Z tego powodu do rozwiązywania tych równań stosuje się 
specjalne metody regularyzacji [19] , które wymagają większej pamięci EMCo 

W dalszej części pracy opracowane będą ogólne algorytmy rozwiązywania 
zewnętrznego problemu Dirichleta dla dwuwymiarowego równania Laplace's 
metodą równań całkowych I rodzaju.

2. SPROWADZENIE ZEWNĘTRZNEGO ZAGADNIENIA BRZEGOWEGO DIRICHLETA DLA DWU
WYMIAROWEGO RÓWNANIA LAFLACE'A DO RÓWNANIA CAŁKOWEGO PIHIWSZEGO RODZAJU

Poszukiwanie rozwiązania tego problemu będzie prowadzone w postaci po-Otencjału logarytmicznego warstwy pojedynczej. Niech na płaszczyźnie R 
dany jest układ D^dwl, 2, ...N ) rozłącznych obszarów ograniczonych jedno- 
spójnyoh, których brzegi Cr ^  są krzywymi zamkniętymi klasy C^ . Poszu
kuje się rozwiązania V(l) zewnętrznego zagadnienia Dirichleta dla dwuwy
miarowego równania Laplace’a.

Np
AV(X) - 0 dla X e R 2 - ^  D± (2.1)

z warunkami brzegowymi

V(X) ■ VA dla X « C (ii, i - 1,2, ...Np (2.2)

znikającego w nieskończoności, w postaci potencjału logarytmicznego war
stwy pojedynczej [14] .
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V(XJ - s f e E i  6^ ln [ w ]  dl* " złr [ m H  (2*3)
*-1 “ u )  c

gdzieś
r , r (l)lirl2)M ..r PC “ C u C  u * » * u C

Aby jednak potencjał określony wzorem (2.3) znikał w nieskończoności po
trzeba i wystarcza aby

/

N.
6 U ) d lx «

k»1
6(k)(x) di_ o. (2.4)

(k)
C C

Mając na uwadze zastosowanie dwuwymiarowego modelu pola elektrycznego do 
badania pola linii trójfazowych zakłada się dalej, że rozłączne obszary 

znajdują się w półpłaazczyźnie X2 5» 0 (rys. 2.1).
Warunki brzegowe (2.2) pozostają 
bez zmian, natomiast dla 
otrzymuje się potencjał V(x.j,x2) 
równy zeru

V(i1t0) - 0 (2.5)

Rozwiązanie tak postawionego za
gadnienia Dirichleta dla dwuwy
miarowego równania Laplace*a 
można otrzymać stosując metodę 

1 obrazów elektrycznych względem 
prostej Xg«0 [loj. Polega ona na 
uwzględnieniu warunku brzegowe
go (2.5) przez wprowadzenie 
układu Dit obszarów (i1 -1,2, •—Sp), 
będących odbiciem zwierciadla
nym obszarów Dj_(i-1,2,. ..Np) 
względem psi X^, na których fun
kcje 6 ^   ̂(Y1) wynoszą
.(i’)

Rys. 2.1
(Y1) ■M ) (Y)

Odbicie zwierciadlane obszarów w osi y „ Y(y^,y2), A X ’ t y - y0)

The mirror reflection of the D. region (2.6)in the axis



72 Bo Baron, J .  Ulman

W takim przypadku rozwiązanie zewnętrznego zagadnienia Diriehleta można 
poszukiwać w postaci

fl %r-Z f  (k) V(y1-x1f+(y2+x2f
“ Z W  I 6(¥)lnjMl-dlY ” Z W f~ 2 — , I f  < y v ^ 2 ) l a  ,/7 ^ T . ^ dlY23re° ł  |xx| ZJCeo ^ U )  V<yi -*i^f(y2-x2/

(2.7)

W rozpatrywanym przypadku należy tak określić funkcję 6(Y) na brzegu C, 
aby potencjał V ( x ) spełpiał warunki brzegowe (2.2) i (2.5), a na to po
trzeba by spełniony był następujący układ równań całkowych X rodzaju

1 f  ^  yty1-x1)2+(y->+x2)2 (1)
t Y I  i  " r - -  -  ^=7 -  2 «oVl’ ^ v * 2>*  c

fc-1 ę(k) ł(y1-x1)2+(y2-x2)2

1 - 1,2,...Np (2.8)

Jeżeli znamy prawo rozkładu gęstości powierzchniowej ładunków, które by 
zapewniało spełnienie warunków (2.2) na konturach C ^ ,  to postawione 
zadanie byłoby rozwiązane. Przyjmując dla operacji całkowej typu poten
cjału logarytmicznego oznaczenie

6 - £  L w i *  { § !  diY - f  W  4 (Y >ln  dlY u *9)
c kMl Jcw

można układ równań (2.8) przedstawić w postaci operatorowej

0fL 6  - W (2.10)

gdziei
W " 2 6 oVl dla X « C ll^(l • 1,2,...,»p)

Problem zewnętrzny Diriehleta dla dwuwymiarowego równania Laplace’a jest 
równoważny rozwiązaniu równania (2.10) z operacją liniową oPL określoną 
wzorem (2.9).



Zastosowanie metody elementów.. 73

2.1. POPRAWNOŚĆ SFORMUŁOWANEGO ZAGADNIENIA

Mając na uwadze, że rozpatrywane pole elektryczne quasi- statyczne jest 
sinusoidalnie zmienne, należy dziedzinę i przeciwdziedzinę operatora 
rozpatrywać w przestrzeniach zespolonych funkcji punktu na konturze C , 
np. w przestrzeni funkcji całkowalnych z modułem L * ( C ) lub z kwadratem 
modułu L* (C). Jądro operatora całkowego ^(2.9) ma słabą osobliwość w 
przypadku, gdy punkty X i Y pokrywają się. Jeżeli jako dziedzinę opera
tora przyjąć przestrzeń L* ( C )$(6 e L*( ę  )}, to jak wiadomo z teorii 
potencjału logarytmicznego [13] operator ten przyjmuje wartości z prze
strzeni funkcji ciągłych C*(C) na konturach C - C'1  ̂b C ^ ^ „ , u  C ^ V .  
Przestrzenie ( C ) i C * ( C ) są przestrzeniami Banacha o normach

Operacja V Ł jest ograniczona, gdyż uwzględniając wzory (2.12) i (2*9)
otrzymujemy oszacowanie

(2.11)

v II c*( C)“ ^ xc I v(x)l a mlx “ xc (i) I V x)l • (2 . 12)

= iirJJ.
c*(C) XiC

= na z dl y <  ? j l n w r  dl y ) * 
c
/

c

(max |<3(Y)|).
YeC

(2.13)

Ponieważ całka

c
jest zbieżna w każdym punkcie otrzymujemy

C#( G) < lkL IIe ( C ) - ~ c ( C ) ^ o * ( C ) (2.14)
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gdzie norma operacji jjl2]wyraża eię wzorem

II “iff II = sup i | 6 || : II 6 || =1 | = max
1 c*(C)— c * ( C) l L C*(C) C * ( C )  J  X e c

[ f  j 111 T x f f  d ly j  • f2 ,15 )
c

Tak wiec operacja ąlL jest operacją ograniczoną z C*( C) w C*( C), a jako 
taka jest ciągła [1] -
Operacja *ifL jest również ograniczona z Ii^(C) w £*( C ) t gdyż

I “V I I  L*( C )-j | i j ó CY)ln M L  dl^dl, *S (mex 1  Jln M  dl,), 

c c "  c

.(j51 6 (Y) I dlY). (2.16J

c

Ponieważ całka

ł j
m  M L  di

|XY |
c

jest zbieżna w każdym punkcie YeC[l3], wiec uwzględniając wzór (2.16) 
otrzymuje sie

gdzie

11 n "  I « (  c ) -  a | ( c ) -  •up{ 11 ’ ' i 41 c 1 ■1 ó 1 ! . ? ( c ' ” }  ■ ” ć & / I ” i S | d l J

(2 . 18)
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Teoria równania operatorowego (2.10) jak również metody przybliżonego roz
wiązania tego równania podana jest najogólniej w przestrzeni L2- W celu 
zbadania operacji wziętej jsko operacja z l|(  C) w L*( C ) można skorzy
stać z twierdzenia Risza o interpolacji [12 J  . Stwierdza ono, że jeżeli 
liniowa operacja jest równocześnie operacją ograniczoną z C*( C) w 
C*( C) oraz z 1*(C) w L*( C)*to jest również operacją ograniczoną z 
L*(C ) w Lgf C ) oraz

l,'VL 11 l|(C1 —  L*(C) ^  (^ L  C*fC),'2 ( ̂ iJ l*(C)-~ L ^ C ) ^  (2.19)

Ponieważ jądro operacji jest rzeczywiste i symetryczne, tj. (rys. 2.1)

- Ix y M . Iy x 'I .l n   = ln -----  (2.20)
IXY I IYX I

więc uwzględniając wzory (2.151, (2,18) i (2.20) w nierówności (2.19) 
otrzymuje się

11 11 l * ( c ) ~ l2(c> ^  ™eC f 111 "HnH” dlY 11 l* (C ) =
c

-llvL ll c*(C)—  C*(C) i2-21>

Operacja zdefiniowana wzorem (2.9) spełnia warunek [13J

6  = 0 <=><J = 0 (2.22)

Warunek (2.22) jest warunkiem koniecznym i wystarczającym na to, aby opera
cja liniowa *|PŁ była odwracelna [1] . Z warunku (2.22) wynika jednozna
czność rozwiązania równania (2.10).

2.2. APROSKSYMACJA OPERATORA TYPU POTENCJAŁU LOGARYTMICZNEGO WARSTWY 
POJEDYNCZEJ

W praktycznych realizacjach zamisst równania (2.10) rozwiązuje się 
równanie
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gdzie Jest operacje "'bliską" operacji l/^ (w sensie normy w l|f CJ)
i w metodach numerycznych powstaje w wyniku dyskretyzacji operacji całko
wej
Najogólniej rzecz biorąc wyraża sie one w postaci 

Np N
. , r  r  w  <k>

^ i p ó 2 _  2 _  ci (x)ó iYi ) f2*24>
k=1 i»1

gdzie tzw. funkcje kształtu C p ^  (7.) dla danego jądra operacji zale
żą od wyboru formuły przybliżonego całkowania, s wiec od wyboru funkcji 
aproksyaującej funkcje 6 ^ ( X )  na C ̂  * jak również od sposobu aproksy
macji dowolnych konturów C ^ .

W konstrukcji operatora "bliskiego" należy przede wszystkim dokonać po
działu konturów na elementy C.^1̂  i dla każdego z nich wybrać od
powiednią funkcje aproksymującą Wykonując następnie całkowanie
po każdym z elementów C.̂  i sumując otrzymane wyniki otrzymujemy opera
cje przybliżoną w postaci (2.24). Zwiększenia dokładności obliczeń funkcji 
kształtu C^' ;(X) może być osiągnięte przez zastosowanie tzw. funkcji 
sklejanych do aproksymacji funkcji gęstości ładunków 6.ĵ k^(X) na elemen
tach podziału konturów C [6J .

2.2.1. Aproksymacja potencjału logarytmicznego warstwy pojedynczej zadane
go na dowolnych okręgach

Niech zadane aą promienie rk orsz ich środki o współrzędnych y . ^ , 
y-/k  ̂ (k=1,2,...N-J, wówczas zbiór punktów należących do łuku C. łączą- 
cego punkty Y^v zgodnie z oznaczeniami przyjętymi na rys.
2.2. wyraża sie wzorem

C.i
(y1.y2)* y.j=y/k^+ rkc o s p ik); y2»y2fk^+ rksiny)(k^}

(2.25)

Funkcje gęstości ładunków bedzie sie aproksymować funkcją sklejaną stopnia
pierwszego interpolującą dane wartości w punktach podzisłu Y. ̂

f klokręgu C * tj. w postaci
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6i^k^(y1,y2) =
(k)(k) W . Ó M  W  (k)

_i i±J-iii— i  + —iii--------------- <P dla(y1fy?)eC
(k) „ (k) 1 ^ i(k) (k)

*i+1 - *i i
dla (y1(y 2l f  CŁik ) (2. 26)

Zgodnie z przyjętymi oznacze
niami otrzymuje się:

, IXYfk)l 
m  = ln , ' TEJ7Y e C± |XY |

ln Ix y 'I
T H T

-  X, r k  2

I XY*k ’*|

[ * «  ♦ « * ■ > « ]  *

U » - «'1 k- -In 1-2 — -rrrr- cosroy

a l  |+ ( •  )g
Rys. 2

Kontur wraz z odbiciem zwiercia
dlanym

Contour C^k  ̂ with iat mirror reflection

t

gdzie

|xY(k)|
(2.271

| xY(k ) | = V ( x r y / k))2 + (x2-y2(k))2; | XYik’ ̂ 1= V(xr xifk))2 + ( x 2+ j2 {)lY

cosoc(k)(X) . s W k>(X)
fk)

XY (k) I l x Y ( k ) l

(2.28)

(2.29)

x,-v.<k>
cos «(«(X) = ^ 1

I XY (k')|
sina (k ')(X) -

(k)

|XY(k’)|
(2.301
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Funkcje logarytmiczne [8] występujące we wzorze ( 2 .2 1 ) są rozwijalne w 
następujący szereg funkcyjny

ln|l-2£(k)cos ¡b( k ) + ( 3 (k))2 |= - 2 ̂ ^ ( $  (k))n cos n/*fk) (2.31)
n=1

gdzie

,00
lx Y ( k ) l

Jeżeki X ł c W ,  to 0 «  J  ^  -c 1 a wiec szereg funkcyjny (2.31) jest jedno
stajnie zbieżny ze względu na Jeżeli X « C ^ k ,̂ tj.
x1= y ^ k^+ rk cosij)(k\  *2=y2(k^+ r^ sin<i}>(k\  ^ (k^= 1, ^(k  ̂= <p(k^-‘¡j)(k^

i wtedy równanie (2.31) przyjmuje postać

ln2 |l - c o s ^ ik)| = 21n(2sin = - 2 ^  ̂  cos n (p(k)- $ ik))
n=1

(2. 32)

(k) (k)przy czym szereg (2.32) jest zbieżny pozs punktami <^v = ^  oraz
p O O . ^ O O  + 23T (ąj>(k)< ^ ik) <  2ST+ ij»fk)).

Zgodnie z wzorami (2.27) i (2.31) słabo osobliwe jądro operacji (2.9) można 
dla Y e C(k) przedstawić w postaci następującego szeregu ze względu na zmien
ną <p

Ir/'ln
|XY | - * ik> ™ ]L n=1

' L i  n < O F ] 7 ) n <=°a [<PW  * « (k,)(X)] . (2.33)
n.1 I**

szgłetaiejąc wzory (2.33) oraz (2.26) we wzorze (2.9) otrzymuje sie
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NP Nk 9  (k)

■ ¡ z  i  rk=1 i=1 ^ i(k)
ó i (k)(Y) XY i (2.34)

gdzieś

" i i ?
I 1»  j # f  dl, - .[k)txl o j «  ♦ i ' Hh! (2.35)

„ <k> ^ <k> 
*1+1 *1 ln IXY(k' '\ . X-1  1 1 ,  "k _-------  —  (■■ ■ »yrv. ) ain ni xy (k 1 1 r,

t p t  L  ? Ln=1
XYr F y

(*>i(k) + OC(k,)(X))- (--; ^ )- 0 n ain n (^i(k) - <*(k) (X))] + ̂  =

= ń7 t o fk ' >,1" - " « ' ^ T  (i^ 'H )n [cos n  r^ i+ i f k )  + *ik )(x)) - 008 n 
i+1

+ « ( k ' ) ( x ) ) l  - £ ]  ^
J n=1 n-

n fco. n
(k) 

^i+1 ~

■ ck) CXJ) - ooa n (rp±w  -<*( k ) ( X ) ) j ( 2. 36)

(k), v rk
*i+1 ™  = ł  1

e r . 1 »
2 |xy'

( k ' ) |  r
^  L ń 5!n=1

( H ^ V n  B in  n
(k)
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_ g°

- «u)w>->i^FT)n » (y»iw > , ) H ł S . V w - f t w  t e V ° '

oo
•[-a n ^ - « (k)U))-oo8 n (^1U } -o=UJ  (X)] - j ^ T T T - '  U 7

rk ,n T ( k K  i * ' )  ^  1pyr) . I cos n (^i+1 (X (X)) - cos n + <X (X))J . (2.37)

Podstawiając (2.35) do wzoru (2.34) oraz porządkując sumą po "i" ze wzglę
du ca zmienne węzłowe <S^k  ̂ otrzymuje się ostateczny wzór na operację 
przybliżoną dla operacji 1/^ w postaci

\ Nk

TL
k=1

TL
i»1

(k),Y} x (k)
(2.38)

gdzie»

ci<k)u)  = i
(k) (k) | (k

ln,h ± \ . - Pi-1 IXY i . > 1 / *k xn
2 -^ U n j nm1 ^5 lxy w l

1 'li ^
1 T 1r r  + ^ — -

(k) (k) (k) (k)
cos -oc (X))-cos n(^i_1 - oc (X))

\n (k; rt(k;'Pi -Pi-i

(k) (k) (k) (k)
cos n(^i+1 dC (X))—cos - oc. (X))

w m n

cos n(fi(k)+ a ^ x>>-cos nt ó )+ * u '} W )
 i  HET— TO---------------------

f i  ?i-i
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(k)
coa n (pi+1

(k) (k) (k')
cc (X)) - coa n (<p± + <x (X))

7FT
V i +1 - f t

W (2.39)

Łetwo zauważyć, że tzw. funkcje kształtu C ^  (X) są dane przez jednostaj
nie zbieżne szeregi funkcyjne (2.39) niezależnie od położeniu punktu X.
W ten sposób otrzymano ogólną procedurę obliczenia potencjału logarytmicz
nego <S zadanego na rozłącznych okręgach -(k)
dać współrzędne środków okręgów oraz ich kąty podziału c p ^ '~ ‘ wraz
z odpowiadającymi im zmiennymi węzłowymi aby, zgodnie z wzorami (2.38) i 
(2.39), otrzymać potencjał logarytmiczny warstwy pojedynczej w dowolnym 
punkcie półpłaazczyzny X2 >  0.

której wysterczy po- 
ich kąty podziału

3. OBLICZENIE R0ZKŁi\DU 'JEKTORA NATĘŻENIA POLA ELEKTRYCZNEGO U UJĘCIU DY/U- 
\VYMIAROVmi

Przybliżone rozwiązanie V(X) w dowolnym punkcie na zewnątrz przewodni
ków (wzór 2,38) przedstawia aie w postaci

1Jp Kk
v(x) = h ~  £  e.ik)(xj ó±fk). (3.1)

0 k=1 i=1

Niezależnie od apoaobu przybliżonego rozwiązania potencjału V(X) natęże
nie pola elektrycznego w obszarze zewnętrznym przewodników określa aie 
wzorem:

Np \
E(X) = - grad V = - pj- £  £  6 ™ ^  c[k)(x)> (3.2)

° k=1 i=1 X 1

Jeżeli potencjały poszczególnych przewodników są zadane w postaci zespolo
nej, co odpowiada rzeczywistym przebiegom sinusoidalnie zmiennym o tyoh 
samych pulsacjach lecz różnych fazach początkowych, to również gęstości 
wezłowe 6±W  bedące rozwiązaniem układu równań (2.8) są zespolone, a 
zgodnie z wzorem (3.2) składowe E i E wektora E (X) są również zespo
lone 1 2

2(X} = lc.|Ex^(X) + (X), , (3.3)
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Jak pokazano w pracy !>] w takim przypadku, ogólnie rzecz biorąc, w dzie
dzinie czasowej wektor E (X,t) = k^Ex (X,t) + k^Ex (X,t) zakreśla w cią
gu okresu T elipse. Składowe wektora natężenia pola2elektrycznego w kie
runku półosi dużej i małej tej elipsy wynoszą odpowiednio

E (X) = 1- max JE(X,t)| = |E-fX)| + | E.(X)| (3.4)
0 V? te(0,T] 1

E.(X) = 1- min _|i(X»t)| = I |E. (X)l - IE?(X)|| 
0 Y5 t«(0,Tj

(3.5i

gdzie:

E^(X) = |E.j(X)| e3* ! ®  = ^  [Ex / X) + 3Ex2(X)]

E2(X) = |E2(X)| e 3<X2 m  = ^  [e*i(X) + j E ^ U j ] .

Jeśli we wzorze (3.2) dokonać przejścia granicznego zmierzając z punktem 
X do powierzchni dowolnego przewodnika C to otrzymuje się składową 
normalną wektora natężenia pola w danym punkcie jego konturu. Jeżeli 
prototypem rozwiązania zewnętrznego problemu Dirichleta jest potencjał 
logarytmiczny warstwy pojedynczej (2.7), to przejście graniczne jest rów
noważne znajomości gęstości powierzchniowej ładunków

« / k) = e e (Y.^kbi o n' i '

4. PRZYKŁAD TESTUJĄCY

Przedstawiony w pracy algorytm wykorzystano do znalezienis rozkłsdu na
tężenia pola elektrycznego na powierzchni przewodnika (rys. 4.1) o poten
cjale V - .

Obliczenie zrealizowano dla podziału konturu przewodnika na = 8,
16 oraz 32 łuki. Wartości obliczonych w ten sposób składowych En na po
wierzchni przewodnika porównano (tabela 1) z rozwiązaniem dokładnym danym
wzorem analitycznym (4.1).
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Rys. 4.1
Przewodnik umieszczony nad powierzch

nią ziemi
The conductor abcve the earth surface

\I-Ę-
V ł r ?

A rshif ——m - 1

h + r0sin<}J

gdzieś

Arshy = ln | y + V y 2 + 1 |

14.1)

Tabela 1

V
V ° 5 [ l  ]

rozwiązanie
analityczne

rozwiązanie nu
meryczne (Nk=8)

rozwiązanie nu
meryczne (1^=16)'

rozwiązanie nu
meryczne (1^=32)

% 4,93591 4,85213 4,84846 4,84493

X
V 4,92204 4,84066 4,83771 4,83456

b 4,93591 4,85213 4,84846 4,84493

■X 4,96972 4,88078 4,87507 4,87052

i * 5,00399 4,91063 4,90245 4,89677

|jr 5,01833 4,92340 4,91406 4,90787

h 5,00399 4,91063 4,90245 4,89677

0 4,96972 4,88078 4,87507 4,87052
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Błąd rozwiązania numerycznego nie przekracza 2 %, a współczynniki uwarun
kowania macierzy układu równań a prok sytuując ego układu równań (2.8) wyno
szą dla podziału konturu C na N^ = 8, 16 orsz 32 łuki odpowiednio: 127,
518 oraz 1679.

5. PRZYKŁAD TRÓJFAZOWEJ LINII PRZESYŁOWEJ 400 kV

Dla trójfazowej linii przesyłowej przedstawionej na rys. 5.1 obliczono
w oparciu o podany algorytm rozkład natężenia pola elektrycznego na po
wierzchniach poszczególnych przewodów. Wyniki obliczeń numerycznych przed
stawiono w formie wykresów na rys. 5.2. Ze względu na symetrię układu po
dano rozkład składowej En na przewodach 1,2 orsz 3.

Rys. 5.1
The 3-phase transmission line 400 kV 
Linia przesyłowa trójfazowe 400 kV 

1 1 2, 3, - powierzchnie przewodów,dla których określono rozkład składowej 
En1 v1* v2* V3 “ potencjały poszczególnych fsz

1, 2, 3 - the conductor surfaces with the distribution of the En compound 
determined; V.j, Vg, - phase potentials

Obliczenis przeprowadzono dla podziału konturów (k=1,...8) przewo
dów na Nję = 16 łuków.
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Rys. 5.2
Rozkład natężenia składowej En na powierzchniach przewodników 1, 2 oraz 3

The distribution of the field strenght compound on the surfeces of the
conductors 1 , 2 , 3

6. ZAKOŃCZENIE

Opracowany algorytm umożliwia obliczanie rozkładów natężenia pola na po
wierzchniach przewodów linii przesyłowych, Jak również w dowolnym punkcie 
zewnętrznym. W zależności od przyjętego sposobu aproksymacji funkcji <5 na 
konturach przewodników otrzymujemy do rozwiązania układ równsń alge-
branicznych o odpowiednim rozmiarze. Macierz otrzymanego układu równań 
jest macierzą gęstą i o współczynniku uwarunkowsnia powiększającym sie 
wraz ze wzrostem jej wymiarów. Przeprowadzone przez autorów liczne przy
kłady numeryczne dla linii 400 kV, jak również 700 kV pokazały, że pomimo 
zastosowania dyskretyzacji prowadzącej do otrzymania układów równań o wy
miarach 150 x 150 otrzymano błędy nie przekraczające 3 i 4 % w stosunku 
do wyników pomiarowych.
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APPLICATION OP THE BOUNDARY ELEMENTS METHOD TO THE SOLUTION 
OP THE PIRST KIND INTEGRAL EQUATION POR THE TRANSMISSION LINE

S u m m a r y

In the work, the external Dirichlet boundary problem for the two dimen
sional Laplace equation haa been reduced to the integral equation of the 
first kind. The solution in the form of the logarithmic potential of the 
singlelayer haa been looked for. The electric mirror image nethod haa teen 
used to take into aceount the earth surface. The computation of the field 
in the boundless apace by means of the integral equation solution on the 
bounds of the media is possible using this nethod. The first kind integral 
equation haa been brought to its algebraic form by the use of spline func
tions of the first order for the two dimensional model of transmission li
nes with different cofingurstions. The division of the conductor contours 
into elements has heen done. The function for the approximation of the sur
face charge density has been found for each element. The approximation of 
the numerical calculation of the charge density distribution on the con
ductor surface and of the field potential outiside the conductor hss been 
found as the sum of the integration results for all elements. The spline 
functions have been used for the approximation of the charge density on 
the individual elements of the conductor division to obtain the greater 
accuracy. The discussion of the correctness of the formulated Direchlet 
problem he been carried out. The explieit character of the obtained solu
tion has been proved. The method of the determination of field strenght 
vector and the calculation algorithm of the field strenght vector compo
nents with the use of the charge density distribution has been given. The 
outside space and the surface of the conductor has been respected. The al
gorithm haa been used (as an example) for the conductor with the known po
tential. The reault has been compared with that obtained by means of accu
rate analytical expression. The algoritm has then been used for 400 kV 
line.

IIPHMEHEHHE METOM KPAEBbiX 3J1EMEHTOB K PEiilEHHlU MHTETPAJIBHNX yPABHEHHH 
I - ro POIA IU10IiiAl.ll nEPECHJIbHHX JlifflHH

B pa6oie CBe^eHO BHemmoB KpaeBym npofijieidy lupuxjie ajih AByxMepHoro ypaBHe- 
uaa Jianjiaca k HmerpajibHoijy ypaBHemno l-ro po*a. HaiueHO pemeHne npoSjieMu b
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BH^e jiorapniJiMH'iecKoro noTemmaxa npocioro caoa. rixocKocTb BeMXH ymeHa aepe3 
npHMeaeHHe weiosa 3jisktph^sckhx oôpaaoB. IIpaMeHeme Aexaei bobmoxhum BhWKO- 
A'ATb nojie b öeoKOHe-iHOM npocipaHCTBe, pemaa HHxerpaxbHHe ypaBHeHHH Ha rpaHH- 
ue pa3AëJieHBH cepAUeBHH.

B paöoTe npaBeAena axre6pBH3amii’ HHTerpaxbHoro ypaBHBHHA
I -ro poA o npHMeHeweM c k j i b s h h h x $yHKUHft I -oft cteneHH axa AByxiiepHoro 06- 
pa3ua nepecbiJiBKux XHHHft c a x h h h h m h  KOHiÿHrypaiiHaMH. ÎIpoa3BeAeHo pa3AexeHHe 
KOHTyPOB npOBOAHHKOB Ha 3 JieM6HTbl H AAH KaXAOro H3 H MX H36paHa COOTBÊTCTByiOmaH 
$yHKHHA npHôxHxarauaA noBepxHociHy» nxoTHocib 3apxxçB. HmerpapyA no KaxAOMy 
sxeMeHiy h CKxaAUBas sih peayxbiaia noxyneHa npaôxns HTexbHax onepauHA axa 
onpeAexeaaH pacnoxoxeHHA njioiHOCTH 3apHAOB Ha noBepxaocTH npoBOAHHKOB a no- 
leHuaajia noxa b npon3BcxbHoft Tonne BHe npoboAHaica acnoxb3ya KoiuibioTep. Æxx 
noxyneHHA 6oxboeft t o h h o c t h  Buiqacxena0 npaMeHeau ckxeeHHue $yHKUHH annpoKca- 
«apyioiHHe cpyHKUHK njioiHocTH 3apaAo<i Ha axeMeHiax KOHTypoB npoBOAHHKOB.

B paooTe npoBeAßHa AHCKyccaa Hax npaBaxbHocTbB dpopHyxapoBaHHoft npoûxeMbi 
AHpaxjie h AOKaaaHO, hto pemeaae 3iott npoÔxeMa 0Ano3HaiH0. IIpeACTaBxeH raxae 
M6 T0A onpeAejieHHß BeKxopa HanpaaceHax ajieKTpsmecKoro noxx. yixeHo xaKxe xaK 
npocipaHCTBo BHe TaK a Ha noBepxHociH npoBOAHHKOB, OnpexexëH axropaTM bhvh- 
cxenaa cocTaBXAioi«Hx BeKTopa HanpxxeHHA acnoxbsya onpeAexëHHoe paHbise pao- 
npeAexenae noBepxHociHoft ilhothooth 3apaA0B, IIpeAciaBaeH b paPoTe a x r o p m M  
Ptix nepexecToBaH Ha npHMepe npoBOAHHKa o H3BecTHUM noTeHUHaxoM, OnpexexëH- 
Hoe TaKHM oPpasoM paonpeAëxeHHe HanpAieHHA noaa Ha noBepxHociH npo^oAHaxa 
cpaBHeHo c aHaxaianecKoft ¡topMyxoft. Pa3paPoxaHHuft axropaiM Phx acnoxb30BaH 
k BbiHacAeHHïo pacnpexexeHHa noxft xaHHft 400 kB,


