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O PUNKTACH OSOBLIWYCH LINIT SIt POLA ELEKTROSTATYCZNEGO

Streszczenie. W artykule przeprowadzono jakosciowag analize roz-
wigzan rownan ilnii sit pole elektrostatycznego w otoczeniu punktéw
osobliwych pola. W pierwszym etapie analizy okreslono warunki, ja-
kie muszag spednia¢ wartosci wkasne macierzy stabilnosci uktadu roéw-
nan pierwszego liniowego przyblizenia dla réwnahn linii sit pols.

W dalszej czesci artykutu przeanalizowano wkasnosci trajektorii
réwnan linii sit pola w otoczeniu punktéw krytycznych niezdegene-
rowanych oraz w otoczeniu punktéw krytycznych zdegenerowanych, w
ktoérych macierz stabilnosci uktadu réwnan linii sidpola posiada je-
dng wartos¢ whasng réwng zeru. Stwierdzono, ze te punkty osobliwe
maja charakter punktéw sioddowych i ze prawie wszystkie linie sit
sg krzywymi siod¥towymi.

1. WSTEP

Analiza topologiczna rozwigzan réwnan linii sit pél potencjalnych w
otoczeniu punktéw krytycznych stanowi wazne zagadnienie z uwagi na duze
znaczenie pojeciowe "rurki si¥' w teorii pola. Analiza ta przeprowadzona
jest z reguty dla konkretnie przyjetych modeli uktadéw polowych. Rozwaza-
ni8 przeprowadzone w niniejszej pracy nie wymagaja zadnej konkretyzacji
geometrii uktadéw polowych.

Przyjmijmy, ze w obszarze ograniczonym D e R™ zadana jest funkcja har-
moniczna 7. Roéwnania linii sit pola elektrostatycznego w tym obszarze opi-
suje uktad réwnan:

= Ek(X) k =1,2,3 x = (x1tx2,x3) X « D tl)

gdzie:
Ek - sktadowe wektora natezenia pola elektrostatycznego okreslone
wzorem:

@
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Punkty krytyczne funkcji harmonicznych (tzn. punkty,w ktérych grad V = 0)
sa punktami osobliwymi uk#adu réwnan (1). Istotne jest wiec zbadanie stru-
ktury zbioru punktéw krytycznych funkcji V w obszarze D oraz zbadanie za-
chowania sie trajektorii ukdadu réwnan (1) w otoczeniu punktédw krytycz-
nych.

2. STRUKTURA ZBIORU PUNKTOW KRYTYCZNYCH FUNKCJI HARMONICZNEJ

W pracy £I, s. 2623 wykazeno, ze zbiory punktéw krytycznych funkcji
harmonicznej nie moga byé regularnymi pdatami powierzchniowymi. W pracach
[2, 3] wykazano, ze zbidér punktéw krytycznych funkcji harmonicznej w
ograniczonym obszarze D e r3 mozne przedstawi¢ w postaci:

m n
n= (U Ni() u <U V 2)) (©))
i=1 i=1
gdzie:
N : x e D: grad V(X) s Oj @
®i”N -] 3 eD: gredV(x)»0n H(xX) ~ Oj ®)
i | (2)':j X e dn: gread VX)) >» O HE) = 0_[1 ®)
H(X) - hesjan funkcji V w punkcie x e D.
W pracy [3] wykazano ponadto, ze zbiér ~ N~ ~ rozpada sie na cztery
sktadowe:
I, 2 ,41 *¥2 n3 b4
U h -U “fu U siulU Riu 1JTi (@)
=1 =1 kel =1 i»l
gdzie:
M *|72*3 lgad VX) -On HX) =0j j dmD « 1 f8)
przy czym:

AL ukm ©)
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Si :jx «D :grad V(x) = 0n H) = O] » di* Si = 1 0y
S. nSkn S-jn...nSm = A j dimA = fil)

iyk] ly*a* I

i+k+ 1+ ... +a=2n n €N

Ri :|XeD :grad V() = 0n HX) = 0] j dimR* =0 @

T~ - jX eD sgrad V(X) = 0n H(xX) 5 0] jdimlj = 0v dim TA= 1.

a3

Zbiory krytyczne okreslone wzorem (5) sa zbiorami Morse’a (niezdegenero-
wanymi), wiec [4, s. 213 aa one punktami izolowanymi.

Ra podstawie powyzszych wzoréw mozna stwierdzi¢, ze w obszarze ograni-
csonym D e R™ funkcja harmoniczna posiada skonczong liczbe:

- punktéw krytycznych niezdegenerowanych (zbiory N~7™),

- krzywych odosobnionych (zbiory M%),

- krzywych z punktami wielokrotnymi (zbiory S*),

- izolowanych punktéw osobliwych zdegenerowanych (zbiory R™),
- zbioréw krytycznych silnie zdegenerowanych (zbiory IR).

Ponadto wykazano [3] , ze zbiory M, Si sg krzywymi analitycznymi o ksztak-
cie krzywych siodtowych. Dla funkcji harmonicznych w postaci ogélnej ana-
liza struktury zbioréw Ti (wzér (13)) do chwili obecnej nie zostata prze-
prowadzona [*5,6] =z wyjatkiem pewnych szczegélnych przypadkéw [7] . Przy-
padkiem tym zajmowa¢ sie nie bedziemy. Strukture zbioréw krytycznych funk-
cji harmonicznych przedstawiono na rys. 1.

"3. ANALIZA WARTOSCI WEASNYCH MACIERZY STABILNOSCI UKLADU ROWNAFI LINII SIt
POLA

Dla uk#adu réwnan (1) w punkcie osobliwym xQ rozpatrzmy przyporzadko-
wany mu ukdad réwnan pierwszego liniowego przyblizenia:

@ () = Hx
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Rys. 1

Struktura zbioréw krytycznych funkcji harmonicznych
The structure of critical sets for harmonie functions

gdzie:
H - macierz stabilnosci (hesjan funkcji V w punkcie *0)«

Réwnanie charakterystyczne macierzy H po rozpisaniu przyjmie postac:

det [H-M] = *3. *2 -

V2 -V 2-V2 1-det [n] =0
XgX™N  xix2j

gdzie:
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Po prostych przeksztatceniach wzér (15) przyjmie postac:

det [h- a,i] «*3- J2 AV-%9. V 24V 2 +V 2 +2V 2 +2V_2 +2V 2
*N2 72173

det [h] =0 (}6)

det [h-*1] = @ - ».,)(*- *3) = &3 - &2¢( +73) +

an

Poniewaz ¢T| xej » O, to z poréwnania wzoréw (16), (17) uzyskujemy:
v+ "2t~ @as)

Wykorzystujgc wzér (18) +atwo mozna wykazaé¢ tozsamosc

a9

Poréwnujac wzory (16), (17), (19) uzyskamy:
X1+ 9* + *3 " Vx1z1+VX?z2+VX3X3+2VX IX 2+2VX IX3+2VX 2x3 (20*
N2 N30 i - ()

Z symetrii macierzy H oraz ze wzoréw (18), (20), (21) wynikaja nastepujace
wnioski:

- wartosci whasne macierzy Hsg rzeczywiste,

- wartosci whkasne macierzy Hsag rézne od zera, gdy det H ~ O,

- wartosci whasne macierzy H posiadajg réozne znaki lubwszystkie sg réwne
zeru,

- macierz H moze posiada¢ pojedyncza wartos¢ wkasng réwng zeru lub wszy-
stkie jej wartosci wkasne sa réwne zeru,

- jesli wszystkie wartosci wkasne macierzy H sg réwne zeru,to det [h] s o-
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W zaleznosci od potozenia wartosci whasnych macierzy stabilnosci H ns
osi Re X analiza zachowanis sie trajektorii ukdtadu réownan (14) w otocze-
niu punktu osobliwego sprowadza sie do zbadania nastepujacych przypadkow:

1. Punkty krytyczne niezdegenerowane - det [H f O

1.1. Wszystkie wartosci wkasne macierzy stabilnosci sg rozne,
1.2. Dwie wartosci whssne macierzy stabilnosci sg réwne i tego samego
znaku, trzecia wartos¢ wkasna jest przeciwnego znaku.

2. Punkty krytyczne zdegenerowane - det |h] =0 (Jedns z wartosci whka-
snych macierzy H jest réwna zeru, pozostate sg réwne co do modudu i
maja roézne znaki).

2.1. Punkty krytyczne izolowane,
2.2. Punkty krytyczne nieizolowane.

3. Punkty krytyczne "silnie zdegenerowane”™ - det [ a O (wszystkie war-
tosci wkasne macierzy stabilnosci sa réwne zeru).

W pracy ograniczono sie do analizy przypadkéw 1,2.

4. ANALIZA LINIT SIt POLA W OTOCZENIU PUNKTU KRYTYCZNEGO NIEZDEGEHEROWA-
NEGO. POZNE WARTOSCI WEASNE MACIERZY STABILNOSCI

Jezeli wartosci whasne macierzy stabilnosci sg rézne od zera i moja
rézne znaki, to zgodnie z klasyfikacjag Niemyckiego (00 , s. 88 do 129)
obraz trajektorii ukdadu rownan (14) w otoczeniu punktu osobliwego nosi
nazwe uogdlnionego siodta.

Niech k (k=1 lub k=2) oznacza liczbg ujemnych wartosci wkasnych macie-
rzy stabilnosci, wtedy istnieje zbidér trajektorii bedacych 0+ krzywymi,
ktére wypedniaja ptaszczyzne k-wymiarowa oraz zbidr trajektorii bedacych
O-krzywymi wypedniajacych prostopadtg do powyzszej ptaszczyzne 3-k wymia-
rowg. Wszystkie pozostate trajektorie sa krzywymi siodtowymi. Obraz uogoél-
nionego siodta dla przypadku < 0, <0, > 0 pokazano n8 rys. 2.

5. ANALIZA LINIl1 SIt POLA W OTOCZENIU PUNKTU KRYTYCZNEGO NIEZDEGEHEROW*-
NEGO. DWIE WARTOSCI WLASNE MACIERZY STABILNOSCI SA SOBIE ROWNE

Niewielka modyfikacja dowodu twierdzenia opisujgcego wkasnosci traje-
ktorii uktadu réwnan pierwszego liniowego przyblizenia dla ukdadu Q)
(8j,s-101) w wypadku, gdy dwie wartosci whkasne macierzy stabilnosci sa
sobie réwne, pozwala stwierdzié¢, ze obraz trajektorii linii sit pole w
otoczeniu punktu osobliwego bedzie podobny jak w punkcie 4. Siod#o uogol-
nione ulegnie degeneracji polegajgcej na tym, ze 0+ lub 0” krzywe wyped-
niajgce ptaszczyzng k-wyraiarowg bgda liniami prostymi.
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Rys. 2
Siod¥o uogdélnione dla réwnania (14w postaci kanonicznej
The generalized saddle for Eq.(14)in the canonical form

Nalezy zauwazy¢, ze w przypadku réznych od zera wartosci whkasnych ma-
cierzy stabilnosci, trajektorie uktadu réwnan (14) sa dyfeomorficznie roéw-
nowazne trajektoriom uk#adu réwnan (1) [O1 -

6. ANALIZA LINIl@ SIt W OTOCZENIU PUNKTU KRYTYCZNEGO ZDEGENEROWANEGO -
1ZOLOWANEGO

Niech x = (0,0,0) bedzie punktem krytycznym zdegenerowanym izolowanym”
w ktérym = 0, > 0, = X . Uk#ad réwnan (1) w otoczeniu
punktu krytycznego zdegenerowanego w przypadku jednej zerowej wartosci wha-
snej mozna zapisa¢ ([103,8. 237) w postacij
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dx,,
(M = x2 e cR 22)
dt
dx3
—2 () = - x,.
dt 3

Dla £ = 0 uzyskuje sie otiraz trajektorii ukdadu réwnan (1) w otoczeniu
punktu krytycznego zdegenerowanego. Rozwigzania ukdadu réwnan (22) ag okre-
Slone wzorami:

X1(t) * (t + C.,))-1
x2() = Cgen t € (<m0 ,<0) (23)

x3() “ CjS ,C2,C3 6 R.

Wprowadzamy funkcje:
r(t) o I/x.,2(t) + x22(t) + x32(t) (24)
Jezeli:

lim r(tt) oo
t— 00

lim r(t) =0 (25)
t- o>

to trajektorie ukdadu réwnan (21) o whkasnosci (25) nazywamy O+ (0~) krzywa
([83,a. 91)

Jezeli:

min r(t) =k

t <¢(0.1)

k>0,1 8R (26)
min r(t) «+ k
t t(0,-TJ

to trajektorie o powyzszej whasnosci nazywamy krzywg siodtowa.
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Analizujgc wartosci graniczne funkcji (23), (@4) ""Z warunek istnienia

minimum funkcji (24), uzyskano portret fazowy ukd#adu réwnan (22) w otocze-
niu punktu osobliwego dla réznych kombinacji statych 0, Cg, Oy Na rys. 3
pokazano portret fazowy ukdsdu réwnshn (22) w obszarze -o00 < <00

0 < x2<«<® * 0 N x3<0° * Przy cif ®2” C~ » W pozostatych c¢wiartkach
uktadu wspodrzednych przebiegi trajektorii ukdadu réwnan (22) beda podo-
bne. Prawie wszyetkie trajektorie ukdadu réwnan (22) aa zdegenerowanymi
krzywymi sioddowymi. Zbiory trajektorii bedacych 0+, 0" krzywymi sg miary
objetosciowej zero.

Rys. 3

Trajektorie ukdadu réwnan (22)w otoczeniu punktu krytycznego zdegenerowa-
nego x = 0,0,0

The trajectory of E ,(22)in the neighborhood of the oritioal degenerata
q point x = 0,0,0

7. ANALIZA LINI1 Si+ POLA W OTOCZENIU PUNKTU KRYTYCZNEGO ZDEGENEROWANEGO
NITEIZOLOWANEGO

Zat6zmy, ze krzywa gtadka bedaca nieizolowanym punktem krytycznym jest
niezdegenerowanym zbiorem bifurkecyjnym, tzn. nie ulega rozpadowi na o0so-
bliwosSci prostszego typu przy matej zmianie parametréw pola wektorowego
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Ek (©=1,2,3). Przyjraiji 7 ponadto, ze tan nieizolowany punkt krytyczny od-
powiada wartosci wlkasnej » 0, W dowolnym punkcie xQ zbioru krytyczne-
go wprowadzmy lokalny uktad wspédrzednych ~ n tak, by w punkcie
XQ od ~ uk#adu wspotrzednych byka styczna do krzywej krytycznej. W do-
statecznie matym otoczeniu punktu x0 uk#ad réwnarn (14) przyjmie postacé:

d¢l

ir(t) = @n

d~@® =mxh

gdzie: 8 jest pewng funkcjg nie zawierajaca wyrazéw szei-egu Taylora funk-
cji V rzedu 1li2.

Zbadajmy trajektorie ukdadu roéw-
nsn (27) w ptaszczyznie ~ = 0,
+atwo zauwazyé, Ze prawie wszy-
stkie trajektorie ukfadu réwnan
(27) w plaszczyznie = 0 sa
krzywymi siod¥owymi (rys. 4).
Z powyzszego wynika, ze prawie
wazystkia trajektorie uktadu roéw-
nan (27) w otoczeniu krzywej
krytycznej beda krzywymi siodto-
wymi, a O+ i 0“ krzywe wype#niac
beda powierzchnie seperatys.
KrawedzZz przeciecia powierzchni
seperatys tworzy krzywa kryty-
czng pola (rys. 5).

8. POD5UMOVMNI2

Rys. 4
Trajektorie ukdadu réwnan (27)w ptasz- 1* w Pr8°y przeanalizowano
ozyznie prostopadtej do krzywej kry- portrety fazowe trajek-
tycznej torii uktadu réwnan linii
The trajector¥ of Eq. (27)|n the plane ,
perpendicular to critical curve pola elektrostatycznego w

otoczeniu punktéw krytycz-
nych niezdegenerowenych i zdegenerowanych przy zatozeniu, ze pojedyn-
cza warto$é whasna macierzy stabilnosci ukdadu rownan (1) jest roéwne
zeru. Wykazano, ze prawie wszystkie trajektorie uktadu réwnan (1) w
otoczeniu badanych punktéw krytycznych sa typu siodtowego.
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Rys. 5
Trajektorie uktadu réwnan (27)w otoczeniu punktu krytycznego zdegenerowa-
t nego - nieizolowanego

The trajectory of Eq. (27)in the neighborhood of the critical degenerate
and non isolated point

2. Wyniki niniejszej pracy przenoszg sie na rownania linii sit pola w
osrodkach niejednorodnych izotropowych pod warunkiem, ze funkcja
przenikalnosci elektrycznej osrodka jest anelltyczns (réwnania pola
elektrostatycznego w tym przypadku opisuje rownanie eliptyczne z
operatorem Laplace’®s w czesci gtdéwnej, ktérego rozwigzania sg funk-
cjami analitycznymi, co powoduje, ze struktura zbioréw krytycznych
Jest taka sama jak dla funkcji harmonicznych (punkt 3)).

3. Wyniki niniejszej pracy przenosza sie réwniez na réwnanie linii sit
pola w osrodkach niejednorodnych izotropowych pod warunkiem dosta-
tecznej gtadkosci funkcji przenikalnosci elektrycznej osrodka. W tym
przypadku nalezy jednak zatozy6, ze struktura zbioréw krytycznych
potencjatu pola Jest teka sama jak dla funkcji harmonicznych.

9. UZUPELNIENIE

Linig sit pola wektorowego E nazywamy krzywg, do ktérej styczna w kaz-
dym punkcie Jest zgodnie skierowana z wektorem pola w tym punkcie.
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Z powyzsze;) definicji wyniks, ze w kazdym punkcie x linii sit jest sped-
niona zaleznosc¢:

E(x)X dL - 0 (28)

gdzie:

X
1

X1 + Xgj +
E(X) = E.,()i + E20)J + E3()k
dl = dx”~ + dx2j + dx3k

i,j.k - wersory jednostkowe ksrtezjanskiego uktadu wspétrzednych.

Wykorzystujac definicje iloczynu wektorowego wzdér (28) po prostych prze-
ksztatceniach mozna przedstawi¢ w postaci:

dx, dx,, dx_
T-rrbr= = @9

Wprowadzmy parametryzacje zmiennych przestrzennych xk(k = 1,2,3), tzn.
zatozmy, ze:

x1 = x1(®)
x1 = x2(t) t e R* (30)
x3 = x3(t)~

Sktadajgc funkcje EjE(x) z Ffunkcjami okreslonymi wzorem (30) réwnanie (29)
mozna zspisa¢ w postaci:

dx1(t) dx2 () dx3 (D)

57W ) ) ¢ Ugw b)) ° codt (31)

ktéra jest réwnowazna postaci normalnej Cauchy’ego dla réwnania (31):

dx.

~Nift) = EL,(x(D)

dx2

A (L) = Eg(x(B)) (€7
~A"2(t) = E3(x(V).
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Punkt x,w ktérym réwnoczesnie:
Ej(x(t)) = E2(x(t)) = E3<x(t)) =0 33)

nazywamy punktem osobliwym ukdadu réwnan (32).

W  punkcie tym nie sa spednione zatozenia twierdzehzapewniajgcychjedno-
znacznos$¢ rozwigzania uktadu réwnan (32) (np-twierdzenia Picarda), zatem
przez taki punkt moze przechodzié¢ wiele krzywych catkowych (linii sit
pol8). Jedna z metod jakosciowych badania krzywych catkowych w otoczeniu
punktu osobliwego (przyjeta w pracy) polega na analizie réwnan pierwszego
liniowego przyblizenia dla réwnan (32):

dx.
() = Hk(x(D) GH

gdzie:
H - macierz stabilnosci (Jacobiegod funkcji w punkcie Xx.

Analiza wartosci wkasnych macierzy H pozwala zbada¢ lokalne whasnosci
linii sit w otoczeniu punktu osobliwego, gdy wszystkie wartosci whasne
tej macierzy sa rozne od zera. Punkty osobliwe,w ktorych wszystkie war-
tosci whasne macierzy stabilnosci sg niezerowe, sg izolowane i noszg na-
zwe punktéw Morse’s (niezdegenerowanychj. Teoria jakosSciowe badania roz-
wigzan réwnan rézniczkowych w otoczeniu punktéw osobliwych jeat w chwili
obecnej najbardziej rozwinieta dla punktéow Morse’a. Dla punktéw krytycz-
nych zdegenerowanych, tzn. takich,w ktérych przynajmniej jedna wartosc¢
whasna mscierzy stabilnosci jest réowne zeru, metody analizy trajektorii w
otoczeniu punktu osobliwego znajduja sie obecnie w fezie badan,np. nie
rozwigzany ostatecznie do chwili obecnej problem centrum - ognisko na pta-
szczyznie. Zagadnienie istnienia postaci kanonicznej w jakiej nalezy przed-
stawi¢ uktad rownan (32) w otoczeniu punktu osobliwego zdegenerowanego
jest w chwili obecnej tylko czesciowo rozwigzane (w przypadku réwnan ana-
lizowanych w pracy posta¢ taka istnieje) i wiaze sie Scisle z teorig oso-
bliwosci odwzorowan i z teorig blrfurkacji [5,6,10] .

Istnieje wiele uktadow Fizycznych,w ktérych doswiadczalnie stwierdzono
istnienie punktéw osobliwych. Do najprostszych naleza typowe uktady elek-
trostatyczne typu kula - kula, walec - walec itp. natadowane jednoimien-
nie. Portrety fazowe linii sit pola w otoczeniu punktéw osobliwych podano
w literaturze [11,12] . Wiele bardziej ztozonych portretéw fazowych linii
sit pola podano w klasycznej literaturze dotyczacej teorii katastrof i to
nie tylko dla p6l elektrycznych i magnetycznych, ale réwniez dla tzw. pol
pradu w mechanice cieczy, optyce, teorii promieniowania, termodynamice
przemian fazowych, fizyce laseréow, biologii i socjologii [13] .
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OR THE SIRGULAR POINTS OF THE LIKES OF FORCES OF THE ELECTROSTATIC FIELD

Summary

The paper deals with a quantitative analysis of the solution of equa-
tions for the lines of force of an electrostatic field in the vicinity
of singular points of the field.

In the first stage of the analysis _je conditions are determined which
must be mat by the eigenvalues of the matrix of the stability of a set of
equations of first linear approximation in the case of equations of the
lines of the field.
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The further part of the paper contains an analysis of the properties
of the trajectories of equations for the lines of fore-" of the electro-
static field in the vicinity of critical nondegenerate points ss well as
in the vicinity of critical degenerate points, in which the matrix of
stability of the set of equations for the lines of forces of the electro-
static field has one eigenvalue whioh is equal to zero.

It has been found that these singular points have the chsracter of
saddle points and that almost all the lines of forces are saddle curves.

OB OCOEHX SOHKAX. jfcSHH Gilji BIIEKTPO*JTATiiaiiOKOID nOJH

Pesbme

B ciaibe npemciaBmeH tcavecTBeHHua aHaan3 pemeHHit ypaBHemiH cam emeKipoc-
TaTavecKoro noma b oKpeciHocia ocoSux Tonea noma. B nepBoa aacia a:-:ama3a
onpememeHH yemoBaa Kaicae momaHU BiinoJiHHTb KopHH xapaKiepacTaaeCKoro ynpaBae-
hhh MaipauH ycTOflaaBocia cacieuu ypaBHeHatt nepaoro npadmaxeHHa mma cacieMbi
ypaBHeHaa maHaa cam noma. B mambHeamefi aacia paooTu accmemosaabi csoacTBa
aHierpambHux KpaBboc ypaBHeHaa maaaa cam noma b oKpecTHOCTa KpaTaaecKax hbbh-
pamweHHHX rouea a b OKpeciHocia KpaiaaecKax BupoayteHHux loaeK, b Koiopux aa-
Tpaua ycioaaHBocTH cbctsmh ypaBHeHaa maHaa cam noma oomamaeib oahbm KopHea
xapaKTepacTaaecKoro ypaBHeHaa paBHHH Hymo. KoHCTaTapoBaHO, mo sth ocooue
tohkh aMex)T xapaaiep cemmoBtcx Tonea a hto noma Bee maHaa cam sto cemmub-e
KpaBtie.



