
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 1985

Seriat ELEKTRYKA z. 98 Nr kol. 859

Tadeusz GLINKA

Instytut Maszyn i Urządzeń Elektrycznych 
Politechniki śląskiej

MODEL MATEMATYCZNY SPRZĘŻENIA MAGNETYCZNEGO UZWOJENIA TWORNEKA Z UZWOJE
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Streszczenia. W eksploatacji silników prądu stałego występują 
różnego typu zaburzenia, np.t
- wyłączenie szybkie prądu twemika,
- chwilowe zwarcie miedzyzwojowe na uzwojeniu kompensacyjnym,
- chwilowe zwarcie komutatora przez luk okrężny.
Zaburzenie te przenoszą sie na uzwojenie wzbudzenia, powodując dzia
łanie zabezpieozeń w tym obwodzie. Prąd wzbudzenia przy tego typu 
zaburzeniach może osiągać wartość kilkakrotnie większą od wartości 
znamionowej (rys. 1). Przenoszenie zaburzeń z obwodu twomlka na ob
wód wzbudzenia odbywa sie ze pośrednictwem zezwojów komutujących. 
Zjawisko to, z uwzględnianiem prądów wirowyoh indukowanych w poprze
cznym (<t> k J i podłużnym (0 ) obwodzie magnetycznym, opisano równa
niami (3 So 8). Warunkiem rozwiązania tych równań jest wcześniejsza 
identyfikacja szeregu parametrów w nich występujących.

1. ODDZIAŁYWANIE PRĄDU TWORNIKA NA PRĄD WZBUDZENIA W STANACH NIEUSTALO
NYCH

W czasie różnego typu zaburzeń występujących w eksploatacji silników 
prądu stałego obserwuje sie równoczesne działanie zabezpieozeń silnika w 
obowodzie twomlka 1 obwodzie wzbudzenia. Zabezpieczenie w obwodzie wzbu
dzenia nastawiane jest z reguły na wartość prądu równą 1,5 prądu znamio
nowego, a zabezpieczenie w obwodzie twomlka na wartość prądu równą 2,5 
prądu znamionowego. Nie w każdym przypadku, w sposób Jednoznaczny,można 
ustalió czy pierwotną przyczyną zadziałanie zabezpieozeń było zaburzenie 
prądu twomlka czy też prądu wzbudzenia. Jeśli zaburzenie wystąpiło w:ob- 
wodzie wzbudzenia silnika, to wyłączenie prądu wzbudzenia spowoduje zanik 
strumienia wzbudzenia i w konsekwencji przy stałym nspiąclu zasilania wy
stąpi nagły wzrost prądu twomlka, który uruchamia zabezpieczenie nadmia
rowe prądu twomlka. W przypadku odwrotnym, gdy pierwszy reaguje wyłąoznik 
szybki prądu twomlka w wyniku wzrostu prądu obciążenia dochodzi również 
do zaburzenia prądu wzbudzenia, powoduJąo znaczną zmianę jego wartości, co 
w konsekwencji uruchamia działanie zabezpleezeń w tym obwodzie.



Badania eksperymentalne wykazały, że, np. przy skokowym zwarciu komuta
tora przez łuk okrężny, maksymalna wartość prądu w obwodzie wzbudzenia 
może osiągnąć wartość kilka razy większą od prądu znamionowego - rys. 1.
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Rys. 1
Przebieg prądu w uzwojeniu wzbudzenia przy zwarciu twomlka Al - A2 w
czasie t - 0. Przebiegi zarejestrowano dla maszyny prądu stałego o danych 
znamionowycht 7,5 kW, 220 V, 39,2 A, 1450 obr/min, ■ 0,7 A, przy zna

mionowej prędkości obrotowej 
Diagram of the field ourrent Iw żfter the sudden short-cirouit of the er-
mature wlnding A1 — A2 in the initial moment t •» 0. The ourwes have been 
reąording by normal speed on the 7,5 kW, 220 V, 39,2 A, 1450 r.p.m. I _ «

0,7 A direct current machinę

Z osoylogramu widać, że prąd wzbudzenie po zwaroiu twomlka narasta bardzo 
szybko do wartości około 5 I^jj, natomiast zanika znacznie wolniej. Wpływ 
zaburzenia prądu twornika na prąd wzbudzenia nie ma prostego schematu dzia
łania, gdyż w uzwojeniu wzbudzenia nie indukuje sle naplecie rotacji.
W przenoszeniu zaburzeń z obwodu twomlka na obwćd wzbudzenie pośredniczą 
dwa zjawiskat
- sprzężenie indukoyjne uzwojenia twomlka z uzwojeniem wzbudzenia,wyste- 
pująoe, gdy szozotki nie leżą w osi neutralnej,

- przepływ zezwojćw komutującyoh przy komutacji nieliniowej, a taki chara
kter ma komutacja w stanach zaburzeniowych.



Model matematyczny sprzężenia.. 125

Sprzężenie indukcyjne uzwojenia 
twomika z uzwojeniem wzbudzenia 
zależy od kąta ocm miedzy osią 
szczotek a osią biegunów głó
wnych irys. 2).Przy kącie elek
trycznym ote « p ocm » |r 
sprzeżenie to teoretycznie nie 
występuję. \1 praktyce sten 
oc = 5, jest trudny do uzyska

nia z uwagi na użłobkowanie 
wirnika oraz tolerancje w wy
konaniu elementów silnika, a 
także dokładność ich montażu 
[i] . Przy pracy silnikowej 
składawa wzdłużna przepływu 
twornika

©0 na prze-
Rys. 2

Rozkład przepływu twomika
pływy składowe 8 ^  1 ®ad przy szczot-
‘kach wysuniętych z osi neutralnej xg<SC/?
The distribution of the magneto- motive 
force ©8 on the components m.m.f. ©aq
a?d 0adwt,il® the ',ruBh0a bave been dis
placed from the neutral position oc0<S>"/2

ad cos oc . a e

Jeśli kąt acfl < ^ , to prze- 
pływ ®  ̂bądzie osłabiał prze
pływ wzbudzenie ®w (rys. 2), 
natomiast jeśli <*e > *2 » 1:0 
przepływ ®8d bedzie wzmacniał 
przepływ ©_.j  j  W

Przy szybkiej zmiag|e prądu twomika występuję także szybka zmlana^jrze- 
pływu składowego — sprzężonego z uzwojeniem wzbudzenia. Pochodna 
wymusza zmianę prądu wzbudzenia.

Komutacja prądu w stanach zaburzeniowyoh jest zawsze nieliniowa, a przy 
komutacji nieliniowej występuję składowa wzdłużna przepływu zezwojów komu
tujących ®z [2] . Przepływ ®z podobnie jak przepływ ®ad jest sprzężony 
indukcyjnie z przepływem wzbudzenia ©w. Zaburzenia w pracy silników prądu 
stałego pojawiają sie w sposób nagły, np. zadziałanie wyłączników szybkich 
wyłączających nadmierną wartość prądu twomika lub też zwarcie na jednym 
z uzwojeń itp. Jeśli przed zaburzeniem komutacja w maszynie była liniowa 
lub zbliżona do liniowej, to po wystąpieniu zaburzenia komutacja staje sie 
silnie nieliniowa. Mamy zatem do czynienia z nagłym pojawieniem sie prze
pływu ® •, także pochodna —jjf* która oddziałuje na prąd wzbudzenia be
dzie mleć również dużą wartość.

(1)
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2. MODEL MATEMATYCZNY SPRZĘŻENIA INDUKCYJNEGO UZWOJENIA TWORNIKA Z UZWO
JENIEM WZBUDZENIA POPRZEZ ZEZWOJE KOMUTUJĄCE

Tworząc model matematyczny sprzężenia indukcyjnego uzwojenie twomika 
z uzwojeniem wzbudzenia poprzez zezwoje komutujące zróbmy następujące za
łożenia upraszczające:
- szczotki leżą w osi neutralnej cee » ś|, ®gd = 0,
- obwód magnetyczny zarówno w osi poprzecznej, jak i wzdłużnej jest linio
wy.

- pomija się nasyceniowy wpływ oddziaływania twornike na strumień wzbudze
nia (założenie spełnione tylko w maszynach skompensowanych),

- szerokość szczotki jest równs szerokości podziałki komutatorowej, tzn. 
że pod każdym mostem szczotkowym komutuje tylko jeden zezwój (w modelu 
matematycznym można uwzględnić również większą liczbę zezwojów równocześ
nie komutujących,lecz wówczas równania niepotrzebnie się komplikują, co 
utrudnia śledzenie zjawiska od strony fizykalnej),

- w stanach zaburzeniowych rozkład indukcji w strefie komutacyjnej jest 
równomierny [3] ,

- w stanach zsburzeniowych rozkład indukcji w szczelinie bieguna głównego 
jest nierównomierny, podobnie jak w litym pieńku bieguna głównego [3] ,

- prędkość wirowania wirnika Jest stałs, założenie to Jest spełnione, gdyż 
jak widać z rys. 1 zaburzenia trwają bardzo krótko (około 0,01 do 0,05s), 
stąd w tym czasie wirnik, z uwagi na bezwładność mechaniczną, praktycz
nie nie zmieni swojej prędkości kątowej.

Załóżmy również rodzaj zaburzenia, np. działanie wyłącznika szybkiego, 
który wyłącza nadmierną wartość prądu tworniks. Taki rodzaj zaburzenie 
występuje często w czasie pracy silników walcowniczych. Rozpatrzmy zja
wisko wzbudzania przepływu ®z przy tego typu zaburzeniu.

Wyłączenie prądu twomika nestępuje prawie skokowo

i(t) = IQ [1 - 1 (t)] (2)

za tak szybkimi zmianami prądu nie nadążają zmiany strumienia w stre
fie komutacyjnej (rys. 3). Korzystając z równań transmitancji poprzeczne
go obwodu magnetycznego, 8 więc szeregowego obwodu magnetycznego o dużej 
szczelinie powietrznej z blokiem litym [3] • równanie indukcji w strefie 
komutacyjnej można zapisać w postaci operatorowej [4] :
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Rys. 3
Przebieg czasowy strumienia w strefie komutacyjnej 0k przy wyłączaniu 
prądu twornike. Oscylogrem zarejestrowany dle maszyny prądu stałego o da

nych znamionowych: 220V, 77A, 1450 obr/min
The temporal variation of the flux in the commutation plene after a cut- 
ting of the armatura current. The oscillogrsm has been recorded on the 

220 V, 71 A, 1450 r.p.m. direct current machine

rgdzie:
Bko - wartość indukcji w szczelinie bieguna pomocniczego przed wy

łączeniem prądu, 
b ^ ^  - wymiary nabiegunnika bieguna pomocniczego,
k1-kg»1 - parametry zależne od przepływów twomika i biegunów pomocni

czych oraz przewodności drogi magnetycznej etrumieni w stre
fie komutacyjnej [4] ,

T1tT2 - elektromagnetyczne stałe czasowe obwodów prądów wirowych
wzbudzanych w elementach sto jana (T̂ ł i elementach wirnika (Tg).

Pod wpływem pola magnetycznego Bj^p) w zezwojach komutujących indukuje sle 
naplecie rotacji

Ek(p) - 2 1± B^p) (4)

gdzie:
ł * conat jest- prędkością obwodową wirnika.

«
Napigeie Ek(p) wymusza, w zwartych przez szczotki zezwojach, przepływ 
prądu Ix(p), którego przepływ ®z oddziałuje na uzwojenie wzbudzenia. 
Obliczenia prądu I„(p) oraz zmian prądu w uzwojeniu wzbudzenie Al_(p) podZ  W
wpływem opisanego zaburzenia, można przeprowadzić w oparciu o schemat zâ
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atępozy podany na rya. 4. Obwód magnetyczny wzbudzania przy niewielkich 
zaburzeniach przepływu nożna uważać za liniowy (linia proste atyczna do 
charakterystyki magnesowania w punkcie pracy), a zatem obliczając składowe 
zaburzeniowe można posłużyć sic metodą superpozycji. Zgodnie z zasadą su
perpozycji napięcie Uw i prąd Iw w uzwojeniu wzbudzenia oraz strumień 
wzbudzenia <t> rozłóżmy na składową stałą i składową zaburzeniową

V P )
V p>
0„(p)

Uwo + AUw<P> 
Xwo + AIw(P)
0wo + A0w(p)

(5)

Rys. 4
Schemat zastępczy sprzężeń indukcyjnych zezwoju komutującego z uzwojeniem 

wzbudzenia i blokiem litym stojana
The equivalent circuit of the inductive linkage of the commutator winding 

section, field winding and the stator solid iron

Przy czym
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Dla składowych zaburzeniowych w uzwojeniu wzbudzenia AU„, AI„, A 0W T7 W
oraz sprzężonego z tym uzwojeniem zezwoju komutującego obowiązują równa
nia:

Ej^p) = AU, + AU2 + (2Rd + Rfc) Iz(p) + pLkfJ Iz(p) + p Zz . Ai,(p) (6)

AUW = 0 - R^ AIw(p) + pLWB AIw(p) - PZWA0W. (7)

Strumień AÓ^fp) w szeregowym obwodzie magnetycznym z elementem litym i 
małą szczeliną powietrzną [3]

A0"fP) = [VzfP) ' Z" AIw(Pil (8) 

przy czym

AU,, AUg - spadek napięcia na nabiegającej i zbiegającej krawędzi 
szczotki,

Lka* Lws ~ indukcyjności rozproszeń zezwojów komutujących i uzwoje
nia wzbudzenia,

Zz, Zw - liczba zwojów w zezwoju komutującym i na dwóch cewkach 
uzwojenia wzbudzenia,

Tq - elektromagnetyczna stała czasowa obwodu prądów wirowych
indukowanych w bloku litym sprzeżonyoh ze strumieniem 
A0 w(p).

Przy założonym zaburzeniu,jak wynika z rys. 3 i 2, komutacja bedzie mieć 
charakter silnie przyspieszony, a wiec kierunek działania przepływu ®z 
bedzie skierowany przeciwnie do przepływu wzbudzenia, stąd wynika, że kie
runek prądu zaburzeniowego AIW bedzie zgodny z prądem Xy(0, z tego też 
względu w równaniach (7 i 8) jest znak (-). Analizowany przypadek zaburzenia 
od strony jakościowej bedzie miał przebieg podobny do przypadku przedsta
wionego ns rys. 1, natomiast od strony ilościowej maksymalna wartośó prądu 
zaburzeniowego AIW może wynosić, od kilku do kilkudziesięciu procent prą
du IWQ. W maszynach nieskompensowanych na wartośó prądu AIW wpływa także 
składowa nasyceniowa przepływu twomike. Składowa ta, przy nagłych spad
kach prądu twomika, jest ujemna, tzn. powoduje zmniejszenie prądu wzbu
dzenia.
Równanie (6) Jest, mimo poczynionych założeń, równaniem nieliniowym, gdyż 
AU, i AUg są związane z charakterystyką nspigoiowo-prądową szczotki:
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AU^t) - 
AU2(t) = f(J2i

przy czym

(9)
Vt)gy

SSZfTk ~ »>

V*>?k
Sez*

gdzie«
Sgz - oznacza powierzchnie azczotki,

- czaa komutacji zezwoju.

Stąd cały układ równań (6 - 0) jeat-układem nialiniwwym. Linearyzując te 
równania załóżmy ¡5] «

AU1 + AU, ■ const (10)
Otrzymamy w ten apoaób zestaw równań liniowych (3 do 8), które tworzą 
model matematyczny sprzężenia indukcyjnego zezwoju komutującego z uzwoje
niem wzbudzenia. Parametrami tego modelu aąi

Bko* k1* ^2» V  T1* T2* *1» AU1 + AU2* Rd» Hk' Rw* Łko* ^s* Zz» Zw*A wo*

Hie wszystkie z tych parametrów możne w sposób prosty wyznaczyć, to jest
obliozyć lub pomierzyć, a identyfikacja tych perametrów jest warunkiem
koniecznym do obliozenia zaburzenia prądu wzbudzenia AI^. ^

Przy transformacjach odwrotnych prądu wzbudzenia Al^ft) -<£ Alw(p)
oraz Ia(t) b la(p), aby pozbyć ale dosyć uoiążliwyeh do transformacji
wyrażeń ■ — —g-_i można zastąpić je następującymi aproksymacjami,

1 + V pi V1 + pijak to przedstawiono w pracy [3] i
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1 ( 12)
i-1 1 + E1 P*

Przy ozym

■ 0,05
Ag r. 1,25
A j  » 17

01 = 0,32 
C2 - 0,4
Cj - 0 ,2

C4 » 0,08a 4 - 300

E1 - 0,0095 P 1 = 0,18
E2 - 0,11 E2 » 0,18
E3 - 0,48 F3 » 0#29
E4 ’ °*93 P4 = 0,35

Przypadek zaburzenia przedstawiony na rys. 1, to jest zwarcie komuta
tora, np. przez łuk okrężny (częsty przypadek ruchowy?, nie spełnia zało
żeń liniowości obwodu magnetycznego. Analiza takiego przypadku może być 
tylko szacunkowa. Przy zwarciu n8 komutatorze w uzwojeniu biegunów pomoc
niczych płynie prąd zwarcia wymuszony napięciem zasilania, w uzwojeniu 
twornika płynie prąd zwercia wymuszony własnym napięciem rotacji. Zmienił 
się aatern charakter pracy maszyny z silnikowego na prądnicowy, zmienił się 
także kierunek przepływu prądu,lecz tylko w uzwojeniu twornika. Strumień 
w strefie komutacyjnej jest wzbudzany przez^sumę przepływów twornika i 
biegunów pomoeniozyoh, gdyż przepływy te nie kompensują sieilecz dodają. 
Komutacja staje się bardzo silnie opóźniona, stąd przepływ zezwojów komu
tujących osłabia przepływ wzbudzenia. Strumień wzbudzenia nie może się 
zmienić skokowo, nagłe pojawienie się przepływu zezwojów komutujących wy
musza zatem zmianę przepływu wzbudzenia. Jak już powiedziano wcześniej,na 
zmianę prądu wzbudzenis ma też wpływ składowe nasyceniowe przepływu od
działywania twornika, która jest także ujemna, a przy zwarciu będzie mieć 
bardzo dużą wartość szozególnle w maszynach nieskompensowanych., i

3. PODSIMOWAHIE

W silnikach prąiu stałego różnego typu zaburzenie w obwodzie twornika, 
takie jak, np. zadziałanie wyłącznika szybkiego wyzwalane nadmierną war
tością prądu twornika lub łąk okrężny na komutatorze, względnie chwilowe 
zwaroie na uzwojeniu kompensacyjnym i inne, przenoszą aię na uzwojenie 
wzbudzenia, powodując w konsekwencji zadziałanie zabezpieczeń zainstelowe-
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nych w tym obwodzie. Z punktu widzenia ochrony silnika przed uszkodzeniem, 
równoczesne dzielenie zabezpieczeń w^obwedzie twornika i obwodzie wzbudze
nia stanowi rezerwo dla zabezpieczenia obwodu twomika i wyłącza takie za
burzenia, których nie jest w stanie wyłączyó zabezpieczenie w obwodzie- 
twomika, na przykład przy epiiu okrężnym na komutatorze (zwarcie łukowe 
komutatora) zabezpieczenie w obwodzie twomika odłącza silnik od zasila
nia, nie gasi jednak łuku na komutatorze, który może palió ale jeszcze 
długo przy wzbudzonym i wirującym silniku. Dopiero zabezpieczenie w obwo
dzie wzbudzenia gasi pole wzbudzenia, co prowadzi do zgaszenia łuku. Zranięj- 
SZ8 to skutki awarii silnika.

W przenoszeniu zaburzeń z obwodu twomika na obwód wzbudzenia pośredni
czą zezwoje komutujące. Model matematyczny przechodzenia tyoh zaburzeń nie 
był w literaturze dotychczas omawiany. W rozdziale 2 przedstawiono kom
plet równań oplsującyoh to zjewisko z uwzględnieniem prądów wirowych indu
kowanych w elementach-litych.
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MATHEMATICAL MODEL OF THE MAGNETIC LINKAGE OP ARMATURE AND EXCITATION 
WINDINGS IN TRANSIENT STATES OP DC MACHINES

S u m m a r y

During the work of the 1X3 motors various perturbation occur, such eat
- sudden opening of the armature circuit
- momentary tum-to-tum short-circuit in the compensating windings
- instantanous commutator short-circuit over the electric arc.
These perturbations pass into the field windings and consequently cause 
the action of this circuit protection. The exciting current during these 
perturbations csn be several times greater than its rating value(Pig. 1). 
The perturbations pass from the armature to the field circuit through the 
magnetic linkage of the colls. The phenomenon in compliance with the eddy 
ourrents in direot-exis (ĵ and quadrature - axis <3>q has been described by 
the equations 3-to 8. The perequisite of the solution of these equations 
is the earlier determination of several parameters appearing in them.
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MATEMJWHHECKAH MOAEJlb MATHHTHOrO COHPfl&EHHH OEMOTKH HKOPH C. OBMOTKGH B 0 3 -  
ByJfflEHHH B MAJHHHAX ilOCTOHHHOTO TOKA B HEyCTAHOBilBI10IXCfl PEJKHMAX

P e s k> m e

Bo  Bpeua paCoT.-»' xBaraxejiea nocToanuoro roxa npoacxoA«x p a 3SHVaoro poga
E03MJ'5SRHH , Hanp . S

f - duczpoe oTKxxveHHe xoxa axopa,
- KpaiKOBpeueKHHe uexBUTKOBne xopoiKae 3aan>cKaEUH KcuneHcauHOHHcA o Om o t k h  ,
- xpaxKOBpeueHHue xcpoxxne 3auuxaiixa Kojuiexxopa no oKpyscanąefi Ayre.r .

BosMyneHHfl sth nepeAanica Ha oOMOixy B o 30yxAeKSfa h npHBOAax k cpaOaiuBa- 
H KIO aaĘKTH B 3TOtt lie [IB . OpK laKOTO pOAa B03UymeBHaX TOK B035y3U e H H H  UOXeT 
Ao c THraib 3Ha<teHHe b hsckoabko pas upeBHinaioEee HouHHaxBHoe (pac. 1) .

Bo3MymeHHH c ueim axopa Ha uenb BoaOyxAeHHa nepeAaaxca vepe3 KOUMyTHpy- 
snyio ceKiiez) oomoxkh axopa. HBxaHHe sto, c yvexou BaxpeBnx xokob, 
HHAynHpyevHx b nonepeiHoft (4K) h npoAOJibHofi (4^) MarHiiiHoS neim, otraca- 
ho ypaBHeHHHMH (3 ao 8) . ycaoBHeii pemeHKa sihx ypaBHeHEft HBaaexca npeABa- 
pHxejiLHaa HAeHTHifaKauaa paAa BHCiynanmux b h k x  napauexpoB.


