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SZEREGOWANIE ZADAŃ WIELOpROCESOEOTICH W SYSTEMIE 
JEDNORODNYCH DUOPROCESOROW

Streszczen ie . W pracy przeanalizowano problem szeregowanie zadań 
dwuprocesorowych, to  znaczy żądających do swego wykonania jedno
cześnie dwóch procesorów, w systemie jednorodnych duoprocesorów - 
c z y l i  par identycznych procesorów. Rozpatrzono m inim alizację dłu
gości uszeregowania d la  zadań podzielnych, niezależnych.

1. Wet ęp

Jednym z przyjmowanych zazwyczaj założeń w t e o r i i  szeregowania zadań 
je s t  wymaganiOjby każde Zadanie było  w każdej c h w ili wykonywane przez co 
najwyżej jeden procesor. Jednakże w ostatn ich  la tach  wraz z intensywnym 
rozwojem systemów wieloprocesorowych, założenie to  t r a c i  na oczywistości 
i  je s t  podważane. Ostatnio ukazało s ię  szereg prac poświęconych proble
matyce szeregowania zadań żądających w ięce j n iż  jednego procesora w każ
dej c h w ili czasu (5—7,11,13 l , w szczególności w kontekście systemów tes 
tu jących  i  diagnostycznych £2,10,11,1hJ. Przypadek procesorów identycz
nych b y ł rozważany w pracach [3,4-,5 j.  Udało s ię  sformułować algorytm 
dokładny szeregujący zadania 1- i  k-procesorowe w czasie 0(n) [5 ]«  Algo
rytmy uwzględniające dodatkowe ograniczenia zasobowe sformułowano w [~6,^. 
W n in ie js z e j pracy rozważymy zagadnienie szeregowania zadań dwuproceso
rowych w systemie duoprocesorów jednorodnych.

Rozpatrywać będziemy, zb iór procesów jednorodnych ,P2 , 2 ^  o 
prędkościach a^^sg» s3=są»* “ »sin_i=sa» SiiŁi0 m=2*l i  1 je s t  liczb ą  
natura lną . Mamy zatem pary procesorów identycznych, zwane duoprocesoraml. 
Dany je s t  zb ió r zadań niezależnych i  podzielnych , sk ładający s ię  z 
dwóch p o d z b i o r ó w , • » ♦ Ładań jednoprocesorowych ileh  ,*2* *
. . . ,W  1 - zadań dwuprocesorowych - c z y l i  wymagających do swego wyko
nania jednocześnie dwóch procesorów (n^-t-n^n). Standardowe czasy wyko
nywania zadań są równe odpowiednio: w zb io rze^ -  t 1 , t 2 , . . . , t .  , a w zbio- 
rze te?* - w1, w2 , .  . ,  w ^  .

W rozdzia le 2 zostanie przedstawiony algorytm szeregowania d la  po
wyższego problemu, o złożoności O (n logn). Rozdział 3 zawiera przykład 
zastosowania tego algorytmu.
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2. Algorytm szeregowania

Dla uszeregowania zadań W (potrzebujących dwóch procesorów jednocześ 
n ie ) i  zadań T (Jednoprocesorowych), dolne ograniczenie czasu wykonania 
może być wyznaczone przez rozważenie dwóch n ieza leżnych ,■osłabionych 
w e rs ji tego problemu:
1̂  ty lko  zadań typu W, .
2y zadań typu T i  W, gdzie każde zadanie '^ Je s t  traktowane Jak  dwa 

niezależne zadania Jednoprocesorowe,

Niech zb iór duoprocesorów będzie uporządkowany tak , że s ^ s g  ^  b j,., .
^ sm_-| = b 0, a zb iór zadań zgodnie z n ie rosnącymi czasami wykonania.
Długość uszeregowania dla w e rs ji 1 1 2  będzie wynosić odpowiednio:

1 l  a ,  m/Z
C( 1) = max -C max \ 2  w,/ 2  s2 , ? ,  2  w./ Z

(.1£l<m/2 i  j=1 3 j=1 3=1 J  á=.

1 1  n m

0(2) = max i max Í Z  t-7 2  s, ] . 2  t ,/ 2  | ,
Ł1il<m L J=1 J j=1 3 J J OJ

S  2  s ^  .
gdzie t-j Je s t rozumisne Jako czas wykonywania zadania T j £ J  lub Jednego 
z dwóch zadań reprezentujących zadanie

Stąd C=max-(c(1), C(2) ^ Je s t dolnym ograniczeniem czasu wykonania 
zbioru zadań, Niech moc obliozeniowa każdego procesora w przedziale 
[í> ,c] przed szeregowaniem będzie określona Jako PGj_ = S i«C . Idea po
de jśc ia  wywodzi s ię  z algorytmu Gonzalesa-Sahniego [9 ,1 2 ], Dla naszych 
celów postąpimy następująco. Szeregujemy najp ierw  zadania ze zbioru lt!b% 
rozważając zbiór procesorów Í ?  = -̂ P2 i l i=1, . .  ,m/2 . Następnie stosująo
ten sam algorytm do zbioru procesorów ?  = -£Pili=1, . „ . ,m^ pozostałych
po uszeregowaniu zadań ze zbioru Ić̂ , szeregujemy zadania ze zbioru j~ . 
Poniżej przedstawione zostaną reguły szeregowania zadań. Dla uproszczenie 
oznaczymy tu  przez T j zarówno % £  lt)~ , Jak  1 T ^ 'lT , gdyż zadania obu 
typów są traktowane Jak  jednoprocesorowe. Stosownie do poniższych warun
ków, algorytm stosuje następujące regu ły.

Reguła 1 (gdy t^ = PC^).

Uszereguj T j na Pjj, tak , że w przedziale [0 ,c ]  je s t  on całkow icie 
z a ję ty . PC .̂s=0 i  przenumeruj zb iór procesorów zgodnie z rosnącymi 
mocami obliczeniowymi.

Reguła 2 (gdy PCk > t j  > P C ^ , )

Ctolics moment z ta k i,  że je s t  uszeregowane w spójnych przedziałach. 
[0 ,z ] na Pjc i  [z ,c ] na Pfc+1 . Po łącz i  Pfc+1 w jeden złożony prooesor 

o mooy PC^tsPCjj + PCk+ l^ j*
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pck+1 *=0 1 przanumeruj zb iór procesorów zgodnie s nie rosnącymi mooeai 
obliczeniowymi.

Reguła 3 (gdy t j  ¿PC^. i  Pk=Pa lub PCfc+<j= . . .=PCm=0)
Uszereguj T j z lewa na prawo, aż do osiągn ięcia  momentu K O  tak iego , 

że Pk je s t  za jęty  wykonywaniem zadania w spójnym przedziale czasu 
[0 ,1 ] . PC^i* PC* -tj,.

Zatem po wyznaczeniu dolnego ograniczenia czasu wykonanie C możemy 
uszeregować uporządkowany z b i ó r n a  m/2 duoprocesoraob. Ponieważ 
C > C (1 ), dlatego uszeregowanie zblorui«?-je s t  zawsze możliwe. Z warunku 
C > C (2 ) wynika, że is tn ie je  wystarczająca moc obliczeniowa, aby uszere
gować także zadania ze zbioru (j"". Może jednak za is tn ie ć  sytuacja taka , 
że uszeregowanie wszystkich zadań ze zbioru (f-, po zadaniach ze zbioru 
1t)~t nie będzie możliwe. Wynika to  z fak tu , iż  pewne zadanie T j 6 S"'" jea t 
na ty le  d ług ie , że uniemożliwia dopuszozslne uszeregowanie.
Z sytuac ją  taką związane je s t  pojęoie czasu martwego (DT) [ 3]  , który 
d e fin iu je  s ię  jako ezęńć czasu wykonania, w którym zadanie jednoproceso
rowe przydzielone je s t  do więcej, n iż  jednego procesora ( r y s .1 ) .

DT ~

czas martwy

t

Czas martwy rozumieć można także jako niedobór mocy obliczeniowej, 
wskutek którego zadanie jednoprocesorowe je s t  przydzielone do w ięcej niż 
jednego procesora. Należy zwrócić uwagę na fa k t ,  że w rozważanym przy
padku zadań jedno- i  dwuprocesorowych ty lk o  d la  jednego zadania Tj może 
w ystąpić czas martwy.

Oznaczmy przez moc obliczeniową pozostałą na Pj. po uszeregowa
niu zadań ze zb io ru '» 'p rzy  wykorzystaniu jedynie regu ł 1,2  i  3« Niech 
poj.® będzie mocą obliczeniową P^ ł d la  jakiegokolw iek innego dopuszczal
nego uszeregowani* zadań W. Mamy wóirczae następujące tw ierdzenie [ 8]  .

Twierdzenie 1

Przy podanych założeniach

n
Pl
P3
Pa
P5
Pe

W,

W , *
W,

W,

W

0-
Rys,1 . I lu s t r a c ja  czasu martwego 
P ig .l.E ram p la  o f a dead time
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^  PCj®
d=1

'i 2
d=i

d la  1=1. . . b

Oznacza to , że nla nożna uzyskać w iększej mocy obliczeniowej po uszerego 
waniu zadań le  ̂ , n iż wynika to  z zastosowania regu ł 1 ,2 ,3 .

Po uszeregowaniu zadań typu W, system duoprocesorów można p o d z ie lić  
na dwa zbiory: .. ,PX_̂  ^ i  ■{Px ** .Pmji f 1? 3«2 )* ® pierwszym z nieb
znajdują s ię  ty lk o  duoprocesory (być może złożone) całkow icie zajęte  lub 
całkow icie wolne w przedziale [:0 ,c j , -przy ozym musi is tn ie ć  co najmniej 
jeden duoprocesor (Px_2 , Px_ą ) całkow icie wolny. Na drugi zb iór sk łada ją  
s ię  duoprocesory (być może złożone) zajęte całkow icie w przedziale 
[0 ,c j  i  co najwyżej jeden duoprocesor zajęty  częściowo - w przedziale 
[0 ,1 ] ( IC C ) .

Pi

P*-2

P*-1
Px
Rc*i

w

w

w

w

iWolne moce 
'¡obliczeniowe 
duoprocesorów 
'(być może 
złożone)

0 C

Hys.2. Podz ia ł systemu duoprocesorów
F ig .2. P a r t it io n  of a system of duoprocessors

Niecb wszystkie moce PC-j_ będą uporządkowane wg malejących w artośc i. 
Jak  wiemy z ^9,12] , je ż e l i  spełniony je s t  warunek

2  V  Z  " / j .  Z ™ , * } « ’  n i
J=1 J=>1 j= i j=i

to  zadania ze zbioru *3^mogą zostać uszeregowane w sposób dopuszczalny. 
W przeciwnym raz ie  is tn ie je  zadanie T^f które powoduje powstanie czasu 
martwego DT. Można wykazać [^8] poprawność następującego tw ierdzenia 
Twierdzenie 2

Je ż e l i  nie is tn ie je  dopuszczalne uszeregowanie d la zbioru zadań 
(PT 3* 0 ), to  długość optymalnego uszeregowania je s t  dana wzorem:
C *  = C + F  , gdzie x-1 a

F E M  /  ( 2  s i  * £ 2  3i )
1=1 i=X
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Możemy teraz  p rzys tąp ić  do ostatecznego sformułowania naszego algo
rytmu.

AAfipjgtJ! ^  Ł
1. Uporządkuj J  i  Ib ®sdlag czasów wykonywania.
2 . Wyznacz 0 (1 ), C (2 ), C, PC-j, 1 = 1 ,2 ,. . . ,m.
3. Uszereguj zb ió r zadań, korzystając z regu ł 1 - 5■
4. Sprawdź warunek. ( 1 ) ,  J e ż e l i  je s t  spełn iony, to  przejdź do kroku 7«
5. Wyznacz DT (np „ s  zależności (IX)-, <J" , C * .
6. Ponownie uszereguj zadania typu S .
7. Uszereguj zb ió r zadań <J " .

Złożoność algorytmu je s t  O (nlogn), co wynika z sortowania zadań 
w kroku 1. Kroki 3,6 i  7 mają bowiem złożoność © ('a ), gdyż całkow ita 
liczba przełączeń sadań je s t  rzędu 0( 2n) [9 ,12] -» ’Eego samego rzędu 
je s t więc ca łkow ita  złożoność wyznaczenia chw il przełączenia d la  k o le j
nych zadań (zakładamy a ś logn ).

3. Przykład
Dane są zbiory zadań - i k r  o czasach wykonywania ® = [20 ,5 ] ,

F  = [10 ,10, 10]] .  Prędkości procesorów wą zastęp a jąoej s>i=s2=2 , 
s^=SĄ.=s^=Sg=1 . Celne ograniczenie czasu wykonania zbioru zadań,
C = mai .3 (1 ) ,  0 (2 }]  ,  gdzie

C(1) = max^20/2s 2=/3 }=  10,
C(2) = mazftO/2, <W/t, 50/5» 60/6, 70/7, 80/8 ]  = 10, c z y l i C=10 

Moce obliczeniowe poszczególnych procesorów są równa

pc1,2 = 20' p c 59̂ »5»6 - 10'
Przystępujemy do szeregowania zadań W.

- j =1 ( zadanie i^=20=PC2* zajmuje zatem procesory P-i i  F j .
- j=2 (zadanie Sp is  *»2=5 < PCg=10 - postępujemy zgodnie -z regułą 3. 

Zadanie W2 zajmuje P 5 i  Pg w p rzedzie la  [0,5]  ,  PC6=10-5=5.

Sprawdzamy ta ras  warsesak (1 ) .  Po uszeregowania zbioru'k/'otrzymaliśmy 
następujący rozkład sscssy obliczeniowych: PCj^ą = 10, PCę^g = 5- Bsa? 
stąd następująca n ia rć m o ś c i:

PCj=10 ^tą*10, ozy 11 tą/PC j i  1
PCj + PCą = 20 = 20, c z y l i  {tą+ t^/iPC j+ PC^} ^  1
PG^+PCą+PC^=25 <t 1+-t2+fcj=30, c z y l i  (tą+ tj+ tjJitiCytPCĄ+ PC j) > 1 . 

Cetatn ia nierówność warunku (1 )  n ie  je s t  y-ates spełn iona. Czas martwy 
wynosi DT=5 , co i lu s t r u j«  rys.5 .
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P̂
P*
P3
Pa

Wi
Ti
Ti

W Ts
t3

L

10 t
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R y s .3. Wyznaozenie ozasu martwego w rozpatrywanym  p rz yk ła d z ie  
J i g . 3 .D e f in it io n  o f the  dead tim e in  the  considered  example

2
9 7

Oblioz8my zatem C *
x-1 m 4  6

= M!/( 2  B i 4  ^  S i )  = DT/( 2  S i  + X Z  8.)=  5/(6+1)
i=1 ^ i=x i=1 * 1=5 *

C *  = 105/7, stąd P C ,^  = 21 3/7, p c j j4<(5t6 = 10 5/7.

Przystępujemy do ponownego szeregowania zadań ze z b io r u ^ .

- 3=1 . W/j=20, stąd PC^>w1 >PC/ł i  postępujemy zgodnie z regu łą  2 .
Wyznaczamy moment t A przełączenia zadania W-i

_ «-t-PCft 20-10 5/7
~ fcAs2+( C-tA )s4> s^ąd t A “  s2 - sĄ 1

2 procesorów Pg i  P4 formujemy prooesor złożony P ’2 *
PC»2 = PC2 + PC4 - w-| = 321/7 - 20 = 12^/7 .

- J=2. w^=5<TPC6 = 105/7, zatem stosujemy regułę 3 i  PC’& = PC& - w2 =
-  55/7.

Dzyakujeay rozkład mocy: PC ’ 1j2 = 121/ ? ,  PC*5 6 = 55/7.

Wyznaczamy uszeregowanie zadań ze zbioru ' J " ,

- 3=1. t-p10, Btąd PC*g x 121/ 7 > t1 > PC*5 = 55/7 i  stosujemy regu łę 2 .

Moment przełączenia: t B = 5—  = 10 - 5 /̂7 = 42/7
s4

PC»^ = PC*2 + PC*5 - t n a 176/7 - 10 = 76/7

- jx2. t 2=10, zatem PC*,, = 121/7 > tg> PC ’£ = 76/7 i  stosujetay regu łę  2.

t 2 -  PC’ 4
Moment przełączen ia: t „  = --------- - ̂ Sxa 10. >

10 -  76/7 x 21/7 ; PGJJ ’ = 20—10=
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- ¿t=3. tj=10=PC’JJ . Zatem wybieramy regułę 1.
PC’ 6 *  55/7

Uzyskane uszeregowanie i lu s t ru je  rysunek 4 .

Rys.4. Optymalne uszeregowanie zadań w rozpatrywanym przykładzie 
F ig .4. Cptimal schedule fo r  tke  eonsiderad erscample
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SCHEDULING MULTIPROCESSOR TASKS' IN A SYSTEM 
OP UNIPORM DUOPROCESSORS

S u m m a r y

In  th is  paper we analyse the problem of scheduling two-proces3or 
taskB, i . e .  requ iring  two processors a t a time, in  a system of 
uniform duoprocessors, i . e .  pa irs  of id e n tic a l processors.
The minimization of the schedule length is. considered fo r  spiffed 
tab le , independent tasks.


