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ALGOBYTK DLA PBOBLEMD SZEREGOWANIA ZADAŃ HA MASZYNACH DLA PEWNYCH 
FUNKCJI CZASU WYKONYWANIA ZADAŃ

Streszczenie. W pracy rozważany jest problem czasowo-optymalnego 
przydziału zasobów nieodnawialnych podzielnych w sposób ciągły i n 
zadań do dwóch identycznych maszyn równoległych dla pewnych funkcji 
czasu wykonywania zadań. Wykazano, te problea jest HP-trućny. Sfor­
mułowano model matematyczny zagadnienia oraz przedstawiono dwa al­
gorytmy heurystyczne. Podano także wyniki badań eksperymentalnych 
algorytmów oraz omówiono efektywność tych algorytmów.

1. Wstęp

W większości badanych zagadnień szeregowania zadań na maszynach zakła­
da się, że czasy wykonywania zadań są stałe i zaletą w ogólnym przypadku 
tylko od maszyny, na której są wykonywane zadania. W prezentowanej pracy 
zakłada się, że czas wykonywania zadania na maszynie zależy od ilości za­
sobu nieodnawialnego podzielnego w sposób ciągły, przydzielonego tej ma­
szynie.

Zagadnienia, w których czasy wykonywania zadań nie są stałe, były już 
badane w literaturze. Należy w tym miejscu przede wszystkim zwrócić uwagę 
na prace [7,9,10,113. Przykładowo w dwóch ostatnich przyjmuje się, że 
czas wykonywania zadania może przyjmować wartości z określonego skończo­
nego zbioru (tzw. 3posoby wykonywania zadań).

W niniejszej pracy rozważany jest problem czasowo-optymalnego przydzia­
łu zasobów nieodnawialnych podzielnych w sposób ciągły i n zadań do dwóch 
identycznych maszyn równoległych. W praktyce zagadnienia kolejnośclowe są 
dość skomplikowane i najczęściej są zagadnieniami NP-zupełnymi. Dla tych 
zagadnień chcąc uzyskać "dobre" rozwiązania należy stosować metody przeg­
lądu (metoda podziału i ograniczeń, programowanie dynamiczne), które są 
czasochłonne, szczególnie w sytuacji, gdy liczba zadań do wykonania jest 
stosunkowo duża. Dlatego też w rozdziale trzecim tej pracy zaprezentowano 
dwa algorytmy heurystyczne dla rozwiązania postawionego zadania. Podane w 
rozdziale czwartym wyniki badań eksperymentalnych tych algorytmów potwier­
dzają rekomendację tych algorytmów do zastosowań praktycznych, gdy liczba 
zadań do wykonania jest stosunkowo duża.
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2. Sformułowanie problemu. Podstawowe własności

W pracy rozpatrujemy dyskretny system produkcyjny, o którym zakładamy,
że:

(i) posiada dwie identyczne maszyny ¡¿̂ , lU, na których należy wykonać n 
niezależnych zadań J = { 1,2,... ,nj ,

(ii) zadanie może być wykonywane na dowolnej maszynie i w trakcie jego 
wykonywania nie może być przerywane,

(iii) posiada N jednakowych jednostek.zasobu nieodnawialnego,
(iv) maszyna w trakcie wykonywania zadań jej przydzielonych 1̂ . C  J 

wykorzystuje część jednostek zasobu nieodnawialnego i w każdej 
chwili może wykonywać tylko jedno zadanie; k = 1,2, u^ + u2 ^K,

(v) czas wykonania zadania i-tego na maszynie U^, jeżeli przydzielono 
jej ufc jednostek zasobu nieodnawialnego, określony jest funkcją 

b .
Ti(uk) = ai + • uk e £°*NJ ’ k = 1»2' * ć J>
gdzie ai >  0, b^ > 0 - parametry określające zadanie i-te i maszy­
nę * V

Rozważany przez nas problem polega na znalezieniu czasowo-optymalnego 
przydziału zadań 1^ i zasobu nieodnawialnego û . do maszyn k = 1,2, 
przy spełnieniu powyższych założeń.

Sformułowany powyżej problem można przedstawić jako następujące zada­
nie minimalizacji dyskretno-ciągkej:

min mam i ^ Z Z Z  T, (u.), >  T. (u?) V (2)
1V I2 ¿ i f l ,  1 ± e l 2 2 j
u1’°2 

przy ograniczeniach 
(i) 1^ U  I2 ~ ^ ^  ̂  ^2 = ^ * (3)(ii) u., + a2 H, > 0 ,  u2 >  0-
Uwzględniając fakt, że funkcje T.̂  są małe jące, zadanie (2), (5) można 

zapisać w równoważnej postaci:

min maxl>  T.Cu), >  J T.iN-nn , ' (ń)
uf [0,Rj ó i£ I 1 if I 1

gdzie I = J \  I.
Z postaci powyższego zadania i wcześniejszych uwag wynika, że w roz­

wiązaniu optymalnym czas pracy ooydwu maszyn jest identyczny. Stąd

min 
I C  J
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Z (5) po prostych przekształceniach otrzymujemy

Q(I ) = j z:U J

Z

zaś

1 6 1 *
H - I Z c ,  

161 *

Z a. + Z
i€ I*

“l i
16 I*

Cl>

(7)
Q(I*)

i ei*
def b,

gdzie c, = —  , i £ 3.
1 H

Kładąc

x(I) dtf 2

a dlf ^ Z  
ie J

a, - f , y(l) dlf 2 Z Z  1 6 1  i£ I
(8)

dlf Z
1 6 J

oraz uwzględniając (5), (6), (8), zadanie. (ń) sprowadza się do następują­
cej postaci: ' J'~l

min F(I), (9)
I C.J

m ,  m

gdzie ?(I)d# x 2(I) + 2 i (I) y(I).
Pokażemy teraz, że F(I) -C mar £f(0),F(J)^ dla I C  J oraz 1 ^ 0 ,  1 i 3. 
Rzeczywiście, jeżeli X C  J, 1 ^ 0 ,  1 ^ 0 ,  to x(l) £ (- 5 ) i^
y(I) £ (- §, §). Stąd x2(I) + 2x(I)y(I) < ♦ 2(x(I)y(I)| < f- + =
= x2(0) + 2x(0)y(0) = i2(J) + 2r(J)-y(J).

Uwzględniając powyższe, zadanie (9 ) przyjmie ostateczną postać
min F(I). 
IC J

(10)
Z przedstawionego toku rozumowania wynika, że zadanie (10) jest równoważ­
ne wyjściowemu zadaniu (2), (3)* Po rozwiązaniu zadania (10), tzn. wyli­
czeniu I * C  J, zestaw u*, u*. 3%, ^  taki, że u* = u* (wyliczone wg (7 )), 
u| = H-u*, 1 ^ = 1 * ,  I* = J N. 1* jest rozwiązaniem zadania wyjściowego. 
Dlatego też dalej będziemy rozważać tylko zadanie (10).

Zadanie (10) należy do klasy zadań KP-trudnych. Fakt ten jest konsek­
wencją tego, iż pewien szczególny przypadek zadania (10) określony warun-
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kani = ci c^it i 6 J jest równoważny HP-trudnemu problemowi PODZIA3 
ZBIGHE(£2£j)w wersji optymalizacyjnej:

min mas ■ICJ t iii lei w
Eozważany przez nas problem był już badany we wcześniejszych pracach 

autora, -np. w [^*^]’ deS° rozwiązania proponowano algorytm wyznaczają­
cy rozwiązanie optymalne, oparty aa metodzie podziału i ograniczeń. Szcze­
gółowy opis tego algorytmu przedstawiono w , a w przypadku maszyn nie- 
identycznych w £5j- Analizując działanie tego algorytmu zauważono, że czas 
obliczeń gwałtownie wzrasta przy dużej liczbie zadań (już przy n 7  50).
Fakt ten jest typowy dla tej klasy problemów optymalizacji dyskretnej i w 
przypadku, kiedy zalety nam na krótkim czasie obliczeń, jedynym podejściem 
jest zastosowanie algorytmów heurystycznych. W pracy [6] zaproponowano pe­
wien algorytm heurystyczny dla ogólnej sytuacji, gdy występuje m identycz­
nych maszyn. Algorytm ten można oczywiście zastosować do omawianego tutaj 
problemu, jednakże wydaje się, że specyficzne własności problemu występu­
jące tylko przy dwóch maszynach umożliwiają skonstruowanie algorytmu efek­
tywniejszego. Dlatego też w następnym rozdziale, dla wygody Czytelnika, 
przedstawimy wspomniany jut algorytm heurystyczny z pracy [&J, a następ­
nie zaproponujemy nowy algorytm heurystyczny dostarczający z reguły lep­
szego rozwiązania w sensie wartości funkcji celu niż ten pierwszy.

3. Algorytmy heurystyczne

Jak jut wspominaliśmy w poprzednim rozdziale, przedstawimy teraz algo­
rytm heurystyczny z pracy £6] zaimplementowany dla przypadku dwóch maszyn. 
Algorytm ten będziemy dalej nazywać Algorytmem 1.
Algorytm 1
krok 1. Wyznacz czasowo-optymaine uszeregowanie n zadań na dwóch identycz­

nych maszynach, tzn. parę 1^, I2 przyjmując, że zadania są niepo­
dzielne oraz czas realizacji i-tego zadania jest równy J,

krok 2. Wyznacz zasoby (u,,, u5) przydzielone do poszczególnych maszyn przy 
założeniu, że maszyny te wykonują odpowiednio zadania ze zbiorów 
Łj, I2 w taki sposób, aby czasy pracy obu maszyn były identyczne 
oraz żeby u^ + u2 = K, u,, 7/0, u2 7/ 0.

W celu realizacji kroku 2 powyższego algorytmu należy skorzystać z 
przedstawionych już zależności (6) i (7) (dla I® = I-). Z kolei w kroku 1 
trzeba rozwiązać klasyczny problem szeregowania n niepodzielnych zadań na 
dwóch równoległych identycznych maszynach. Odpowiednie algorytmy szerego­
wania można znaleźć w literaturze [1,3}- Problem ten,jak wiadomo, jest prob- 

■ lemea KP-trudnym. Dlatego też wszystkie istniejące algorytmy rozwiązujące
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ten problem mają złożoność niewielomianową. Jednakie Istnieje szereg 
¡."dobrych” algorytmów heurystycznych (np. w [8]), które moina zastosować 
do rozwiązania tego zagadnienia. Tutaj proponujemy przyjąć algorytm LPT 
(longest processing tlme) polegający na przydzielaniu najdłuższego zada­
nia do aktualnie wolnej maszyny (np. w [2]).

Wykorzystując fakt, że analizowany problem (2), (3) jest równoważny w 
omówionym wcześniej sensie problemowi (10), oraz biorąc pod uwagę postać 
funkcji F(l) rekomendujemy następujący algorytm heurystyczny zwany Algo­
rytmem 2 rozwiązujący problem (2), (3).
Algorytm 2
krok 1.

krok 2.

krok 3. 

krok 4.

krok 8. 

krok 6.

krok 7 .

W następnym rozdziale przedstawimy analizę numeryczną zaprezentowanych 
powyżej algorytmów ze szczególnym uwzględnieniem takich elementów, jak 
czas obliczeń i dokładność produkowanych przez algorytmy rozwiązań.

4. Przykłady testujące 1 wyniki obliczeń

Przedstawione Algorytm 1 'i Algorytm 2 zostały zaimplementowane w języ­
ku Fortran na minikomputerze IBM PC. Do analizy wykorzystano wcześniej 
już zaimolementowany na tym samym minikomputerze algorytm dokładny oparty 
na metodzie podziału i ograniczeń z pracy Przykłady testujące otrzy-

Wylicz a = > et., c = >  ) c,, x = - § , y = - x . Połóż k = O,
i e j i i J  1 ^ *

I0 = 0, F,min s oo
8porządi listę zadań 1 = (j^,j2,...,jn ) WB nierosnących wartości

, 1 € Jai
Jeżeli X2 + 2xy ~7/ Fmńn, to przejdź do kroku 4. S przeciwnym wy­
padku połóż I = IH , Fmirl = x2 + 2xy i przejdź do kroku 4.
Podstaw k := k+1. Jeżeli k y n, to połóż I2 =| jnJ, x = - -| + aH
y = - ^  + c-jn , k = 1 i przejdź do kroku 3» W przeciwnym wypadku 
podstaw I? := IH u £ jkj, x := x + , y := y + i przejdź do
kroku 3. k k
Jeżeli x2 + 2xy >  FmHn, to przejdź do kroku 6. W przeciwnym wy­
padku połóż 1 = 1 ® ,  Fmin = x2 + 2xy i przejdź do kroku 6.
Podstaw k i= k+1. Jeżeli k >  n, to przejdź do kroku 7. W przeciw­
nym wypadku podstaw I2 := ]?U [^n-k+lj> 1 := x + ajn_k+1 ’
y := y + c. i przejdź do kroku 5-

"n-k+1
Wylicz Q(I) ze wzoru (6) (dla I* = I) oraz u ze wzoru (7) (dla 
I* = I) i połóż Ł, = I, I2 = J \  I, = u, u2 = N-u.



66 £. 3uchalski

oano przez losowe generowanie danych. Dla określonej liczby zadań n wy­
generowano 15 zestawów a^, c^, i t J. Dla n = 10» 25» 50 , 75* 100, 125, 
150, 175, 200 zestawy te zostały wylosowane ze zbioru [0,0.1,0.2,... 
...,9.9,10.oJ przez generator o Jednostajnym rozkładzie prawdopodobieńst­
wa. Dla każdego zestawu danych wyznaczano Lj, I2> u^, u2 WS Algorytmu 1 
i wg Algorytmu 2, a następnie zestaw optymalny 1^, I|, u^, u* wg algorytmu 
dokładnego (optymalnego). Z kolei dla odpowiedniego n i odpowiedniego zes­
tawu a^, c^, i £ J wyznaczano błąd względny Algorytmu 1 oraz błąd 
względny r2 Algorytmu 2 wg wzorów:

dwf ^  ^ ■ 100%,

O — 5*
r_ d!f ----- 100%,2 ę*

gdzie - wartość kryterium liczona za pomocą Algorytmu 1,
02 - wartofić kryterium liczona za pomocą Algorytmu 2,
O* - wartość kryterium liczona za pomocą algorytmu dokładnego

(optymalnego).
Wyniki obliczeń przedstawiono w Tablicy 1.

Tablica 1.
iyniki badań numerycznych Algorytmu 1 i Algorytmu 2

r*.— CPU CPU1 CPU2 BI E2

* sek sek sek * %

10 1 0.4 C.4 3-6 0.7
25 5 1.1 1.5 4.7 0.9
50 11 2.6 5.4 3-9 0.6
75 55 5-1 6.2 4.1 0.5

100 1 1 5 9.6 11.7 4.4 0.7
125 227 16.8 20.3 5.8 0.8
150 434 27.2 34.1 4.9 0.8
175 862 42.3 53.8 6.2 0.7
200 1896 68.8 84.3 5-7 0.9

CPU - średni czas obliczeń w sek dla 15 zestawów danych przy stosowaniu 
algorytmu dokładnego (optymalnego),

CPU1 - średni czas obliczeń w sek dla 15 zestawów danych przy stosowaniu 
Algorytmu 1,

CPU2 - średni czas obliczeń w sek dla 15 zestawów danych przy stosowaniu 
Algorytmu 2,

R1 - średnia arytmetyczna błędów względnych r. dla 15 zestawów danych 
przy stosowaniu Algorytmu 1,
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R2 - średnia arytmetyczna błędów względnych r2 dla 15 zestawów danych 
przy stosowaniu Algorytmu 2.

Jak widać, wyniki badań numerycznych upoważniają do stwierdzenia, że 
Algorytm 2 jest lepszy od Algorytmu 1, gdyż czas obliczeń CPU2 jest nie­
znacznie większy od CPU1, natomiast wartość kryterium obliczona za pomocą 
tego algorytmu jest dużo bardziej zbliżona do rozwiązania optymalnego niż 
obliczona za pomocą Algorytmu 1. Zaproponowany w pracy Algorytm 2 można 
rozszerzyć na przypadek, gdy liczba maszyn jest większa od dwóch. Aktual­
nie przeprowadzana jest analiza porównawcza pomiędzy Algorytmem 2 i Algo­
rytmem 1 dla liczby maszyn większej od dwóch.

Ważnym problemem wydaje się rozpatrzenie innych modeli zadań (innych 
postaci funkcj -j_(ufc)), np. liniowych T^Cu^) = a.̂  - b^u^.
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AJDTOPKTM JDIH HPOBJIBSi COCTABJEHKH PÂdffiCAHHH 3kjm HA MAM3AE 
MM HEKOTOHE -S7HKUHÎ! BPMEH2 BHIIQEHEHHH SA M ?

P e s m i
B paûora npeiCTaaHSEa samara BpeMOHHD-om’HMajEbHoro paonnoaEHH naa- 

papaBHHz HeBocoTaEaBJîHBaeuHx pecypeoB z  "n 3anaHHS Ha flByx napajwejr&- 
HHZ HfleHTHHHHX KatMHHI JÇIH KGHDTDptDC $yHKTCE2 BpGMSKH BHH0JIH6HZH Saj^H.HOKa- 
aaao ; hto upodjreaa maaeTCfl .nP -  TpysHofi. CijjopMyjiHpoBaHa MaseMaTHHecKaa 
uoaasB 334ahh s  npancraBjieHH æbh SBpscTHnecKHx aaropHTtsa. IIpeflOTaBJieHH Tas­
so  peayjEiBTaîH ssonepHMaHraaBEHz HccjieflOBaHKS anropHTMOB h hx b5$8kthbhootb/

ALGORITHM FOR PROBLEM OF SCHEDULING TASKS ON MACHINES 
FOR SOME PROCESSING TILSE FUNCTIONS

S u m m a r y

This paper deals with the problem of time optimal allocation 
nonrenewable, continuous resources and n tasks to two identical, 
parallel machines for some processing time functions. It is shown 
that the problem is of NP-type. The mathematical model of the 
problem is formulated and two heuristic algorithms is presented.
Some computational results and effectiveness of these algorithms 
are shown.


