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ALGOBYTK DLA PBOBLEMD SZEREGOWANIA ZADAN HA MASZYNACH DLA PEWNYCH
FUNKCJI CZASU WYKONYWANIA ZADAN

Streszczenie. W pracy rozwazany jest problem czasowo-optymalnego
przydziatu zasobéw nieodnawialnych podzielnych w sposéb ciggty i n
zadan do dwoéch identycznych maszyn roéownolegtych dla pewnych funkcji
czasu wykonywania zadan. Wykazano, te problea jest HP-truény. Sfor-
mutowano model matematyczny zagadnienia oraz przedstawiono dwa al-
gorytmy heurystyczne. Podano takze wyniki badan eksperymentalnych
algorytméw oraz oméwiono efektywnos¢ tych algorytmow.

1. Wstep

W wiekszosci badanych zagadnien szeregowania zadan na maszynach zakta-
da sie, ze czasy wykonywania zadah sg state i zaletg w ogélnym przypadku
tylko od maszyny, na ktérej sa wykonywane zadania. W prezentowanej pracy
zaktada sie, ze czas wykonywania zadania na maszynie zalezy od ilosci za-
sobu nieodnawialnego podzielnego w spos6b ciagly, przydzielonego tej ma-
szynie.

Zagadnienia, w ktérych czasy wykonywania zadah nie sa state, byty juz
badane w literaturze. Nalezy w tym miejscu przede wszystkim zwrdci¢ uwage
na prace [7,9,10,113. Przyktadowo w dwéch ostatnich przyjmuje sie, ze
czas wykonywania zadania moze przyjmowaé¢ wartosci z okreslonego skonczo-
nego zbioru (tzw. 3posoby wykonywania zadan).

W niniejszej pracy rozwazany jest problem czasowo-optymalnego przydzia-
+u zasobéw nieodnawialnych podzielnych w sposéb ciagty i n zadan do dwoch
identycznych maszyn roéwnolegdych. W praktyce zagadnienia kolejnosclowe sg
dos¢ skomplikowane i najczesciej sa zagadnieniami NP-zupednymi. Dla tych
zagadnien chcac uzyska¢ '"dobre™ rozwigzania nalezy stosowa¢ metody przeg-
ladu (metoda podziatu i ograniczen, programowanie dynamiczne), ktére sg
czasochtonne, szczeg6lnie w sytuacji, gdy liczba zadah do wykonania jest
stosunkowo duza. Dlatego tez w rozdziale trzecim tej pracy zaprezentowano
dwa algorytmy heurystyczne dla rozwigzania postawionego zadania. Podane w
rozdziale czwartym wyniki badan eksperymentalnych tych algorytméw potwier-
dzaja rekomendacje tych algorytméw do zastosowan praktycznych, gdy liczba
zadan do wykonania jest stosunkowo duza.
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2. Sformutowanie problemu. Podstawowe wkasnosci

W pracy rozpatrujemy dyskretny system produkcyjny, o ktérym zaktadamy,
ze:
(i) posiada dwie identyczne maszyny i\ IU, na ktérych nalezy wykona¢ n
niezaleznych zadan J = {1,2,... ,nj,

(ii) zadanie moze by¢ wykonywane na dowolnej maszynie i w trakcie jego
wykonywania nie moze by¢ przerywane,

(iii) posiada N jednakowych jednostek.zasobu nieodnawialnego,

(iv) maszyna w trakcie wykonywania zadan jej przydzielonych 1. C J
wykorzystuje czes¢ jednostek zasobu nieodnawialnego i w kazdej
chwili moze wykonywa¢ tylko jedno zadanie; k = 1,2, u™ + u2 ~K,

(v) czas wykonania zadania i-tego na maszynie U", jezeli przydzielono
jej uk jednostek zasobu nieodnawialnego, okreslony jest funkcja

b.

Ti(uk) = ai + e uke £°*NJ” k = 1»2" * ¢ J>

gdzie ai> 0, b™> 0 - parametry okreslajgce zadanie i-te i maszy-

ng *V
Rozwazany przez nas problem polega na znalezieniu czasowo-optymalnego
przydziatu zadan 1” i zasobu nieodnawialnego u™. do maszyn k = 1,2,
przy spednieniu powyzszych zatozen.

Sformutowany powyzej problem mozna przedstawi¢ jako nastepujace zada-

nie minimalizacji dyskretno-ciagkej:

min mami~2z2Z2 T, (u.), > T. (u?)V @
1v 12 Jifl, 1 +el2 2j
ul’e2
przy ograniczeniach
(©)

(i) u, + a2 H, >0, u2> 0-
Uwzgledniajac fakt, ze funkcje T/ sg mate jace, zadanie (2), (5) mozna
zapisa¢ w réwnowaznej postaci:
min min maxl> T.Cu), > J T.iN-nn , Q)
1Cc J uf [0,R]} 6IE£ 1l 1 ifl 1
gdzie 1 = J\ L.
Z postaci powyzszego zadania i wczesniejszych uwag wynika, ze w roz-
wigzaniu optymalnym czas pracy ooydwu maszyn jest identyczny. Stad
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Z (5) po prostych przeksztatceniach otrzymujemy

el ) =3 z:
uJd
z Z a +zZ “p i cI>
161* i€ 1* 16 I*
H-1Zc,
zas 161* (7)
Q™)
iei*
def b,
gdzie ¢, = - , i£3.
1 H
K#adac
x(1) dtf2 a, - f ,y(l) dif2272 (8)
161 i£ 1
a dif™ Z difz
ie J 16J

oraz uwzgledniajac (5), (6), (8),zadanie.(n) sprowadza si¢ do nastepuja-
cej postaci: - -1
min  FQ), ©
1C.J
m, m
gdzie ?2(Dd#Ex2() + 2 1 (D y(D.
Pokazemy teraz, ze F(1) -Cmar £f(0),F(3)” dla 1 C J oraz 170, 1 i 3.
Rzeczywiscie, jezeli XC J, 1720, 170, tox(l) £ (- 5)in
y(l) £ (- &, 8). Stad x2(l) + 2x(Dy(l) < ¢ 2Dy < - + =
=x2(0) + 2x(0)y(0) =i2@Q) + 2r(I)-yQ)-
Uwzgledniajac powyzsze, zadanie (9) przyjmie ostateczng postacé

min  F(I). (0)
IcJ

Z przedstawionego toku rozumowania wynika, ze zadanie (10) jest réwnowaz-
ne wyjsciowemu zadaniu (2), (3)* Po rozwigzaniu zadania (10), tzn. wyli-
czeniu 1*C J, zestaw u*, u*. 3%, ~ taki, ze u* = u* (wyliczone wg (7)),
ul = H-u*, 1~=1*, 1* = JN. 1* jest rozwigzaniem zadania wyjsciowego.
Dlatego tez dalej bedziemy rozwaza¢ tylko zadanie (10).

Zadanie (10) nalezy do klasy zadan KP-trudnych. Fakt ten jest konsek-
wencja tego, iz pewien szczeg6lny przypadek zadania (10) okreslony warun-



Z .Buchalski

kani = ci cNit 1 6 J jest réwnowazny HP-trudnemu problemowi PODZIA3
ZBIGHE(£2£j)w wersji optymalizacyjnej:

min_ mas
mlCJ tiii lei w
Eozwazany przez nas problem byt juz badany we wczesniejszych pracach
autora, -np. w [~*"]” deS° rozwigzania proponowano algorytm wyznaczaja-
cy rozwigzanie optymalne, oparty aa metodzie podziatu i1 ograniczen. Szcze-
gotowy opis tego algorytmu przedstawiono w , aw przypadku maszyn nie-

identycznych w £5j- Analizujac dziatanie tego algorytmu zauwazono, ze czas
obliczen gwattownie wzrasta przy duzej liczbie zadan (Juz przy n 7 50).
Fakt ten jest typowy dla tej klasy probleméw optymalizacji dyskretnej i w
przypadku, Kkiedy zalety nam na krétkim czasie obliczen, jedynym podejsSciem
jest zastosowanie algorytméw heurystycznych. W pracy [6] zaproponowano pe-
wien algorytm heurystyczny dla ogélnej sytuacji, gdy wystepuje m identycz-
nych maszyn. Algorytm ten mozna oczywiscie zastosowa¢ do omawianego tutaj
problemu, jednakze wydaje sie, ze specyficzne whkasnosci problemu wystepu-
jace tylko przy dwéch maszynach umozliwiaja skonstruowanie algorytmu efek-
tywniejszego. Dlatego tez w nastepnym rozdziale, dla wygody Czytelnika,
przedstawimy wspomniany jut algorytm heurystyczny z pracy [&J, a nastep-
nie zaproponujemy nowy algorytm heurystyczny dostarczajacy z reguty lep-
szego rozwigzania w sensie wartosci funkcji celu niz ten pierwszy.

3. Algorytmy heurystyczne

Jak jut wspominalismy w poprzednim rozdziale, przedstawimy teraz algo-
rytm heurystyczny z pracy £6] zaimplementowany dla przypadku dwéch maszyn.
Algorytm ten bedziemy dalej nazywa¢ Algorytmem 1.

Algorytm 1

krok 1. Wyznacz czasowo-optymaine uszeregowanie n zadan na dwéch identycz-
nych maszynach, tzn. pare 17, 12 przyjmujac, ze zadania sa niepo-
dzielne oraz czas realizacji i-tego zadania jest réwny J,

krok 2. Wyznacz zasoby (u,,,u5) przydzielone do poszczeg6lnych maszyn przy
zatozeniu, ze maszyny te wykonuja odpowiednio zadania ze zbioréw
Lj, 12 w taki spos6b, aby czasy pracy obu maszyn bydy identyczne
oraz zeby u™ + u2 =K, u,,7/0, u27/0.

W celu realizacji kroku 2 powyzszego algorytmu nalezy skorzystac¢ z
przedstawionych juz zaleznosci (6) i (7) (dla 1® = I-). Z kolei w kroku 1
trzeba rozwigzac¢ klasyczny problem szeregowania n niepodzielnych zadan na
dwéch roéwnolegtych identycznych maszynach. Odpowiednie algorytmy szerego-
wania mozna znalez¢ w literaturze [1,3}- Problem ten,jak wiadomo, jest prob-

mlemea KP-trudnym. Dlatego tez wszystkie istniejgce algorytmy rozwigzujace
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ten problem maja z4#ozonos$¢ niewielomianowg. Jednakie Istnieje szereg
j-"'dobrych” algorytméw heurystycznych (np. w [8]), ktdére moina zastosowac
do rozwigzania tego zagadnienia. Tutaj proponujemy przyja¢ algorytm LPT
(longest processing tlme) polegajacy na przydzielaniu najdtuzszego zada-
nia do aktualnie wolnej maszyny (np. w [2])-

Wykorzystujac fakt, ze analizowany problem (2), (3) jest réwnowazny w
oméwionym wczesniej sensie problemowi (10), oraz biorgc pod uwage postac
funkcji F(1) rekomendujemy nastepujacy algorytm heurystyczny zwany Algo-
rytmem 2 rozwigzujacy problem (2), ().

Algorytm 2
krok 1. Wylicz a = > et., c = > )c,, x =-8 ,y =-x .Potoz k =0,
iej iiJ 1 n *
10 = 0, Fpjn S©O
s

krok 2. 8porzadi liste zadan 1 = (J*,j2,--.,jn) WB nierosngcych wartosci

. 1€3
al

krok 3. Jezeli X2 + 2xy ~/ FmnAn, to przejdz do kroku 4. S przeciwnym wy-

padku po#6z I = IH, Fmirl = x2 + 2xy i przejdz do kroku 4.

krok 4. Podstaw k := k+1. Jezeli ky n, to potdéz 12 =| jnJ, x = - -| + aH
y =-"+cjn, k =1 i przejdz do kroku 3» W przeciwnym wypadku
podstaw 1? := IHu £ jkj, X = x + , Yy =y + i przejdz do
kroku 3. k k

krok 8. Jezeli x2 + 2xy > FmHn, to przejdz do kroku 6. W przeciwnym wy-
padku pod6z 1=1®, Fmin = x2 + 2xy i przejdz do kroku 6.
krok 6. Podstaw k i= k+l1. Jezeli k> n, to przejdz do kroku 7. W przeciw-

nym wypadku podstaw 12 := ]?U [*n-k+1j> 1 := x + ajn_k+1 ~

y =y + cC. i przejdz do kroku 5-
“n-k+1
krok 7. Wylicz Q(l) ze wzoru (6) (dla 1* = I) oraz u ze wzoru (7) (dla
I = 1) ipod6z £, =1, 12 = I\ 1, = u, u2 = N-u.

W nastepnym rozdziale przedstawimy analize numerycznag zaprezentowanych
powyzej algorytméw ze szczeg6lnym uwzglednieniem takich elementéw, jak
czas obliczen i doktadnos¢ produkowanych przez algorytmy rozwigzan.

4. Przyktady testujgce 1 wyniki obliczenh

Przedstawione Algorytm 1 "i Algorytm 2 zostaty zaimplementowane w jezy-
ku Fortran na minikomputerze IBM PC. Do analizy wykorzystano wczesniej
juz zaimolementowany na tym samym minikomputerze algorytm doktadny oparty
na metodzie podziatu i ograniczen z pracy Przyktady testujace otrzy-
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oano przez losowe generowanie danych. Dla okreslonej liczby zadan n wy-
generowano 15 zestawow a*, ¢, 1 t J. Dlan = 10» 25» 50, 75* 100, 125,
150, 175, 200 zestawy te zostaty wylosowane ze zbioru [0,0.1,0.2,...
..-.,9.9,10.0J przez generator o Jednostajnym rozktadzie prawdopodobienst-
wa. Dla kazdego zestawu danych wyznaczano Lj, 12> u®, u2 WS Algorytmu 1

i wg Algorytmu 2, a nastepnie zestaw optymalny 17, 1], u®, u* wg algorytmu
doktadnego (optymalnego). Z kolei dla odpowiedniego n i odpowiedniego zes-
tawu a®, c®, i1 £ J wyznaczano bdad wzgledny Algorytmu 1 oraz btad
wzgledny r2 Algorytmu 2 wg wzoréw:

dwf ~ = 100%,

5
r_dif - 100%,
2 e*

gdzie - wartos¢ kryterium liczona za pomocg Algorytmu 1,
02 - wartofi¢ kryterium liczona za pomocag Algorytmu 2,
0* - wartos¢ kryterium liczona za pomocg algorytmu doktadnego
(optymalnego) .

Wyniki obliczen przedstawiono w Tablicy 1.
Tablica 1.

iyniki badan numerycznych Algorytmu 1 i Algorytmu 2

" CPU CPU1 CPU2 Bl E2
- sek sek sek * %
10 1 0.4 c.4 3-6 0.7
25 5 1.1 1.5 4.7 0.9
50 11 2.6 5.4 3-9 0.6
75 55 5-1 6.2 4.1 0.5
100 115 9.6 11.7 4.4 0.7
125 227 16.8 20.3 5.8 0.8
150 434 27.2 34.1 4.9 0.8
175 862 42 .3 53.8 6.2 0.7
200 1896 68.8 84.3 5-7 0.9
CPU - Sredni czas obliczen w sek dla 15 zestawow danych przy stosowaniu
algorytmu doktadnego (optymalnego),
CPU1 - $redni czas obliczen w sek dla 15 zestawéw danych przy stosowaniu

Algorytmu 1,

CPU2 - Sredni czas obliczen w sek dla 15 zestawéw danych przy stosowaniu
Algorytmu 2,

R1 - $drednia arytmetyczna btedéw wzglednych r. dla 15 zestawdéw danych
przy stosowaniu Algorytmu 1,
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R2 - drednia arytmetyczna bteddéw wzglednych r2 dla 15 zestawéw danych
przy stosowaniu Algorytmu 2.

Jak wida¢, wyniki badan numerycznych upowazniajg do stwierdzenia, ze
Algorytm 2 jest lepszy od Algorytmu 1, gdyz czas obliczen CPU2 jest nie-
znacznie wiekszy od CPUl1, natomiast wartos¢ kryterium obliczona za pomoca
tego algorytmu jest duzo bardziej zblizona do rozwigzania optymalnego niz
obliczona za pomocg Algorytmu 1. Zaproponowany w pracy Algorytm 2 mozna
rozszerzy¢ na przypadek, gdy liczba maszyn jest wieksza od dwéch. Aktual-
nie przeprowadzana jest analiza poréwnawcza pomiedzy Algorytmem 2 i Algo-
rytmem 1 dla liczby maszyn wiekszej od dwéch.

Waznym problemem wydaje sie rozpatrzenie innych modeli zadan (innych
postaci funkcj —J_@UR)), np. liniowych TACuM) = a” - b un.
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ADTOPKTIM ~ JDIH  HPOBJIBSi  COCTABJEHKH ~ PAGIfiCAHHH 3kjm HA  MAM3AE
MM HEKOTOHE -STHKUHI' BPMEH2  BHIIQEHEHHH SAM?

Pesmi

B palora_npeiCTaaHSEa samara BpeMOHHDom’HI\/hiEbI—k)ro aonnoaEHH naa-
papaBHHz HeBocoTaEaBJiHBaeuHx pecypeoB z "n 3anaHHS Ha fIByx napajwejré&-
HHZ HiieHTHHHHX KatMHHI JOH KGHDTDDC $HKTCE2 BpGVBKH BHHWIHGHZH Saj“H.HOKa-
aaao ; hto qudjreaa maaeTCfl .nP - TpysHofi. CijjopMyjiHpoBaHa MaseMaTHHecKaa
uoaasB 334ahn s npancraBjieHH &bh SBpscTHnecKHx aaropHTtsa. [1pefiOTaBlieHH Tas-
S0 peayjEiBTaH ssonepHMaHraaBEHz HecjieflOBaHKS anropHTMOB h hx 165§ 8<thbhootb!

ALGORITHM FOR PROBLEM OF SCHEDULING TASKS ON MACHINES

FOR SOME PROCESSING TILSE FUNCTIONS

Summary

This paper deals with the problem of time optimal allocation
nonrenewable, continuous resources and n tasks to two identical,
parallel machines for some processing time functions. It is shown
that the problem is of NP-type. The mathematical model of the
problem is formulated and two heuristic algorithms is presented.
Some computational results and effectiveness of these algorithms

are shown.



