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PRZrB11Z0B? ALGORYTM DIA FFIHIELKSONEGO ZAGADBIEHIA
SZBRSGONAHIA. OPERACJI

Streszczenie. W artykule rozwazane jest mlaimaksowe zagadnienie

kole{)nc_iécmwe typu gniazdowego.Do jego_rozwigzania zaproponowano
przyblizony algorytm oparty na schemacie metody podziatu i ogra-
niczen. Reguta ograniczajgca oraz reguka wyboru okreslona zostata
na podstawie odpowiednio zdefiniowanego parametru.

1 Wstep

Dany jeat zbidr niepodzielnych operacji B»{nl ,n2,...nH}oras zbiodr
aaazyn H={m1»m2S...iaM]réznych typdw.Typ maszyn stanowi zbidér K=|1,2,...q}-
Oznaczmy przez b”™,c”™ oraz t~ odpowiednio czasy rozpoczecia,zakonczenia
oraz wykonania i-tej operacji na j-tej maszynie.

? zbiorze maszyn ii istnieja rozkgczne podzbiory maszyn uxa (W )
Jednakowego typu stanowigce wyposazenia gniazda.W zbiorze olsgsacji H
istnieja rozdaczne podzbiory operacji H kBeK ~  h),ktére moga by6é wyko-
aano przy uzyciu maszyn k-tego typu.Ponadto wymég porzadku technologi-
cznego wykonywania operacji okreslony przez relacje RT, (ifj)fRI
sprawia,ze operacja i-ta amsi byd zakonczona przed rozpoczeciem operacji
J-tej.Jezeli natomiast oznaczymy przez r-najwczesniejszy wymagany termin
rozpoczecia realizacji ..operacji © najpézniejszy wymagany
termin zakonczenia wykonywania operacji n” (c’sfdtjjto EAmorJOjri-sij
oraz HRaax[o,c.j~di]bfda odpowiednio przyspieszeniem oraz opdznieniea
wykonywania operacji n"fB.

Z kazdag operacjag aMN-H oraz maszyng zwigzana jest funkoja ura/"~p"
ssam| przydziadem i-tej operacji do 1-tej nasssyny.Zbior~|pjp™() ,pD)

X@F > e jkiKjnazywamy zbiorem mozliwych przydziadow
operacji do maszyn.Jezeli B IMInrE®, p(i) mestBk ,ktK]bedBie zbiorem
operacji wykonywanych na oaszynie  (@o kolejnosd realizacji operacji
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ze abioruH® na tej maszynie jest okreslona permutscja

Jij-trijte) ,7Lj2) ... .n")) ,1-TAT =

Hieoh dalej wektor permutacji H h (TX*,H 2, _TI™) okresla kolejnosc¢

wykonywania operacji aa maszynach, ze zbioru M,wéwczas zbior

1ITI*{UJIIN*II1,n 2,... JIm)}bedzie zbiorem mozliwych permutacji TI.
Eoswigzania problemu szeregowania polega na wyznaczeniu wartosci

zmiennych minimalizujacych funkcje celuopostaci

Lmaran J n Li " /M
przy ograniczeniach:

si+ Npr)Ysj * GFdICHI N

(pMF tip@)<sjp =V %ppi) /Y
SUhkcja /1.1/ przedstawia sobg maksymalne spéznienie w wykonywaniu
operacji.Ograniczenie /1.2/ reprezentuje wymagana kolejnos¢ realizacji
operacji zgodnie z porzadkiem technologicznym. Tiarunek /1.3/ natomiast
zapewnia,ze operacje przeznaczone do wykonania na tej samej maszynie

nie moga by¢ wykonywane jednoozesnie™leoz musza by¢ uszeregowana.

2« Algorytm
2.1. Funkcja kary

Mech 0°(sl,s2,...aa) bedzie ciagiem najwczesniejesych chwil rozpo-
czecia wykonywania oparaoji ze zbioru H.Cigg S»(S1»S2,...ST,..... Sn),
dla ktérego SM-ainjs™- *njuwj 51 } »sn““aa—jQirt ciggiem najpdznlt
Jszych chwil rozpoczecia wykonywania operacji z tego zbioru.
Jezeli Bv«Sy(wéwczas kazde opdznienie wykonania operacji n” powoduje
wydduzenie czasu zakonczenia wykonania wszystkich operacji,natomiast
dla (y y> p(sr) zachodzi

av +Su(v)”Sw  lub Bw+ *Iim(wW)"Sv "2

0znaczny przez ski@.s2,-ce™) OFaz przez  ska(siasks. ., SnJ
ciag odpowiednio najwczesniejszych oras najpézniejszych chwil rospoci;
wykonywania opsraoji so zbioru I™_ktS.
Zbior *0J<e|ACi <ok, p(i)- p(g)
okreslony dla k-tsgo typu maszyn nazywamy zbiorem oparaoji krytyesnyd
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Warunkiem koniecznym na to, aby kolejne operacje ze zbiorag byty wyko-
nywane bez przestoju maszyn, jest,aby besposrednio przed uszeregowaniem
zachodzito <o”N oraz nNeh /2.2/
Zdefiniujmy teraz funkcje zwigzang z uszeregowaniem operacji ze
fsbioru C.Funkcje g okreslamy zaleznoscia
QijN8I»SjHT “i + Sj /273/
i nazywamy funkcjg kary za przekroczenie ograniczenia /1.3/.
Funkcja ta jeat niesymetryczna (tj. ~» & «y > moze przyjmowa¢ wartosci
dodatnie , ujemne oraz zero.Rozpatrzmy przypadek dodatniej wartosci.
Funkcja jest dodatnia wtedy,gdy dlain®,n"}-Ck zachodzi e”=S".
Sprawdzmy to. Q-X: SE- —Sj-r “ c|§ « K » poniewaz kK wiec RX 0.
Podobnie jezeli sk=Sk ,wowezas O.4atwo zauwazyc¢,ze jezeli funkcja
kary zwigzana z uszeregowaniem operacji jest dodatnia,wtedy kolejnoscé
realizacji tych operacji wpdywa na wartos¢ funkcji celu.Ujemna lub réwna
zo, jezeli takiego wpdywu nie ma.
Otrzymywanie najkorzystniejszych wartosci kar wymaga,aby dla kazdej
pary {n~*n~C* zachodzito
Q *ainf4 PqQii 12%4]
przy czym ni=JiII(u),n j»TH(u+l) , p(i) =pJ) oraz
sn1(uf
pkreslmy nastepujaca zaleznos¢
Mi m“a*|°.Qi}
ktorej wartos¢ jest przyrostem funkcji celu zwigzanym z uszeregowani es
operacjifapa”™eCk tak,aby sk+ ~iud) ~ Bj jwéwczas
Jest oszacowaniem funkcji celu przy zatozeniu nieograniczonej prz/e::)uss/to—
wosci maszyn ze zbioru Ma,o>k,kfK.
~uakcjadpostaci /2.5/ jest niemalejaca funkcjg swojego argumentu.
Ihkozay.ze atk=(a™k, S2k,....0"k) oraz sk=(ak,s]|,---.sk}-bedg ciggiem

Chwil rozpoczeci® wykonywani? operacji odpowiednio przed oraz po ussera—

«0,\Bia i SHEIFE Kk + Oorts5 +t~*)>a?’ °
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z© zbioru?!™ na tej maszynie jest okreslona permutacja

JINITLJIFL ;TLj2) .. ..n™)) »HAUFAL-oardtH)) LI»I7iT.

Bieeh dal®j wektor permutacji T(Tl.j,Jlg, .. .1~ ) okresla kolejnos¢

wykonywania operacji na maszynach ze zbioru H,wéwczas zbiodr

£~2c{71P1=01,,J12,. . .n W}bedzie zbiorem mozliwych permutacji TI.
Rozwigzania problemu szeregowania polega na wyznaczeniu wartosci

zmiennych s"jj,+«I»n minimalizujacych funkcjg celuopostaci

taD a £ n Li - M
przy ograniczeniach:

si+ *  (I»d)e-ET 1.2/

($*) 20 Fid))==H3i+ tip(x)"s)) lut (sj+ ip(j*-si)
Funkcja /1.1/ przedstawia sobg maksymalne opdznienie w wykonywaniu
operacji.Ograniczenie /1.2/ reprezentuje wymagang kolejnosé realizacji
op iracji zgodnie z porzadkiem teohnologicsnya.Warunek /1.3/ natomiast
zapewnia,ze operacje przeznaczone do wykonania na tej samej maszynie

ale moga byo wykonywane jednoczesnie,lecz musza by¢ uszeregowana.

2. Algorytm
2_.1_Funkcja kary

Hieeh s=(a.j»s2,...aa) bidzie ciggiem najwczesniejszych chwil rozpo-
czecia wykonywania oporaoji ze zbioru H.Cigg S™»(S1»S2,...SY,. ... 39,
dla ktdérego SY«ain|Sw- T=%)EM F »Sn““*a“ jest ciggiem najpdmiej
Jszych chwil rozpoczecia wykonywania operacji z tego zbioru.
Jozeli nv«Sy|wowczas kazde op6znienie wykonania operacji m. powoduje
wydtuzenie czasu zakonczenia wykonania wszystkich operacji,natomiast
dla 7s()n "a(w) zachodzi

SY W+ . , 27V

Ozcacsay przez akz(@\$2,,..,-c™) oraz przez Sk=E\5%,--£5")
ciag odpowiednio najwczesniejszych oraa najpézniejszych chwil rozpocti
wykonywania opsraoji m zbioru H™M_KtK. \Y;
Zbior *«j<e]ASi <oJ. ?2(1)" p®R) Boni ,nIfH kK
okreslony dla k-tego typu maszyn nazywamy zbiorom operacji krytyczny™
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Warunkiem koniecznym na to, aby kolejne operacje es zbioru byty wyko—
njmae bez przestoju maszyn,jest, aby beaposrednio przed uszeregowaniem
zachodzidto (i< ¢1 oraz sk < cj /2.2/
Zdefiniujmy teraz funkcje zwigzang z uszeregowaniem operacji z0O
pbioru CV-Punkcje tg okreslamy zaleznoscia
ANJFRI*3MN)“ @1 + *1MND)" Sj /2*3/
i nazywamy funkcjg kary za przekroczenie ograniczenia /1.3/.
Funkcja ta jest niesymetryczna (tj. <4j ¢ «5J1 moze przyjmowaé wartosci
dodatnie , ujemne oraz zero.Rozpatrzmy przypadek dodatniej wartosci.
Funkcja jest dodatnia wtedy,gdy dla™,n.}6Gk zachodzi
Sprawvdzmy to. v svf\+t’\ ! a (}E ~ sljS « poniewaz -V wiec kv 0.
fodobnie jezeli a5:S§ V?6nczas ko \ O.tatwo zauwazyc¢,ze jezeli funkcja
kary zwigzana z uszeregowaniem operacji jest dodatnia,wtedy kolejnosc¢
realizacji tych operacji wptywa na wartos¢ funkcji celu.Ujemna lub réwna
zv0, jezeli takiego wpdywu nie ma.
Otrzymywanie najkorzystniejszych wartosci kar wymaga,aby dla kazdej
pary {m\,n_j zachodzito
Q* - /2-4/
przy czym ni*»H"Cu) ,nJ«ltt(n+l) , fx(t) » fi{j) oraz
an™*nf " (CuJ”~uK”u+1i}
Okreslmy nastepujaca zaleznos¢ ~
Mi =“* {0.Qi}
ktcrej wartos¢ jest przyrostem funkcji celu zwigzanym z uszeregowanie»
operacji{n",n.}Ck tak,aby sk+ t. 0j jwéwcsaa
HkUK) - § ~ 12%5]
jest oszacowaniem funkcji celu przy zatozeniu nieograniczonej przepusto-
wosci maszyn za zbioru Hs,a>k,kfK.
Funkcjajpostaci /2.5/ jest aiemalejgog funkcja swojego argumentu.
fialczay,ze a"k«(s]k, Sgiz,....0o"t) oraz ska(sk,s]|,----sk}-beda oiagiea

Chwil rozpoczecia wykonywani” operacji odpowiednio przed oras po ussore—

«OraBiQ {nvaw "k , » *« »vk + *(T4>,?e Or&3 «k=* + *
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Po uszeregowaniu tych operacji otrzymujemy
°/ av + V (T><i b/ 1 +
a.zatem B*">S;k lub ak>fl'k o
Rozpatrzmy przypadek a/jwowczas moze zachodzié
v 4 *v*r si<O N4 +Vw-5s55> 0
saréano dla i/;jak 11/ tdly”o.
SThasnoso ta wykorzystamy przy okreslania regudy ograniczajacej -

2.2.0szacowania wartosci funkcji oelui

Wprowadiay dla kazdej pstry operacjiCn™n™fCk,kfK liniowg wzgledea
parametru he funkcjeSpootaci
32J(h)) * Qk &h] HMa*) /2.6/
1 nazwijmy ja parametrycznym oszacosranissa funkcji oelu.
Wyznaczmy teraz zakres zmian wartosci parametru h}e.
Oznaczmy przez LB oraz OB wartosci odpowiedniego dolnego oraz gérnego
oszaoowania funkcji celu;woéwczas
LB<Qk + hf Ht(sk)<O0B 72.7/
Poniewaz 0,kfK ;to
LB-Q*/ "V/"TO0“ a
~W > 12-8/
Zalotnos¢ /2.8/ ho¢esy zapisaC teras nastepujaco
bi,L~ hi ™ *1,0
przy czym
k £B-Q* - UB-Qk
Eixl™ 7 *

2»3»Reguta ograniczajaca 1 reguda wyboru.

Reguta ograniczajgca okreslona sostanie na podstawie wartosci para-
metru hk reprezentujacego poszczegélna uszeregowania operacji ze zbioru
ké-jf.Rozwazmy ustalenie kolejnosci opezaojl n™,n™ wzgledem operacji *,

{a~.aj -a”ec*_Powiemy,ze uszeregowaslo a,,* TI™ieJ1™u+l) jost nie lep*«
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ivlI™u) jaj-Ti—jarlJjjazeli zachodzi

aMHI .n- hi,J} > 1hr ~1 /2-,0/
Hieoh hg bgdzle odpowiedniag wartoscig,dla ktérej spekniona jest zaleznosc

Kr” hi K /2.11/
wowczas regud® ograniczajaca mozemy zapisaC¢ w postaci
- K, L k1,1 11>tH
fRrto&¢ hH zwigzang z funkcja mozna zawsze dobra¢ tak,aby zaleznos¢

/2.11/ byta spedniona.Ponizszy rysunek jest geometryczng interpretacja
reguly ograniczajacej -

Bya. 1.Interpretacja regudy ograniczajacej -
Pig.-1l.Interpretation of exclusion rule.

0Ogélng zasada przy okresleniu regudy wyboru jest dazenie do kompromi-
sonego wyznaczenia takiego uszeregowania,odpowiadajgoa ktéremu prosta-

_ , el e , I _ .- k
«wigzana z funkcja P (h') posiada mozliwie najmniejsze wartosci oras

,k$-K_Kompromis taki zapewnia wyznaczenie h™wg. zaleznosci

/2.13/

przy czym
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Ponizszy ryaunok jest geometryczng interpretacja reguty wyboru.

By®.2.Interpretacja reguty wyboru.
Pig.2, Interpretation of branching rule.
3. Uwagi korncowe.

Przedstawiona podejscie konstruowania regudy ograniczajacej 1 regi
wyboru rosssersyd Mozna na inne zagadnienia typu koabinatoryeznego w
wigzywana metodami nie tylko B-a-Bj ale réwniez programowania dynamics
go .Podat&wovsya problemem bytoby okreslenie funkcji E~.Dobierajac odpo-
wiednig wartos¢ bH)mozemy tym samym zmienia¢ liczbe eliminowanych ro-

wigzan (oo jest wazne w przypadku dnzyoh probleméw kombinatorycznyoh«
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BKTCTMECKHTT MTOPHIM ESH MHHMAKCHO2 UPOEJTBS EtOCLSEUOBATEIEHOCTE
auon

P830Ma

+
B .padoTS npe"OTaBlieHa MaTetsaTHEecsaH uonexb odmero «EOKpetmoro iipsns-

BDflotBeHHoro npogecca a aOTopaTMEEecKO-aBpacTHEecKM uetofl , daaHpyaojafi 22
pee aTOACB BexBea a rpaam. PaocaiaTpHBaeMaa npodneua a&aaesos 0”eoS sa
THEHR KOMOHHETopHex npodjien . Jttls eg permeHZH npajyioaeHO npasaao BCTBaS
h meHWLU jsflsi MHoseoTBa lonycTEB&Dc pssghhS aa oohobs napaMSTpa. |lpaBaso
BeraeS h rpatiHu orpaHsaeao k HHosecTBy , ot nopanEa soioporo sbbeces ctsh—

hdceb $yHKEHH ggjib« UpefjoTaBlieHH mKse escto BCTpeaeise b AarepaTypa ects-
m P3ESHEH 3TIDC npQ&JISK*

SDBOPTIMAL ALGORITHM FOR MI1I-HAK JOBS SCHEDULIHG PROBLEM

Sabiaij

This paper concerns the formal description of general discrete
processes of the job-shop type and scheduling methods based on
the concept of branch-and-bound method.The problem of minimizing
the maximum lateness time is NP—complete.
Some properties of the problem are formulated. For computational
effectivness the branch—and-bound riiles defined within the set of
feasible solutions are described.These rules are restricted to the
set of operatins whose schedules influence th® objective function.

Additionaly the paper outlines some other approaches to this problem.



