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PRZrBlIŻOB? ALGORYTM DIA fflHIEŁKSOWEGO ZAGADBIEHIA 
SZBRSGOWAHIA. OPERACJI

Streszczenie. W artykule rozważane jest mlaimaksowe zagadnienie 
kolejnościowe typu gniazdowego.Do jego rozwiązania zaproponowano 
przybliżony algorytm oparty na schemacie metody podziału i ogra
niczeń. Reguła ograniczająca oraz reguła wyboru określona została 
na podstawie odpowiednio zdefiniowanego parametru.

1. Wstęp

Dany jeat zbiór niepodzielnych operacji B>»{n1,n2,...nił}oras zbiór 
aaazyn H={m1»m2S...iaM]różnych typów.Typ maszyn stanowi zbiór K=|l,2,...q}. 
Oznaczmy przez b^,c^ oraz t ^  odpowiednio czasy rozpoczęcia,zakończenia 
oraz wykonania i-tej operacji na j-tej maszynie.
? zbiorze maszyn ii istnieją rozłączne podzbiory maszyn U*1 ( W  )

ktK '
jednakowego typu stanowiące wyposażenia gniazda.W zbiorze operacji H
istnieją rozłączne podzbiory operacji H B ^ h ),które mogą byó wyko-

keK
aano przy użyciu maszyn k-tego typu.Ponadto wymóg porządku technologi
cznego wykonywania operacji określony przez relację RT,(ifj)fRI 
sprawia,że operacja i-ta amsi byó zakończona przed rozpoczęciem operacji 
j-tej.Jeżeli natomiast oznaczymy przez r^-najwcześniejszy wymagany termin 
rozpoczęcia realizacji ..operacji ^  najpóźniejszy wymagany
termin zakończenia wykonywania operacji n^ ( ĉ sfdtjjto E^morJOjr^-s^j 
oraz I>i®aax[ó,c.j~di]bfdą odpowiednio przyśpieszeniem oraz opóźnieniea 
wykonywania operacji n^fB.

Z każdą operacją â i-H oraz maszyną związana jest funkoja ura-̂ -p̂
ssana przydziałem i-tej operacji do 1-tej nasssyny.Zbiór ̂-|pjp̂ ł(1) ,p(2)j 

jx(i)f ¡̂ »n̂ ęH^jkfKjnazywamy zbiorem możliwych przydziałów 
operacji do maszyn.Jeżeli Bĵ Jn̂ Jn̂ frÊ , p(i) ■®stBk,ktK]będBie zbiorem 
operacji wykonywanych na oaszynie (to kolejnośó realizacji operacji
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ze abioruH^ na tej maszynie jest określona permutscją 
JIj-trLjtt) ,T L j2 ) ....n^)) ,1-T^T •
Hieoh dalej wektor permutacji H h (TX^,H 2, .Tl^ ) określa kolejność
wykonywania operacji aa maszynach, ze zbioru M,wówczas zbiór
I T J * {UJJl*(Jl1, n 2,... Jlm)}będzie zbiorem możliwych permutacji Tl.

Eoswiązania problemu szeregowania polega na wyznaczeniu wartości
zmiennych minimalizujących funkcję celuopostaci

Lmara n J n Li ' /M
przy ograniczeniach:

si+ îp̂ .)"̂ sj * (ifdJC-HI /1.2/

( p M f  tip(i)<sj) luł> ( V  %jp(jpi) /1*3/
SUhkcja /1.1/ przedstawia sobą maksymalne spóźnienie w wykonywaniu 
operacji.Ograniczenie /1.2/ reprezentuje wymaganą kolejność realizacji 
operacji zgodnie z porządkiem technologicznym. Tiarunek /1.3/ natomiast 
zapewnia,że operacje przeznaczone do wykonania na tej samej maszynie 
nie mogą być wykonywane jednooześnie^leoz muszą być uszeregowana.

2« Algorytm
2.1. Funkcja kary

Mech o°(s1 ,s2,...aa ) będzie ciągiem najwcześniejesych chwil rozpo
częcia wykonywania oparaoji ze zbioru H.Ciąg S»(S1»S2,...ST,.....Sn), 
dla którego S^-ainjs^- *njUwj 51 } »sn“aa—jQirt ciągiem najpóźnlt
jszych chwil rozpoczęcia wykonywania operacji z tego zbioru.
Jeżeli Bv«Sy(wówczas każde opóźnienie wykonania operacji n^ powoduje 
wydłużenie czasu zakończenia wykonania wszystkich operacji,natomiast 
dla ̂u (y)*> p(sr) zachodzi

av +Su(v)^Sw lub Bw+ *im(w)^Sv 2̂*1'
V  . V V V  V  /  V  V

e s s  s  “ ( ® - j > s 2 » * * e C a ,  )  o r a s  P ~ s ® s  S * * > ^ S ^ , S £ , . . . £0znaczny przez sk>*(ek,s2,...c^) oraz przez Sk=(s^tSk s...S^J
ciąg odpowiednio najwcześniejszych oras najpóźniejszych chwil rospoci;
wykonywania opsraoji so zbioru I^.ktS.
Zbiór *oJ<e|ACi <ok, p(i)- p(j)
określony dla k-tsgo typu maszyn nazywamy zbiorem oparaoji krytyesnyd
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Warunkiem koniecznym na to, aby kolejne operacje ze zbiorą były wyko
nywane bez przestoju maszyn,jest,aby bespośrednio przed uszeregowaniem 
zachodziło < 0 ^ oraz ^ ĉ  /2.2/

Zdefiniujmy teraz funkcje związaną z uszeregowaniem operacji ze
Vfsbioru C.Funkcję łą określamy zależnością

Qij^8i»Sj)t' “i + Sj /2'3/
i nazywamy funkcją kary za przekroczenie ograniczenia /1.3/.
Funkcja ta jeat niesymetryczna (tj. ^  ♦ « y *  może przyjmować wartości
dodatnie , ujemne oraz zero.Rozpatrzmy przypadek dodatniej wartości.
Funkcja jest dodatnia wtedy,gdy dlain^,n^}€-Ck zachodzi e^=S^.

ir if ir k k k k R XSprawdźmy to. Q^= s^+ t.,̂  -Sj “ ci “ » ponieważ wiec O.
Podobnie jeżeli sk=Sk ,wówezas O.łatwo zauważyć,że jeżeli funkcja
kary związana z uszeregowaniem operacji jest dodatnia,wtedy kolejność 
realizacji tych operacji wpływa na wartość funkcji celu.Ujemna lub równa 
zero, jeżeli takiego wpływu nie ma.

Otrzymywanie najkorzystniejszych wartości kar wymaga,aby dla każdej 
pary { n ^ n ^ C *  zachodziło

Qi  ** ainf<4 }*Qj i i  /2 *4/
przy czym ni=Jll(u),n_j»TIl(u+1) , p(i) = p^J) oraz 

s n 1(uf
pkreślmy następującą zależność

M i ■ “a*l°.Qi}
której wartość jest przyrostem funkcji celu związanym z uszeregowani es 
operacjifapa^eCk tak,aby sk+ ^iud) ̂  Bj ¡wówczas

/ 2 * 5 /

jest oszacowaniem funkcji celu przy założeniu nieograniczonej przepusto
wości maszyn ze zbioru Ma,o>k,kfK.
^uakcjałpostaci /2.5/ jest niemalejącą funkcją swojego argumentu. 
Ihłóżay.że a#k=(a^k, S2k,....o'k) oraz sk=(ak,s|,....sk }-bedą ciągiem 
Chwil rozpoczęci® wykonywani? operacji odpowiednio przed oraz po ussera—

«0,WBia i >***“  K k + 0rŁS5 + t ^ * ) > a? ' °
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z© zbioru?!̂  na tej maszynie jest określona permutacją 
JI^lTLjifl ,T L j2 ) ....n^)) »H^Uf^.L-oardtHj) ,l»l7iT .

Bieeh dal®j wektor permutacji Tłn(Tl.j, Jlg,...!^ ) określa kolejność 
wykonywania operacji na maszynach ze zbioru H,wówczas zbiór 
£~2c{ 71 ] Jl-= (J1,, Jl2,. . .n ffl>}będzie zbiorem możliwych permutacji Tl. 

Rozwiązania problemu szeregowania polega na wyznaczeniu wartości
zmiennych s^jj,±«1»n minimalizujących funkcją celuopostaci

ŁtóaxD a f n Li ' M

przy ograniczeniach:
si+ * (l»d)€-ET /1.2/

($*) Ź® FiJ)) ==H3i+ tip(±)^sj) luŁ (sj+ ĵp(jĵ -si)
Funkcja /1.1/ przedstawia sobą maksymalne opóźnienie w wykonywaniu 
operacji.Ograniczenie /1.2/ reprezentuje wymaganą kolejnośó realizacji 
op iracji zgodnie z porządkiem teohnologicsnya.Warunek /1.3/ natomiast 
zapewnia,że operacje przeznaczone do wykonania na tej samej maszynie 
ale mogą byó wykonywane jednocześnie,lecz muszą być uszeregowana.

2. Algorytm
2.1.Funkcja kary

Hieeh s=(a.j»s2,...aa ) bidzie ciągiem najwcześniejszych chwil rozpo
częcia wykonywania oporaoji ze zbioru H.Ciąg S*»(S1»S2,...SY,.... Ŝ ),
dla którego SY«ain|Sw- !(%•%)£ M  } »Sn“*a“jest ciągiem najpóźniej
jszych chwil rozpoczęcia wykonywania operacji z tego zbioru.
Jożeli nv«Sy|wówczas każde opóźnienie wykonania operacji n̂ . powoduje 
wydłużenie czasu zakończenia wykonania wszystkich operacji,natomiast 
dla ̂ s(t) n ̂ a(w) zachodzi

SY °W+ , , /2'1/
oez ak«=(ê ,B2,.,.c^) oraz przez Sk=(s^,S^,...£Ozcacsay przez a =(s*,s*,. ..cj^) oraz przez (s^,S*,...S^)

ciąg odpowiednio najwcześniejszych oraa najpóźniejszych chwil rozpocti 
wykonywania opsraoji m  zbioru H^.ktK. v
Zbiór *«j<e|ASi <oJ. ?(i)" p(3) iSk>ni,nJf-Hk,ktK}
określony dla k-tego typu maszyn nazywamy zbiorom operacji krytycznŷ



Suboptyaałny algorytm. 119

Warunkiem koniecznym na to, aby kolejne operacje es zbioru były wyko— 
njrrrane bez przestoju maszyn, jest, aby beapośrednio przed uszeregowaniem 
zachodziło ¿ ¡< ¿ 1  oraz sk < cj /2.2/

Zdefiniujmy teraz funkcję związaną z uszeregowaniem operacji z©
Vpbioru C .Punkcję tą określamy zależnością

^jf®!*3^)“ ®1 + *1^(1)" Sj /2*3/
i nazywamy funkcją kary za przekroczenie ograniczenia /1.3/.
Funkcja ta jest niesymetryczna (tj. <4j ♦ «5J1 może przyjmować wartości 
dodatnie , ujemne oraz zero.Rozpatrzmy przypadek dodatniej wartości. 
Funkcja jest dodatnia wtedy,gdy dlâ n̂ ,n̂ .} 6Gk zachodzi

v v u k k > v K vSprawdźmy to. s^+ t̂  a c± ~ sj « ponieważ więc O.
k k k \fódobnie jeżeli aJ=S£ ;v?6wczas 0.Łatwo zauważyć,źe jeżeli funkcja

kary związana z uszeregowaniem operacji jest dodatnia,wtedy kolejność
realizacji tych operacji wpływa na wartość funkcji celu.Ujemna lub równa
zero, jeżeli takiego wpływu nie ma.

Otrzymywanie najkorzystniejszych wartości kar wymaga,aby dla każdej
pary {n̂ ,n.j zachodziło

Q* - /2-4/
przy czym ni*»H^Cu),nJj«IŁŁ(n+1) , fx(t) » f i{ j) oraz

■ n ^ n f  ^ ( u J ^ u K ^ u + i }
Określmy następującą zależność ^

M i = ““ {o.Qi}
ktćrej wartość jest przyrostem funkcji celu związanym z uszeregowanie» 
operacji{n^,n.}£Ck tak,aby sk+ t. Oj jwówcsaa

HkUk) - § ^ '  /2 *5/
jest oszacowaniem funkcji celu przy założeniu nieograniczonej przepusto
wości maszyn za zbioru Hs,a>k,kfK.
Funkcjajpostaci /2.5/ jest aiemalejąoą funkcją swojego argumentu. 
fiałćżay,że a'k«(s|k, Sgi:,....o'Ł:) oraz ska(sk,s|,....sk }-będą oiągiea 
Chwil rozpoczęcia wykonywani^ operacji odpowiednio przed o ras po ussore—

«0traBiQ {nv*aw ^ k , » * «  »vk + *^|(Tł>,? e 0r&3 K *  + *
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Po uszeregowaniu tych operacji otrzymujemy

°/ av + V ( T><i b/ i  +
a.zatem B̂ > S;k lub ak >fl'k o
Rozpatrzmy przypadek a/j wówczas może zachodzić

v  4  * v * r  si < 0 ^  4 + V w -  sS >  0
saróano dla i/; jak 11/ Ł d l y ̂ o.
STłasnośó tą wykorzystamy przy określania reguły ograniczającej.

2.2.Oszacowania wartości funkcji oelui

Wprowadiay dla każdej pstry operacjiCn^n^fCk,kfK liniową względea 
parametru h£ funkcjęSpootaci

3?J(hJ) * Qk -5- h| H^a*) /2.6/
1 nazwijmy ją parametrycznym oszacosranissa funkcji oelu.

x~Wyznaczmy teraz zakres zmian wartości parametru hj.
Oznaczmy przez LB oraz OB wartości odpowiedniego dolnego oraz górnego 
oszaoowania funkcji celu;wówczas

LB<Qk + h£ Ht(sk)<0B /2.7/
Ponieważ 0,kfK ; to

L B - Q^ / ' V / ' T O “ ci
~ W >  /2 -8/

Zalotność /2.8/ ho¿esy zapisać teras następująco 

bi,L ̂  hi ^  **1,0
przy czym

k ŁB-Q* . UB-Qk
Łi»L“ W  ’ *

2»3»Reguła ograniczająca 1 reguła wyboru.

Reguła ograniczająca określona sostanie na podstawie wartości para
metru hk reprezentującego poszczególna uszeregowania operacji ze zbioru 

kć-jf.Rozważmy ustalenie kolejności opezaojl n^,n^ względem operacji *, 
{a^.aj.a^ęc*.Powiemy,że uszeregowaslo a,,* Tl^ięJl^u+l) jost nie lep*«



Suboptymalny algorytm *» 121

¡yll^u) jaj-TI-jtu+IJjjażeli zachodzi

■ M H i . n - hi,J} >  I hr  ̂ 1  /2-,0/
Hieoh hg bgdzle odpowiednią wartością,dla ktćrej spełniona jest zależność

K r ” hi K  /2.11 /
wówczas reguł® ograniczającą możemy zapisać w postaci

. K , L “ Ł1,l I1>ŁH
ff&rtość hH związaną z funkcją można zawsze dobrać tak,aby zależność 
/2.11 / była spełniona.Poniższy rysunek jest geometryczną interpretacją 
reguły ograniczającej.

Bya. 1.Interpretacja reguły ograniczającej.
Pig.1.Interpretation of exclusion rule.

Ogólną zasadą przy określeniu reguły wyboru jest dążenie do kompromi
sowego wyznaczenia takiego uszeregowania,odpowiadająoa któremu prosta-

"*Tr" k«wiązana z funkcją P (h ) posiada możliwie najmniejsze wartości oras
,kś-K.Kompromis taki zapewnia wyznaczenie h^wg. zależności

przy czym

hk^,0

*i*- *1,0

UB - QÏ
...

/2.13/
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Poniższy ryaunok jest geometryczną interpretacją reguły wyboru.

By®.2.Interpretacja reguły wyboru.
Pig.2,Interpretation of branching rule.

3. Uwagi końcowe.
Przedstawiona podejście konstruowania reguły ograniczającej i regui 

wyboru rosssersyó Można na inne zagadnienia typu koabinatoryeznego W  

wiązywana metodami nie tylko B-a-Bj ale również programowania dynamics 
go.Podat&w ovsya problemem byłoby określenie funkcji E ^ .Dobierając odpo

wiednią wartość bH)możemy tym samym zmieniać liczbę eliminowanych roi- 
wiązań (oo jest ważne w przypadku dnżyoh problemów kombinatorycznyoh«
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3BKÎCTMECKHÎÎ MTOPHIM ĘSH  MHHMàKCH02 UPOEJTBS EtOCLSEUOBATEIEHOCTE
auon
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ł

B .padoTS npe^OTaBJieHa MaTetsaTHEecsaH uonexb odmero «EOKpetmoro iipsns- 
BDflotBeHHoro npoqecca a aOTopaTMEEecKO-aBpacTHEecKM ueïofl , daaHpyaojafi 22 
pee ¡aeTOflOB BexBea a rpaæm. PaocaiaTpHBaeMaa npodneua a&aaesos o^eoS sa 
ÏHUEEHH2 KOMÛHHaTopHax npodjien . JttLs eg pemeHZH npajyioaeHO npasaao BCTBaS 
h rpaHMu jsflsi MHoseoTBa lonycTEB&Dc pssqhhS aa oohobs napaMSTpa. IIpaBaso 
BeraeS h rpaüHu orpaHsaeao k HHosecTBy , ot nopanEa soïoporo sbbeces ctsh— 
hdceb $yHKĘHH qejiH« UpefjoTaBJieHH mKse es cto BCTpe^aeise b ÆarepaTypa e c ts -  
m P3E8HEH 3TÏDC npQ&IISK*

SDBOPTIMAL ALGORITHM FOR MI1I-HAK JOBS SCHEDÜLIHG PROBLEM 

S a b i  a i  j

This paper concerns the formal description of general discrete 
processes of the job-shop type and scheduling methods based on 
the concept of branch-and-bound method.The problem of minimizing 
the maximum lateness time is NP—complete.
Some properties of the problem are formulated. For computational 
effectivness the branch—and—bound riiles defined within the set of 
feasible solutions are described.These rules are restricted to the 

set of operatins whose schedules influence th® objective function. 
Additionaly the paper outlines some other approaches to this problem.


