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PERMUTACYONY PROBLEM PRZEPLYWOWY Z LINIOWYMI MODELAMI OPERAGDI

Streszczenie. W artykule dokonano przegledu problematyki roz-
dziatu zasobéw i szeregowania operacji na maszynach. Szczegdétowo
przedstawiono rezultaty uzyskane dla klasycznego permutacyjnego
problemu przeptywowego. Nastepnie problem ten uogélniono na przy-
padek z liniowymi modelami operacji. Szczegétowo rozpatrzono dwu-
maszynowy problem przeptywowy, a uzyskane rezultaty uogélniono
na przypadek wielomaszynowy.

1. Wstep

Jeden z waznych aktualnie kierunkéw rozwojowych automatyki dotyczy
sterowania dyskretnymi procesami technologicznymi i produkcyjnymi. Ob-
szerna klasa tych probleméw sprowadza sie do probleméw szeregowania za-
dan na maszynach i réwnoczesnego rozdziatu ograniczonych zasobdéw réznych
rodzajow [3 , 29J. Analogiczne problemy, wystepuje w komputerowych syste-
mach sterowania [ 7 , 43 , . Proces produkcyjny charakteryzuje sie
"przeptywem" materiatow i poéiproduktow w postaci pojedynczych elementéw,
podzespotdéw i zespotldw. Elementami moge byé detale, kesiska, wlewki, od-
kuwki, programy maszyn cyfrowych. Elementy te se poddawane operacjom ob-
rébki na kolejnych stanowiskach /gniazdach/ produkcyjnych wyposazonych
w maszyny. Przez maszyny nalezy rozumie¢: maszyny do obrébki mechanicz-
ni /np. obrabiarki/, maszyny budowlane, piece grzewcze, zgniatacze,
klatki walcownicze, stanowiska montazu, $rodki transportu, procesory
systeméw komputerowych itp. Operacjami natomiast moge by¢: obrébka mecha-
niczna, czynnoéci montazu, czynno$ci transportowe, wytop stali, walcowa-

nie, podgrzewanie, obrébka reczna, obliczenia w systemach komputerowych

Proces przetwarzania elementéw charakteryzuje cieg kolejno po sobie
nastepujecych operacji. Tego rodzaju cieg operacji jest nazywany zadaniem.
Wogélnosci, zadanie w dyskretnym systemie produkcyjnym stanowi zbidér
operacji uwarunkowanych czasowo. W ogd6lnym przypadku zadania /operacje/
do swego wykonania moge wymagaé, oprécz maszyn, takze innych dodatkowych
Zasobow dostepnych w ograniczonych ilosciach, e czasy trwania operacji
*oge zaleze¢ od ilosci zasobow la przydzielonych. Problea optymalizacji
iHSP.e*y_ptodykcyinajtpl*ty». Przypadku aozna scharakteryzowaé¢ nastfpujeco.



126 A. Jana

Dany Jest zbiér zadan produkcyjnych, zbiér maszyn oraz ograniczone ilofc
zasobo6w, przeznaczone do wykonania tych zadan. Nalezy znalez¢ takie dp
szczalne przyporzadkowanie operacji do poszczegdélnych maszyn, taka dy-
szczelna kolejno$¢ wykonywania operacji na tych maszynach oraz taki @&
puszczalny rozdziat ograniczonych zasobéw pomiedzy operacje /lub pomiet
maszyny/, aby przyjete kryterium efektywnos$ci byto optymalizowane.
Niniejsza praca poswiecona jest pewnej klasie wspomnianych powyzej
probleméw szeregowania z rozdziatem ograniczonych zasob6Wj a mianowicie
permutacyj nym problemom tasmowym przy zatozeniu, ze czasy trwania ope
racji /na pewnych maszynach/ zaleze liniowo od ilo$ci ograniczonych ==
béw /rozdziat 4/. Wczes$niej w rozdziale 2 dokonano krétkiego przegladu
problematyki rozdziatu zasobéw i szeregowania operacji na maszynach.
A nastepnie w rozdzisle 3 oméwiono w miare szczegdétowo dotychczasowe wy
niki osiagniete dla klasycznego permutacyjnego problemu przeptywowego.

Uwagi koncowe znajduje sie w rozdziale 5.

2, Przeglad problematyki rozdziatu zasobéw i szeregowania operacji nao
szynach
Poczagwszy od wczesnych lat 60 bardzo intensywnie byta rozwijane

teoria rozdziatu zasobdébw przy ustalonej kolejnos$ci wykonywania operacji;'
w szczeg6lnos$ci dotyczy to tzw. zagadnienia planowania sieciowego /anal:
zy sieciowej, activity networks/. W sposéb istotny wyrézniono tu probie:
PERT/koszt /time-cost tradeoff/ [2Bj. W problemie tym przyjmuje sie nme
le czynnos$ci /operacji/ w postaci koszt/czas. Zaktada sie tutaj, ze @
wykonania czynnoéci moze zmienia¢ sie w sposdéb ciggty w pewnym zadanya
przedziale, przy czym zmniejszenie czasu wykonania czynnos$ci powoduje

wzrost kosztu jej wykonania. Zwykle przyjmowano modele czynnos$ci w postr
cl nieroenacych funkcji liniowych lub odcinkami liniowych Ilub wypukilycti
badi te2 wklestych, W klasycznym sformutowaniu problemu PERT/koszt wyzir
cze 3le najmniejszy koszt wykonania catej sieci czynnos$ci /tzw. projekt-
przy Zatozeniu, ze ten projekt musi by¢é wykonany w zadanym czasie. Og-
niej, zwykle wyznacza cie tzw. cata krzywa projektu, rozwigzujgc powyzsi
prébie* dla catego dopuszczalnego przedziatu zmiennos$ci czasu wykonsnls
projektu.

Rozpalrywano takze problemy réwnomiernego wykorzystania zasoboéw /res:
urce leveling/ oraz problemy rozdziatu zasobdéw, ktérych ilos¢ jest ogra
niczona w kazdej chwili czasu /constrained— resource project schedule

Podsumowanie wynikéw osiggnietych przy wspomnianych wyzej modelach

operacji mozna znelaz¢ w monografii fs3.
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Znacznie ogo6lniejsze modele operacji w postaci réwnan rézniczkowych,
wiezace predkos$¢ wykonywania operacji z przydzielonymi ilosciami zasobéw
w kazdej chwili czssu /przy zadanych rozmiarach operacji/; zostaty wpro-
wadzone w j~5j /w warunkach deterministycznych/ oraz w/[ a] /w warunkach
probabilistycznych. Rozpatrywano szereg istotnych probleméw rozdziatu za-
sobéw przy powyzszych modelach operacji. Wyniki uzyskane /w warunkach de-

terministycznych/ do 1976 roku podsumowano w [;2]. N:estety, dalsze bardzo

istotne wyniki nie doczekaty sie - jak dotad - monograficznego ujecia.
Z kolei poczawszy od lat 50 [ 26) datuje sie intensywny /szczegol-
nie okres lat 70/ rozwéj teorii szeregowania zadan na maszynach.

Otrzymano szereg interesujacych rezultatéw dotyczacych ztozonos$ci obli-
czeniowej, algorytmoéw wielomianowych, przyblizonych /aproksymacyjnych/
oraz doktadnych opartych z reguty na metodzie podziatlu i ograniczen.
Podsumowanie tych wynikéw mozna znalez¢, np.wjsij, Prawie we wszystkich
pracach przyjmowano, klasyczny dla tej teorii, model operacji, podawany
wpostaci ustalonego czasu wykonywania oraz zakitadano, ze do wykonania
danej operacji potrzebna jest tylko jedna maszyna o pojemnosci jeden,
tzn. maszyna, ktéra w kazdej chwili czasowej moze .wykonywa¢ co najwyzej
jedng operacje. Oednakze przy prébach zastosowania otrzymanych rezulta-
tow do sterowania dyskretnymi procesami przemystowymi zauwazono, ze takie
modele sa zbyt duzym uproszczeniem skomplikowanej rzeczywistoéci. Dlatego
tez, klasyczne sformutowania rozszerzano o rézne dodatkowe elementy. Po-
czawszy od pracy Gareya i Oohnsona z '1975 [10J datuje sie rosngce za-
interesowanie problemami szeregowania z ograniczeniami zasobowymi.A mia-
nowicie, zaktada sie tutaj, ze czas wykonania operacji na danej maszynie
jest nadal ustalony, ale operacja do swego wykonania oprécz maszyny wyma-
ga dodatkowych podzielnych w sposéb dyskretny zasobéw, dostepnych w ogra-
niczonej ilosci. Nastepnie problemy te bytly rozpatrywane przy réznych za-
tozeniach odnos$nie/maszyn, operacji, ilosci zasobow podzielnych w sposéb
dyskretny. Wszystkie dotychczasowe wyniki badan dotyczace tych probleméw
zostaty przedstawione w monografii [ 2}.

2 przegladu dokonanego powyzej, wynika, ze do tej pory zajmowano sie
problemami szeregowania zadan na maszynach, w najogodlniejszej postaci,
przy zatozeniu, ze operacja do swego wykonania moze wymaga¢ jednej lub
wiecej maszyn oraz pewnych dodatkowych podzielnych w sposéb dyskretny za-
sobéw. W najogoélniejszym przypadku mozna moéwi¢ nawet o wielu /skonczonych,
z gory ustalonych/ sposobach wykonywania operacji £37j. Przy czym czas
wykonania operaeji /danym sposobem/ byt z goéry ustalony. Przyjecie takie-
go zatozenia stanowi w wielu sytuacjach praktycznych istotne uproszczenie
rzeczywistos$ci, bowiem cza6 trwania operacji moze w ogdlnym przypadku
zmienia¢ sie w sposéb ciggty w okreé$lonych granicach, wynikajacych z tech-

nologicznych uwarunkowan i moze by¢ zmienng decyzyjnag podlegajaca optyms-
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lizacji. Na przyktad, czas trwania operacji moze zaleze¢ od ilosci przy-
dzielonej .tej operacji /lub maszynie, na ktérej Jest wykonywana/ zasobu
podzislnych w sposéb ciegty. Przy czym globalnie dostepna ilo$¢  zasobdi
Jest ograniczona, a z uwarunkowan technologicznych wynika, ze dana qe-
racja moze pobiera¢ zasoby ze z goéry okreslonego cigegtego przedziatu.

Ogodlnie rzecz biorec, czasy wykonywania operacji na maszynach moge
by¢ pewnymi nierosnecyml| funkcjami iloéci ograniczonych podzielnych ws
s6b ciegty zasobéw przydzielonych do ich wykonania. Zasobami takimi nog
byé¢: naktady finansowe, energia, tlen, gaz, paliwo, katalizator itp. Po
wyzszy model skrétowo oznaczany bedzie czas/zaséb.

W problemach szeregowania zadan na maszynach wspomniane wyzej modele
operacji zostaly po raz pierwszy wprowadzone w [ 25). Niezaleznie f w 4]
wprowadzono podobne /odwrotne/ modele operacji /liniowa zalezno$¢ koszu
wykonania operacji od jej czasu zakohczenia, tzn. modele koszt/czas/ di
pewnego Jednoooszynowego problemu szeregowania operacji.Te ostatnie nok
lo bylty nastepnie rozpatrywane w pracach [aO , 39 , 327). Natomiast modeli
czas/zas6b dla Jednomaszynowych probleméw szeregowania operacji przy
nych zatozeniach odnos$nieiefunkcji kryterialnych, ograniczen kolejnoscig-
wych, momentéw dostepnoéci operacji byty rozpatrywane w £15,19,22,23,24],
dla problemu gniazdowego w fl-$j, a dla niepermutacyjnego problemu tasmo-
wego w [|7,20} .

Niniejsza praca bedzie pierwsze prébe zastosowania modeli czas/zaséb
do permutacyjnego problemu tasmowego, co bedzie miato miejsce w rozdzieli
A, Zanim to Jednak zostanie zrobione, w nastepnym rozdziale krétko podsu
mowana zostane rezultaty osiegniete dla tego problemu,ale przy klasyczny

zatozeniu o zadanych czasach wykonywania operaciji.

3. Podsumowanie rezultatéw uzyskanych dla klasycznego permutacyjnego

problemu przeptywowego

Klasyczny pamutacyjny problem przeptywowy mozna sformutowaé w naste-
pujecy sposéb. Dany Jest zbiér zadan O0j.Dg,,,,,3 , z ktérych kazde musi
by¢é wykonywane po kolei na maszynach MjM2,... Mm Zadania na kazdej z
maszyn musze by¢ wykonywane w tej samej kolejnoéci /permutation Schedule,
Kazda z maszyn moze wykonywac¢ co najwyzej Jedno zadanie w kazdej chwili
czasu. Kezdo zadanie 37, i«l,2,... ,m, zatem skltada sie z ciegu m operacji

8 operacja Oiv odpowiada wykonywaniu zadania 3A na mast
nie Mv w czasie piv bez przerwan /zadania niepodzielne/. Problem polega
na znalezieniu takiej kolejnos$ci wykonywania zadan TTC 1T /gdzie TT sest
zbiorem wszystkich pernutacji liczb I,...,n/ Jednakowej dla wszystkich

maszyn, aby zminimalizowaé¢ czas wykonania wszystkich zadan CmBX (Tr) ,
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Fundamentalny algorytm rozwigzujagcy powyzszy problem dla przypadku
a =2 zostat podany w 1954 roku przez Oohnsona: £26], ktéry wykazat, ze
Istnieje optymalne uszeregowanie zadanjW ktérym zadanie Jj poprzedza
jesli min "P~> pk2} ' min ¢ pj2* pklj’ Z Powyzszego wynika, ze problem
ten mozna rozwigza¢ w O(n*logn) krokach, wykonujac najpierw zadania z
Pjl i Pj2 w porzadku niemalejgcych Pj-“» a nastepnie pozostate zadania
w porzedku nie rosngcych p~g.

Dednakze juz dla m = 3 powyzszy problem staje sie silnie NP-trudny
fil]. /Definicje poje¢ zwigzanych z teorie ztozonos$ci obliczeniowej mozna
znalez¢ np. w [ I]/. Nawet dla m = 2, Jes$li dopusci sie niezerowe momenty
dostepnoéci zadan albo ograniczenia kolejno$ciowe pomiedzy zadaniami /na-
wet w postaci drzewa/, ir. problemy te staje sie juz silnie NP-zupetne [ Ili].
Dopuszczenie przerywalnoséci operacji zwykle powoduje utatwienie /w sensie
ztozonos$ci obliczeniowej/ rozwigzania problemu. Dednakze w tym przypadku
nawet przy dopuszczeniu przerywalnos$ci operacji problem z m=2 i nieze-
;rovymi momentami dostepnos$ci zadah oraz problem z m = 3 pozostaje nadal
silnie NP-trudnymi [12].

Do optymalnego rozwigzania ogélnego problemu stosowano rézne implemen-
tacje metody podziatu i ograniczen. Stosowano rézne strategie podziatu
mdrzewa rozwigzan, rézne dolne ograniczenia i kryteria eliminacyjne, poz-
walajace na zaniechanie poszukiwania rozwigzania optymalnego w pewnych
partiach drzewa rozwiazan. Z istotnych prac nalezatoby tutaj wymieni¢
prace f30], w ktérej wezet drzewa rozwigzan charakteryzuje sie czesciowym
juporzagdkowaniem zadan oraz prace fl3], w ktorej w kazdym wezle
jest petne rozwigzanie dopuszczalne..

Do rozwigzania rozpatrywanego problemu stosowano takze algorytmy sub-
optymalne /przyblizone/. Najbardziej aktualnego przeglagdu i eksperymen-
talnego poréwnania tych metod dokonano w [38], z ktérego wynika, ze naj-
lepsza - jak dotad - metodg przyblizona jest heureza zaproponowana w f~¢j.

Niestety analize najgorszego przypadku udato sie przeprowadzi¢ dla nie-
wielu algorytmoéw heurystycznych rozwigzujacych rozwazany problem. W pracy
fl2] wykazano, ze dla dowolnego tzw.. zwartego uszeregowania /busy Schedu-
le, charakteryzujagcego sie tym, ze w kazdej chwili czasu od momentu roz-
poczecia az do momentu zakonczenia wykonywania zadan co najmniej jedna
maszyna realizuje Jakie$ zadanie/ wspoéiczynnik najgorszego przypadku roéow-
na 9ie m. Przy czym granica ta jest osiggalna nawet dla tzw. LPT uszere-
gowania, w ktérym zadania szeregowane sa zgodnie z nie rosngcymi sumami
czas6bw wykonywania operacji zadania. W tej samej pracy podano takze inny
przyblizony algorytm, bazujacy na algorytmie Dohnsonai / o ztozono$ci ob-
liczeniowej o(m-n*log n™ o wspoéiczynniku najgorszego przypadku réwnymf~)
/gdzie f najmniejsza liczba catkowita, taka, ze f~ > j/» Przyktad

osiagalnod6ci tego ograniczenia udato sia pokaza¢ tylko dla a = 3.
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Rozpatrywano takze perrautacyjny problem przeptywowy przy zatozeniu, i
jesli rozpoczeto realizacje jakiego$ zadania”™ to .musi ono by¢ realizowani
bez przerwan sz do jego zakohczenia /tzw. problem "bez czekania" /no
wait//. Innymi stowy, w kazdym zadaniu po rozpoczeciu jego wykonywania
operacje musze by¢ wykonywane natychmiast jedna po drugiej. Problemy t
kie wystepuje na przyktad w hutach, gdzie pewne wlewki nie moge wystygn?
i musze by¢ walcowane majec odpowiednio wysoke temperature. Problem tai
[35] mozna sformutowa¢ Jako problem komiwojazera z miastami O ,l,...,n

i z nastepujecymi odlegtosciami miedzymiastowymi:

K ~ mK .l pa (I'k m°-1 ny-
gdzie pQi =0 (i =1,,..,m).

Mozna wykaza¢, ze przypadek tego problemu z dwiema maszynami mozna re
wiezaé w wielomianowym czasie w 0(02) krokach £36]. Natomiast przypadek
z czterema maszynami jest juz silnie NP-trudny |~33j. Problem z trzema tf
szynami jest problemem otwartym, tzn. ani nie wykazano jego NP-trudnos$ci
ani nie znaleziono algorytmu wielomianowego.

Wprowadzenie ograniczenia “bez czekania" moze w spos6b istotny zwiek-
szy¢ optymalne wartos¢ kryterium croax Cno wait). Mozna jednakze* pokazal,
06 )

Cmax (no wait) /C*ax < ra* dla m> 2*
gdzie CraaK Jost optymalne wartoscie kryterium Craax dla problemu bez ogd
niczenia: "bez czekania".

W nastepnym rozdziale uogdélnimy rozpatrywany- powyzej permutacyjny pt
lem kolejnosclowy na przypadek, gdy czasy wykonywania operacji na peawnycl

maszynach zaleze liniowo od ilosSci przydzielonych im zasoboéw.

A, Permutacyjny problem przeptywowy z ograniczeniami zasobowymi

W niniejszym rozdziale rozpatrzymy permutacyjny problem przeptywowy
/sformutowany w poprzednim rozdziale/ przy zatozeniu, ze czasy wykonywa-
nia operacji na pewnych maszynach liniowo zaleze od ilo$ci przydzielonycl
im zasobdéw. Nie umniejszajec zbytnio ogdélnosci rozwazan, cBlem zwieztegs
zapisu, zalozymy, ze czasy wykonywania wszystkich operacji zaleze od ilo$-
ci przydzielonych im zasobéw, przy czym kazda maszyna tt ,v m 1,2, .. ,«

dysponuje iloécie zasobéw Uv. Model operacji Oiv Jest nastepujecy:

Plv 5 Plv(uiv) 4 biv - °iv°lV w
gdzie biy > O, ajv > 0 ee zadanymi parametrami modelu, a uiv Jsat ilosci!
zasobu przydzielonego do wykonania operacji Oiy. Zbiér dopuszczalnych itf
dziatéw zasobéw Jest nastepujecy:
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U=|u €Rnn: u £ ['ul,....uv,... ,uj a
a¥(v =1 m [(uv 6[ulv uiv’” " uiv])A
a-~"Cl =1 n) (<Lv~uiv ~ 21v) A £ 1=1 uiv ~ U}
gdzie oCiv, Niv ( i biv/aiv ) s? zadanymi .technologicznymi ogra-

niczeniami na zakres zasoboéw przydzielanych operacji Oiv;
£ 1=171v ~ Uv 2 Zi=1AYy

Problem tutaj polega na znalezieniu takiej kolejnos$ci wykonywania za-
dan TT*eTToraz takiego rozdziatu zasobéw u*e U, aby czas wykonania wszyst-

kich zadan cmax(Tr osiggnat wartos¢ minimalna, tzn.;
min  min C (tr,u) =¢C (n* ,u*).
ircTTu 6 U max ' maxX !

W poprzednim rozdziale zostatlo podkreslone, ze dla klasycznego permuta-
cyjnego problemu przeptywowego granica miedzy wielomianowo rozwigzywalnym
problemem a NP-trudnym lezy miedzy m =2 a m = 3. Dak sie za chwile okaze,
dla problemu z zasobami lezy ona “nizej", bo juz problem dwumaszynowy, z
zasobami tylko na jednej z maszyn, i z identycznymi wspoétczynnikami nachy-
lenia aiv =av, i =1,2,...,n, v = 1.albo 2 jest NP-trudny. Doktadniej,
decyzyjna wersja tego problemu jest NP-zupeitna. Mozna ja sformutowaé¢ na-
stepujaco:

'F: Dany jest dwumaszynowy system wykonywania n niepodzielnych zadan o
stosach wykonywania pi2 na drugiej maszynie, modele (l) zadah na pierwszej
maszynie, z parametrami bil, oCxlnD, ijL, i=1,2 . orazlic z -
bami Uj i y /gdzie n.a.”,bil ,Pi2 sa nieujemnymi liczbami catkowitymi, a
oraz y sa nieujemnymi liczbami wymiernymi/.

Pytanie: czy istnieje TTe7Foraz u € U takie, ze /7T ,u) £: y?.

Wihasnos$é 1,

‘WP Jest NP-zupeina C323,

W dowodzie korzysta sie z decyzyjnej wersji problemu PODZIALU ZBIORU,

a ktorej wiadomo [ 27] , ze jest NP-zupeitna. Ma onaposta¢:

OWPZ: Dane sa liczby naturalne k, e, e2,..., e”, E takie, ze

I Ul = 2E. Pytanie: czy istnieje QCK =~1,2,... ,kj, taki, ze
i”7Q ei =E 7

Wykorzystujac nastepujacy szczegd6lny przypadek problemu

WP: n =k+1, al =1, b~ = Zei, = 2ei, pi2 = ejL,

«a i =1,2,..., k=n-I, bRl = E, - 0, Pfl2 = 2E. Uj = 2E. y - 4E.

mozna wykaza¢ wielomianowg transformowalno$¢ DWPZ do DWP. /Przynaleznos$¢
DUP do klasy zadan NP jest oczywista/.

Poniewaz DWP jest NP-zupetnajWiec permutacyjny probiera przeptywowy przy
f a2, ait o al# pi2 wmbi2 , i » 1,2,...,n, Jest NP-trudny /ozneczmy ten

Ostatni problem przez P2/, co powoduje, ze nie istnieje algorytm doktadny
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o ztozonoséci wielomianowej /jezeli P / NP/ rozwigzujacy ten problem. Nie
znaczy to jednak, ze przy przyjeciu dodatkowych ograniczen nie mozna po-
da¢ algorytmow efektywnych. tatwo zauwazyé, ze problem P2 dla przypadku
z ustalonym rozdziatem zasobdéw moze by¢ trywialnie rozwigzany algorytmes
Johnson w O(n-log n} krokach; z drugiej strony, je$li permutacja tt jest
ustalona, woéwczas moze by¢ on rozwigzany w O”n) krokach za pomocag algo-
rytmu podobnego do algorytmu przedstawionego w [I5]. Z kolei ftatwo mozna
pokazaé¢, ze jes$li w P2 p~ = P2* wdwczas nastepujacy algorytm w o{nZ2j

krokach daje optymalne rozwigzanie:

Algorytm 1:

Krok 1. Podstaw N =11,2,... ,nj, k: =l
Krok 2. Wyznacz p » :cPi;l(min »UN Y dla i £ N.
Krok 3. Znajdz j £ N speiniajgce p ~ = min { p~}» nastepnie podstaw

77*fk):=j, Uji:=minj/3il ,ulju L*=L"-u”, k:=k+Il oraz N:=Nv~jJ.
Jesli N/ jZ, przejdz do Kroku 2, w przeciwnym przypadku - STOP:
TT oraz uJ' dajg optymalne rozwigzanie.
Natomiast przypadek problemu P2 z /511= i=1,2,...,n, mozn
trywialnie rozwigza¢ w O(n-log n) krokach szeregujac zadania zgodnie z
nierosngcymi wartosciami p~gfotrzymujemy permutacje 7r*) oraz rozdzielajac

zasoby zgodnie z nastepujacym algorytmem /ztozono$¢ obliczeniowa Ofn'k

Algorytm 2:
Krok 1. Dla i:°l do n wykonaj Krok 2
Krok 2. Podstaw u *~ 1 ;= .*x* {0 x, ulJ, U”™~U~N»u~”""'"i,
W powyzszym algorytmie i dalej przez.u™. £ U bedzie oznaczany optymalny

rozdziat zasobéw dla permutacji ttcTT™ tzn. rozdziat dla ktérego:

Cmax(7r* u*rr) = u*E"U Cm axfnr* ) *

Dla ogé6lnego problemu P2 /bez specyficznych zatozen upraszczajgcych/
zaproponowany zostanie nastepujacy algorytm heurystyczny o ztozonoséci do
liczeniowej o(n2 :

Algorytm heurystyczny:

Krok 1. Podstaw N: = {1,2,...,nj, k:»Il, l:=n.;

Krok 2. Wyznacz p#l= pil ('min (/S ,ul)) dla i£€N.

Krok 3. Znajdz jf N oraz qe{l,2i spetniajace Pjg = min~p”, Pi2~. 3esll

q-1I, podstaw 7TH(k):Cj. u ™ (k)I:= min ( U*).

Ul:cUl~uVv H(k).i » k:“k+1, N:=N-7j3 i Jes$li N/ iz, przejdz do

Kroku 2, w przeciwnym przypadku przejdz do Kroku 4. Natomiast

jesli g - 2, podstaw ifH(l):«=J, 1:-1-1. N:=N-7j} i jesli N/ p,
przejdz do Kroku 2, w przeciwnym przypadku przejdz do KroKu 4.

Krok 4. Dla i:»k do n wykonaj:
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podstaw u ~ a )l :» min J) .uid, ~ Nastepnie
STOP - TI™ wraz z u*™ jest poszukiwanym rozwigzaniem przyblizonym.
H

tatwo zauwazyé, ze powyzszy algorytm heurystyczny speinia warunki ko-
. o . N .
nieczne optymalnosci {jla problemu_.PZ, tzn. umknii Cmaxm—"“h ) Cmax(TrH'u”I'-?
oraz m i~ Cmgx(- ,u *FHAC max fT~.u*.~.

Przeprowadzono analize najgorszego przypadku dla powyzszego algorytmu
przyblizonego. Z analizy tej wynika, ze wspo6iczynnik najgorszego przypad-
ku dla tego algorytmu jest rowny 2. Mozna takze pokazaé¢, ze granica ta
Jest osiegalna /tzn. poda¢ przyktad,dla ktérego ten wspdéiczynnik wynosi
doktadnie 2/. Z punktu widzenia analizy najgorszego przypadku uzyskany wy-
nik nie jest rewelacyjny, poniewaz mozna tatwo pokazaé¢, ze dla heurezy, w
ktérej bierzemy dowolng permutacje, a nastepnie dla niej znajdujemy opty-
malny rozdziat zasobéw, ten wspodtczynnik wynosi takze 2 /i jest osiegalny/
Tym niemniej zaproponowana heUreza wykazuje bardzo wysoka doktadnos$¢ eks-
perymentalny. A mianowicie, przetestowano 360 losowo generowanych przyk-
tadéw, dla kazdego z nich wyznaczano nastepujacy wspotczynnik
N 4/”Cmax"Cmax)/Cmax]- 100%* 9dzi® Cmax “ wartos¢ kryterium otrzymana za
pomocg proponowanego algorytmu, Cmax optymalna wartos¢ uzyskana za pomoca
plgorytmu podziatu i ograniczen, przedstawionego w dalszej czes$ci tego
rozdziatu. Arytmetyczna $rednia 360 wyliczonych wspoétczynnikéw w wynosita
0.00625%, a warto$¢ maksymalna 0.47921%;

Obecnie przejdziemy do przestawienia algorytmu doktadnego rozwigzujace-
go problem P2, a nastepnie pokaiemy,lak ten algorytm wuogdélni¢ na ogélny
przypadek z dowolng ilo$ciag maszyn m i podamy wyniki obliczeniowe dla pew-
nych przyktadéw z 5 maszynami i 20 zadaniami /100 operacjami/. Zanim jed-
nak to zrobimy,przedstawimy najpierw pewna wtasnoéci problemu, na ktérych
bazuje algorytm.

Zaczniemy od pewnych definicji i oznaczen.
Trélkgi liczb , 7rfj) , 7T(n)~ , dla ktdérej zachodzi
Cnax (Ir *~r) TTGE1 1 " 3 TTi) XU TCi) 1) +Z i=] pTT()2 *

bedzie nazywana droga krytyczna dla TT /doktadniej, ta tréjka wyznacza dro-
8? krytycznag w TT/. Wartos¢ Craax(IT » u™) 'bedzie nazywana ditugos$cig drogi
krytycznej w 7T, a liczba naturalna J bedzie nazywana krytyczng pozycja
*Tr .
tatwo zauwazyé, ze moze byé¢ wiele drég krytycznych /oczywiécie o tej

lanej dtugos$ci Cnax(7r ,un.)/ w JT przy rozdziale u”.. Niech k”. oznocza
liczbe wszystkich drég krytycznych w TT; oraz niech <Jj.Jg ,...,jk#...=
3”M.~N bedzie /uporzadkowanym/ ciegiem kolejnych krytycznych pozycji w tr

i< lJ2< /=



Podciegi zadan Oirfl) "* ** irCli)n xx**x

TT(Ik-1+1> N (K +1) ]~
permutacji Tr bede nazywane, odpowiednio, pierwsze,,.. ,k-te,..., i
kN +1-sze /ostatnie/ sekcje zadan w & /przy rozdziale zasobéw uV-

Mozna wykazaé¢, ze prawdziwa jest nastepujeca witasnosc¢:

Wtasnos¢ 2:
Dla kazdej permutacji zadan TreTT, jes$li permutacja /? zostata otrzyj
na z TT przez pewne zmiane kolejnos$ci wykonywania zadan i je $li
Cmax (0 *u/j) < Cmax”~7r*ui-) * woéwczas w
,-'1/ co najmniej Jedno zadanie z pierwszej sekcji zostato przesuniete =
ostatnie zadanie z tej sekcji; lub
'2/ co najmniej jedno zadaniek-tej sekcji jest przesuniete przed piern-

sze albo za ostatnie zadanie tej sekcji, dlak=2 lub 3,,,., lub I~
lub
,/3/ co najmniej Jedno zadanie z ostatniej' +1l-ej/ sekcji w TT zostatc

przesuniete przSd pierwsze zadanie tej sekcji.

Wykorzystujec powyzsze wtasnos$ci eliroinac¢yjne, skonstruowano algoryts,
oparty na metodologii podziatu i ograniczen, celem rozwiezania problemu
P2.

Algorytm ten byt testowany na 360 losowo generowanych przyktadach. b=
ktadniejj byto po'30 przyktadéw z 50,100,150 i 200 operacjami, rozpatrytn-
nymi dla trzech skrajnych wartosci /doktadniej dla wartosci 0.1
0.5 A./* Maksymalny czas rozwiezania przyktadéw, z 200 ope
racjami wynosit 116 sekund /na maszynie cyfrowej ODRA 1325/. Dla 93.88?
generowanych 360 przyktadow” algorytm znajdowat rozwiezanie optymalne
w pierwszym wezle drzewa rozwiezan, a dla 5.00 % w drugim wezle. Rozwie-
zanie poczatkowe w algorytmie byto.uzyskiwane za pomoce wspomnianej hew
rezy. Powyzsze bardzo skrétowo przedstawione rezultaty badan empirycznycl
Swiadcze o tym, ze zaproponowany algorytm, mimo nie najlepszego oszaco«'
nie w senBie analizy najgorszego przypadku, charakteryzuje sie bardzo &
bre ocene eksperymentalne; a zaproponowany algorytm doktadny, z kolei,
charakteryzuje sie szybkim rozpoznawaniem rozwiezania optymalnego.

Przejdzmy obecnie do ogdélnego m maszynowego permutacyjnego problemu
przeptywowego. Mozna pokazaé¢, ze przedstawione wtasnos$ci problemu P2,
sformutowane we Wtasnos$ci 2, mozna uogdlni¢ na ogdélny m maszynowy przyp!"
dek. Na bozie tych uogélnionych wiasnosci mozna skonstruowac¢ algorytm ty
pu podziatu i ograniczen, W celu wyznaczenia optymalnego rozdziatu zaso-
béw un-f U dla ustalonej permutacji 7T¢ 7T zastosowano pewne modyfikacje
algorytmu podanego w £34] . Ten uogdlniony algorytm testowano na 25 przy-

ktadach, kazdy z nich miat 5 maszyn i 20 zadan /tzn. 100 operacji/.
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Niestety wyniki nie byty Juz tak znakomite jak dla algorytmu opracowane-
go dla dwu maszyn, w ktérym istotne znaczenie miatlo zastosowanie wspom-
nianego algorytmu heurystycznego i bardzo dobrych dolnych ograniczen.

Dla tego ogdélnego algorytmu czasy obliczen /ALGOL na ODRZE 1300/ byty od
kilku do kilkudziesieciu minut. Dla 6 przyktadéw na 25,tzn, dla 24% ba-
danych przykitadéw, nie znaleziono rozwigezania optymalnego w ciggu godziny.
Wspomniany algorytm wymaga dalszych ulepszen, w szczegd6lnos$ci opracowania
nowych, w sposéb istotny lepszych algorytméw heurystycznych, dajacych
rozwiagzanie poczatkowe w dokiadnym algorytmie. Istotny wplyw ma takze
opracowanie lepszych dolnych ograniczen, jednakze - zdaniem autora - zbyt
wiele tutaj nie da sie juz zrobi¢ /majac na my$li do-lrse- ograniczenia wy-
znaczane w wielomianowym czasie/.

5. Zakonczenie

W dalszych badaniach dotyczacych! szeregowania operacji na maszynach
przy zatozeniu, ze czasy trwania operacji moga zmienia¢ sie w pewnych
przedziatach zmiennoséci, warto bytoby zaja¢ sie modelami rézniczkowymi
[5.,4] /dynamicznymi/ operacji. Modele te doktadniej modeluja rzeczywis-
toé¢, poniewaz pozwalaja na zmiane ilo$ci przydzielonych zasobéw do ope-
racji w trakcie ich wykonywania, co jest praktycznie niemozliwe przy mo-
delach rozpatrywanych do tej pory. Pierwsze poczatki juz zrobiono, np. w
(44 podano pewien algorytm heurystyczny dla problemu z réwnolegtymi ma-
szynami o ograniczonych, przepustowoséciach, dla statej globalnej ilosci
zasobow izjednakowymi momentami dostepnos$ci operacji. Z kolei w[l8,21,16]j
rozpatrywano pewne problemy przy zmiennej w czasie globalnej ilosci za-
sobéw, réznych momentach dostepnoé$ci operacji i przy zatlozeniu nieogra-
niczonej przepustowos$ci- maszyn.

Rezultaty badan probleméw szeregowania zadan na maszynach przy wspom-
nianych dynamicznych modelach operacji-moga mieé szczegOlnie istotne za-
stosowanie w elastycznie automatyzowanych procesach produkcyjnych.
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PERMUTATION FLOW-SHOP PROBLB1 WITH LINEAR OPERATION MODELS

S uBE ar vy

In the paper the' actual state of the resource alloca-

tion problems and sequencing ones is presented.

The results

obtained for the classical permutation flow-shop problem are

recapitulated in detail.

Next this problem is generalized on

the case with linear operation models. Two-machine flow-shop

problem is considered in detail and results obtained are ge-

neralized to the »ultimachina case.



