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S t r e s z c z e n ię . W a r t y k u le  dokonano p rz e g lę d u  p ro b le m a ty k i roz- 
d z ia łu  zasobów i  sz e reg o w an ia  o p e r a c j i  na m aszynach . Szczegó łow o  
p rz e d s ta w io n o  r e z u l t a t y  uzyskane  d la  k la s y c z n e g o  p e rm u tacy jn eg o  
problem u p rzep ływ ow eg o . N a s tę p n ie  prob lem  ten  u o g ó ln io n o  na p rz y ­
padek z l in io w y m i m odelam i o p e r a c j i .  Sz czegó łow o  ro z p a trz o n o  dwu- 
m aszynowy prob lem  p rz e p ływ o w y , a uzyskane  r e z u l t a t y  u o g ó ln io n o  
na p rzyp ad ek  w ie lom a szynow y.

1. Wstęp

Jeden z ważnych a k t u a ln ie  k ie ru n k ó w  rozwojow ych  a u to m a ty k i d o ty cz y  
sterowania d y s k re tn ym i p ro cesam i te c h n o lo g ic z n y m i i  p ro d u k c y jn ym i. Ob­
szerna k la s a  ty c h  problem ów sprow adza s ię  do problem ów sz e reg o w an ia  z a ­
dań na m aszynach i  rów noczesnego ro z d z ia łu  o g ra n ic z o n y c h  zasobów różnych  
rodzajów [ 3  , 2 9 J .  A n a lo g ic z n e  prob lem y, w y s tę p u ję  w kom puterowych s y s t e ­
mach s te ro w a n ia  [  7 , 43 , . P r o c e s  p ro d u k c y jn y  c h a r a k te r y z u je  s ię
"przepływem" m a te r ia łó w  i  p ó łp ro d u k tó w  w p o s t a c i  p o je d yn cz ych  e lem entów , 
podzespołów i  z e sp o łó w . E lem en tam i mogę być d e t a le ,  k ę s is k a ,  w le w k i,  od- 
kuwki, p rogram y maszyn c y fro w y c h . E lem en ty  te  sę poddawane operacjom  ob­
róbki na k o le jn y c h  s ta n o w is k a ch  / g n ia z d a c h /  p ro d u k c y jn y ch  wyposażonych 
w maszyny. P rz e z  m aszyny n a le ż y  rozum ieć: m aszyny do o b ró b k i m echan icz ­
n i  /np. o b r a b ia r k i/ ,  m aszyny b u d o w lan e , p ie c e  g rzew cz e , z g n ia t a c z e ,  
k la tk i w a lc o w n ic z e , s ta n o w is k a  m ontażu, ś r o d k i t r a n s p o r tu ,  p ro c e s o ry  
systemów kom puterowych i t p .  O p e ra c ja m i n a to m ia s t  mogę b y ć : obróbka mecha­
niczna, c z y n n o ś c i m ontażu, c z y n n o ś c i t r a n s p o r to w e , wytop s t a l i ,  w a lcow a­
n ie , p o d g rzew an ie , obróbka rę c z n a , o b l ic z e n ia  w system ach  kom puterowych

Proces p rz e tw a rz a n ia  e lem entów  c h a ra k t e r y z u je  c ię g  k o le jn o  po sobie  
następu jęcych  o p e r a c j i .  Tego ro d z a ju  c ię g  o p e r a c j i  j e s t  nazywany zadaniem. 
W o g ó ln o ś c i, z a d a n ie  w d ysk re tnym  sy s te m ie  p rodukcyjnym  s ta n o w i z b ió r  
op e ra c ji uwarunkowanych czasow o . W ogólnym  p rzypadku  z a d a n ia  / o p e r a c je /  
do swego w ykon an ia  mogę wymagać, op rócz  m aszyn , tak że  in n y c h  dodatkowych 
Zasobów d o stęp n ych  w o g ra n ic z o n y c h  i l o ś c i a c h ,  e cz a sy  t rw a n ia  o p e r a c j i  
*ogę z a le ż e ć  od i l o ś c i  zasobów l a  p r z y d z ie lo n y c h .  P ro b le a  o p t y m a l iz a c j i  
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Dany J e s t  z b ió r  zadań p ro d u k c y jn y c h , z b ió r  maszyn o ra z  o g ra n ic z o n e  ilofc 
zasobów, p rzeznaczone  do w ykonan ia  ty c h  zad ań . N a le ż y  z n a le ź ć  t a k ie  dop 
sz c z a ln e  p rzyp o rząd k o w an ie  o p e r a c j i  do p o sz cz eg ó ln ych  m aszyn , ta k ą  dopi- 
s z cz e ln ą  k o le jn o ś ć  wykonyw an ia o p e r a c j i  na ty c h  m aszynach o ra z  t a k i  do­
p u sz cz a ln y  r o z d z ia ł  o g ra n ic z o n yc h  zasobów pom iędzy o p e ra c je  / lu b  pomięć 
m aszyny/, aby p r z y ję t e  k ry te r iu m  e fe k ty w n o ś c i b y ło  o p ty m a liz o w an e .

N in ie js z a  p ra ca  pośw ięcona j e s t  pewnej k la s ie  wspom nianych powyżej 
problemów sz e reg o w an ia  z ro z d z ia łe m  o g ra n ic z o n yc h  zasobóWj a m ianow icie 
pe rm u tacy j nym problemom taśmowym p rz y  z a ło ż e n iu ,  że c z a s y  t rw a n ia  ope­
r a c j i  /na pewnych m aszynach/ z a le ż ę  l in io w o  od i l o ś c i  o g ra n ic z o n yc h  ze-: 
bów / r o z d z ia ł  4 / . W c z e śn ie j w ro z d z ia le  2 dokonano k ró tk ie g o  przeglądu 
p ro b le m a ty k i ro z d z ia łu  zasobów i  sz e reg o w an ia  o p e r a c j i  na m aszynach.
A n a s tę p n ie  w ro z d z is le  3 omówiono w m ia rę  szczegó łow o  do tychczasow e wy 
n ik i  o s ią g n ię te  d la  k la s y c z n e g o  p e rm u ta cy jn eg o  prob lem u przepływowego. 
Uwagi końcowe z n a jd u ję  s ię  w ro z d z ia le  5 .

2 , P rz e g lą d  p ro b le m a ty k i ro z d z ia łu  zasobów i  sz e reg o w an ia  o p e r a c j i  na o
szynach

Począw szy od w czesnych  l a t  60 bard zo  in te n s y w n ie  b y ła  rozwijane
t e o r ia  ro z d z ia łu  zasobów p rz y  u s t a lo n e j  k o le jn o ś c i  w ykonyw an ia  operacji;' 
w s z c z e g ó ln o ś c i d o ty cz y  to  tzw . z a g a d n ie n ia  p lan o w an ia  s ie c io w e g o  /anal: 
zy s ie c io w e j ,  a c t i v i t y  n e tw o rk s / . W sposób is t o t n y  w yró ż n io n o  tu  próbie: 
PERT/k o sz t / t im e - c o s t  t r a d e o f f /  [ 2 B j . W p ro b le m ie  tym p rz y jm u je  s i ę  moe 
l e  c z y n n o ś c i / o p e r a c j i /  w p o s t a c i  k o s z t/ c z a s .  Z a k ła d a  s i ę  t u t a j ,  że cza: 
w ykonan ia  c z y n n o śc i może z m ie n ia ć  s i ę  w sposób c i ą g ł y  w pewnym zadanya 
p r z e d z ia le ,  p rz y  czym z m n ie js z e n ie  czasu  w ykonan ia  c z y n n o ś c i powoduje 
w zro s t k o sz tu  j e j  w yk o n an ia . Z w yk le  przyjm owano m odele c z y n n o ś c i w postr 
c l  n ie ro e n ą c y c h  fu n k c j i  l in io w y c h  lu b  o d c in k am i l in io w y c h  lu b  wypukłycti 
b ą d i te2  w k lę s ły c h ,  W k lasycznym  sfo rm u ło w an iu  prob lem u PER T /k o sz t wyzir 
cze 3 lę  n a jm n ie js z y  k o sz t w ykonan ia  c a łe j  s i e c i  c z y n n o ś c i / tz w . projekt- 
p rzy Z a ło ż e n iu ,  że ten  p r o je k t  musi być wykonany w zadanym c z a s ie .  Ogól- 
n i e j ,  zw yk le  w yznacza c ię  tzw . c a łą  k rzyw ą p r o je k t u ,  ro z w ią z u ją c  powyżsi 
p ró b ie *  d la  c a łe g o  d opuszcza lneg o  p rz e d z ia łu  z m ie n n o śc i czasu  wykonsnls 
p ro je k tu .

R o zp a lryw an o  tak że  p rob lem y równom iernego w y k o rz y s ta n ia  zasobów /res: 
u rce  le v e l i n g /  o ra z  p rob lem y ro z d z ia łu  zasobów , k tó ry c h  i l o ś ć  j e s t  ogra­
n iczo n a  w k ażd e j c h w i l i  cżasu  / c o n s t r a in e d —  re s o u rc e  p r o je c t  s c h e d u le

Podsumowanie wyników o s ią g n ię t y c h  p rz y  wspom nianych w yże j modelach 
o p e r a c j i  można z n e la ź ć  w m o n o g ra f ii  f s 3 .
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Z n aczn ie  o g ó ln ie js z e  m odele o p e r a c j i  w p o s t a c i  równań ró ż n icz k o w ych , 
więżące p ręd ko ść  w ykonyw an ia  o p e r a c j i  z p rz y d z ie lo n y m i i lo ś c ia m i  zasobów 
w każdej c h w i l i  czssu  / p rz y  zadanych  ro z m ia ra ch  o p e r a c j i / ; z o s t a ły  wpro­
wadzone w j~5 j /w w arunkach  d e te r m in is ty c z n y c h /  o ra z  w [  a]  /w warunkach  
p ro b a b il is ty c z n y c h . R ozp atryw ano  sz e reg  is t o t n y c h  problem ów ro z d z ia łu  z a ­
sobów p rz y  pow yższych m odelach o p e r a c j i .  W y n ik i uzyskane  /w w arunkach  de­
te rm in is ty c z n y c h /  do 1976 roku podsumowano w [ ¿ 2 ] .  N :e s t e t y ,  d a ls z e  bardzo  
is to tn e  w y n ik i n ie  d o c z e k a ły  s ię  - ja k  do tąd  - m o n o g ra ficzn eg o  u ję c i a .

Z k o le i  począw szy od l a t  50 [ 26J  d a tu je  s ię  in te n sy w n y  / s z c z e g ó l­
nie o k res  l a t  7 0 /  rozwój t e o r i i  sz e reg o w an ia  zadań na m aszynach.
Otrzymano sz e re g  in t e r e s u ją c y c h  r e z u lta tó w  d o ty cz ą c y ch  z ło ż o n o ś c i o b l i ­
czen iow ej, a lgo ry tm ów  w ie lo m ia n o w yc h , p rz y b liż o n y c h  /a p ro k sym a cy jn y ch /  
oraz dok ładnych  o p a r ty c h  z r e g u ły  na m etod z ie  p o d z ia łu  i  o g ra n ic z e ń . 
Podsumowanie ty c h  wyników  można z n a le ź ć ,  n p . w j s i j ,  P ra w ie  we w s z y s tk ic h  
pracach p rzyjm ow ano , k la s y c z n y  d la  t e j  t e o r i i ,  model o p e r a c j i ,  podawany 
w p o s ta c i u s ta lo n e g o  czasu  w ykonyw an ia  o ra z  z a k ła d a n o , że do w ykonan ia  
danej o p e r a c j i  p o trzeb n a  j e s t  t y lk o  je d n a  maszyna o p o jem n o śc i je d e n ,  
tzn. m aszyna, k tó ra  w k aż d e j c h w i l i  czasow ej może .wykonywać co n a jw yż e j 
jedną o p e r a c ję .  Oednakże p rz y  p rób ach  z a s to s o w a n ia  o trzym anych  r e z u l t a ­
tów do s te ro w a n ia  d y s k re tn y m i p ro ce sa m i p rzem ysłow ym i zauważono, że t a k ie  
modele są z b y t  dużym up ro szczen iem  skom p likow ane j r z e c z y w is t o ś c i .  D la te g o  
też, k la s y c z n e  s fo rm u ło w an ia  ro z sz e rz an o  o różne dodatkowe e le m e n ty . Po ­
cząwszy od p ra c y  G a re ya  i  Oohnsona z '1975 [ 10J d a tu je  s ię  ro snące  z a ­
in te resow an ie  prob lem am i sz e reg o w an ia  z o g ra n ic z e n ia m i zasobow ym i.A  m ia ­
now icie , z a k ła d a  s ię  t u t a j ,  że cz a s  w ykonan ia  o p e r a c j i  na danej m aszyn ie  
je s t nada l u s t a lo n y ,  a l e  o p e ra c ja  do swego w ykonan ia  op rócz  m aszyny wyma­
ga dodatkowych p o d z ie ln y c h  w sposób d y s k re tn y  zasobów , do stęp n ych  w o g ra ­
niczonej i l o ś c i .  N a s tę p n ie  p rob lem y te  b y ł y  ro z p a tryw an e  p rz y  różnych  z a ­
łożen iach  od n o śn ie/m asz yn , o p e r a c j i ,  i l o ś c i  zasobów p o d z ie ln y c h  w sposób 
dyskretny. W s z y s tk ie  do tych czaso w e  w y n ik i badań d o ty cz ą c e  ty ch  problem ów 
zosta ły  p rz e d s ta w io n e  w m o n o g ra f ii  [ 2 } .

2 p rz eg ląd u  dokonanego p o w yż e j, w y n ik a , że do t e j  p o ry  zajmowano s ię  
problemami sz e reg o w an ia  zadań na m aszynach , w n a jo g ó ln ie js z e j  p o s t a c i ,  
przy z a ło ż e n iu ,  że o p e ra c ja  do swego w ykonan ia  może wymagać je d n e j lu b  
w ięcej maszyn o ra z  pewnych dodatkow ych  p o d z ie ln y c h  w sposób d y s k re tn y  z a ­
sobów . W n a jo g ó ln ie js z y m  p rzypadku  można mówić nawet o w ie lu  /skończonych , 
z góry u s ta lo n y c h /  sposobach  w ykonyw an ia  o p e r a c j i  £ 3 7 j . P rz y  czym czas  
wykonania o p e r a ę j i  /danym sposobem / b y ł  z g ó ry  u s t a lo n y .  P r z y j ę c ie  t a k ie ­
go z a ło ż e n ia  s ta n o w i w w ie lu  s y tu a c ja c h  p ra k ty c z n y c h  is t o t n e  u p ro s z c z e n ie  
rz e c z y w is to ś c i, bowiem cza6  t rw a n ia  o p e r a c j i  może w ogólnym  p rzypadku  
zm ieniać s ię  w sposób c i ą g ł y  w o k re ś lo n y c h  g r a n ic a c h ,  w y n ik a ją c y c h  z te c h ­
no log icznych  uwarunkowań i  może b yć  zm ienną d e c y z y jn ą  p o d le g a ją c ą  optyms-
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l i z a c j i .  Na p r z y k ła d ,  czas  t r w a n ia  o p e r a c j i  może z a le ż e ć  od i l o ś c i  przy­
d z ie lo n e j  . t e j  o p e r a c j i  / lu b  m asz yn ie , na k t ó r e j  J e s t  w ykonyw ana/ zasobu 
p o d z is ln y c h  w sposób c i ę g ł y .  P rz y  czym g lo b a ln ie  d ostępna  i l o ś ć  zasobói 
J e s t  o g ra n ic z o n a , a z uwarunkowań te c h n o lo g ic z n y c h  w y n ik a , że dana ope- 
r a c ja  może p o b ie ra ć  zasoby ze z  g ó ry  o k re ś lo n e g o  c ię g łe g o  p rz e d z ia łu .

O g ó ln ie  rz ecz  b io r ę c ,  cz asy  w ykonyw an ia  o p e r a c j i  na m aszynach mogę 
być pewnymi n ie ro s n ę c y m l fu n k c ja m i i l o ś c i  o g ra n ic z o n yc h  p o d z ie ln y c h  w s; 
sób c ię g ł y  zasobów p rz y d z ie lo n y c h  do ic h  w yk o n an ia . Zasobam i ta k im i mog 
b yć : n a k ła d y  f in a n so w e , e n e r g ia ,  t l e n ,  g a z , p a l iw o ,  k a t a l i z a t o r  i t p .  Po­
w yższy model sk ró tow o  oznaczany b ę d z ie  c z a s /z a só b .

W prob lem ach sz e reg o w an ia  zadań na m aszynach wspom niane w yże j modele 
o p e r a c j i  z o s t a ły  po raz  p ie rw s z y  wprowadzone w [ 25J .  N ie z a le ż n ie  f w f4l] 
wprowadzono podobne /o d w ro tn e/  m odele o p e r a c j i  / l in io w a  z a le ż n o ś ć  koszu 
w ykonan ia  o p e r a c j i  od j e j  czasu  z a k o ń c z e n ia ,  tz n .  m odele k o s z t/ c z a s /  dli 
pewnego Jednoooszynow ego prob lem u sz e reg o w an ia  o p e r a c j i . T e  o s t a t n ie  mods 
lo  b y ły  n a s tę p n ie  ro z p a tryw an e  w p ra ca ch  [aO  , 39 , 32^). N a to m ia s t modeli 
czas/zasób  d la  Jednom aszynowych problem ów sz e reg o w an ia  o p e r a c j i  p rz y  róż­
nych z a ło ż e n ia c h  o d n o ś n ie ie fu n k c ji k r y t e r i a ln y c h ,  o g ra n ic z e ń  ko le jnością-  
w ych , momentów d o s tę p n o ś c i o p e r a c j i  b y ły  ro z p a tryw an e  w £ 15,19,22,23,24], 
d la  problem u gniazdowego w f l- ś j ,  a d la  n ie p e rm u ta c y jn e g o  prob lem u taśmo­
wego w [ l 7 , 20}  .

N in ie j s z a  p ra ca  b ę d z ie  p ie rw sz ę  p róbę z a s to s o w a n ia  m o d e li czas/zasób 
do p e rm u ta cy jn eg o  problem u taśm owego, co b ę d z ie  m ia ło  m ie js c e  w rozdzieli 
A, Zanim  to  Je d n a k  z o s ta n ie  z r o b io n e , w następnym  r o z d z ia le  k ró tk o  podsu­
mowana z o s ta n ę  r e z u l t a t y  o s ię g n ię t e  d la  teg o  p ro b le m u ,a le  p rz y  klasyczny 
z a ło ż e n iu  o zadanych  czasach  w ykonyw an ia o p e r a c j i .

3. Podsumowanie re z u lta tó w  uzyskanych  d la  k la s y c z n e g o  p e rm u tacy jn eg o
prob lem u przep ływ ow ego

K la s y c z n y  pa m u ta c y jn y  prob lem  p rzep ływ ow y można sfo rm u ło w ać  w nastę- 
p u ję cy  sposób. Dany J e s t  z b ió r  zadań O j . D g , , , , , 3  , z k tó ry c h  każde musi 
być wykonywane po k o le i  na m aszynach M j,M 2 , . . . ,Mm. Z a d a n ia  na każde j z 
maszyn muszę być  wykonywane w t e j  samej k o le jn o ś c i  / p e rm u ta t io n  Schedule, 
Każda z maszyn może wykonywać co  n a jw y ż e j Je d n o  z a d a n ie  w każd e j c h w ili 
c z a s u . Keżdo z a d a n ie  3 ^ , i « l , 2 , . . .  ,m , zatem  s k ła d a  s i ę  z c ię g u  m operacji 

8 o p e ra c ja  Oi v  odpow iada w ykonyw an iu  z a d a n ia  3 A na mast 
n ie  Mv  w c z a s ie  pi v  bez p rz e rw ań  / z a d a n ia  n ie p o d z ie ln e / .  P rob lem  polega 
na z n a le z ie n iu  t a k ie j  k o le jn o ś c i  w ykonyw an ia  zadań TTC TT / g d z ie  TT Je st 
zb iorem  w s z y s tk ic h  p e r n u t a c j i  l i c z b  l , . . . , n /  Jed n ak o w e j d la  w sz y s tk ich  
m aszyn , aby  z m in im a lizo w ać  c z a s  w yk o n an ia  w s z y s tk ic h  zadań CmBX (Tr) ,
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Fundam enta lny  a lg o ry tm  ro z w ią z u ją c y  powyższy prob lem  d la  p rzypadku  
a = 2 z o s t a ł  podany w 1954 roku p rz ez  Oohnsona: £ 2 6 ] ,  k tó r y  w y k a z a ł,  że
I s t n ie je  op tym a lne  u sz e reg o w an ie  zadań jW którym  z a d a n ie  J j  poprzedza 

j e ś l i  min ^ P ^ >  pk 2 }  '  min ¿ pj2 *  pk l j ’ Z  P owyższego  w y n ik a , że prob lem  
ten można ro z w ią z a ć  w 0 (n * lo g n )  k ro k a c h , w yk o n u ją c  n a jp ie r w  z a d a n ia  z 
P j l  i  P j 2 w porządku  n ie m a le ją c y c h  Pj-^» a n a s tę p n ie  p o z o s ta łe  z a d a n ia  
w porzędku n ie  ro sn ących  p^g.

Dednakże ju ż  d la  m = 3 powyższy prob lem  s t a j e  s ię  s i l n i e  N P- tru d n y  
f i l ] .  / D e f in i c j e  p o ję ć  z w ią z a n y ch  z t e o r ię  z ło ż o n o ś c i o b l ic z e n io w e j  można 
znaleźć np . w [  l]/ . Nawet d la  m = 2 , J e ś l i  d o p u śc i s ię  n ie z e ro w e  momenty 
d ostępnośc i zadań  a lb o  o g r a n ic z e n ia  k o le jn o ś c io w e  pom iędzy zad an iam i /n a ­
wet w p o s t a c i  d rz ew a/ , ir. p rob lem y te  s t a j ę  s i ę  ju ż  s i l n i e  N P-zupełne  [ l i ] .  
Dopuszczenie p rz e r y w a ln o ś c i  o p e r a c j i  zw yk le  powoduje u ła t w ie n ie  /w s e n s ie  
z łożonośc i o b l ic z e n io w e j/  ro z w ią z a n ia  p rob lem u . Dednakże w tym p rzypadku  
nawet p rz y  d op u szczen iu  p rz e r y w a ln o ś c i  o p e r a c j i  p rob lem  z m = 2 i  n ie z e -  
;rowymi momentami d o s tę p n o ś c i zadań  o ra z  p rob lem  z m = 3 p o z o s ta ję  n a d a l 
s i ln ie  N P- tru d n ym i [ 12 J .

Do op tym alnego  ro z w ią z a n ia  ogó lnego  prob lem u stosow ano różne im plem en­
t a c je  m etody p o d z ia łu  i  o g r a n ic z e ń . Sto sow ano  różne s t r a t e g ie  p o d z ia łu  
■drzewa ro z w ią z a ń , różne d o ln e  o g r a n ic z e n ia  i  k r y t e r i a  e l im in a c y jn e ,  poz­
walające na z a n ie c h a n ie  p o sz u k iw a n ia  ro z w ią z a n ia  op tym alnego  w pewnych 
p artiach  drzewa ro z w ią z a ń . Z is t o t n y c h  p ra c  n a le ż a ło b y  t u t a j  w ym ien ić  
pracę f 3 o ] ,  w k t ó r e j  w ę z e ł drzewa ro zw iązań  c h a r a k te r y z u je  s i ę  częściow ym  
¡uporządkowaniem zadań o ra z  p ra c ę  f l 3 ] ,  w k tó r e j  w każdym w ęź le
je s t p e łne  ro z w ią z a n ie  d o p u s z c z a ln e . .

Do ro z w ią z a n ia  ro z p a tryw an eg o  prob lem u stosow ano  ta k ż e  a lg o ry tm y  sub- 
optymalne / p r z y b l iż o n e / .  N a jb a r d z ie j  a k tu a ln e g o  p rz e g lą d u  i  eksperym en ­
ta lnego  po rów nan ia  ty c h  metod dokonano w [3 8 ] ,  z k tó re g o  w y n ik a , że n a j ­
lepszą - j a k  do tąd  - metodą p rz y b liż o n ą  j e s t  heu reza  zaproponowana w f^ ć j .

N ie s t e ty  a n a l iz ę  n a jg o rs z e g o  p rzypadku  u d a ło  s i ę  p rz ep ro w ad z ić  d la  n ie ­
wielu a lgo ry tm ów  h e u ry s ty c z n y c h  ro z w ią z u ją c y c h  rozważany p rob lem . W p ra cy  
fl2] w ykazano, że d la  dowolnego tzw .. z w a rte g o  u sz e reg o w an ia  /b usy  Schedu­
le ,  c h a ra k te ry z u ją c e g o  s i ę  tym , że  w k aż d e j c h w i l i  czasu  od momentu roz­
poczęcia aż  do momentu z a k o ń c z e n ia  w ykonyw an ia  zadań co  n a jm n ie j je d n a  
maszyna r e a l i z u je  J a k i e ś  z a d a n ie /  w s p ó łc z y n n ik  n a jg o rs z e g o  p rzypadku  rów­
na 9 ię  m. P rz y  czym g r a n ic a  tą  j e s t  o s ią g a ln a  naw et d la  tz w . LPT u s z e re ­
gowania, w którym  z a d a n ia  szeregow ane  są  zg odn ie  z n ie  ro sn ącym i sumami 
czasów w ykonyw an ia o p e r a c j i  z a d a n ia .  W t e j  samej p ra c y  podano ta k ż e  in n y  
p rzyb liżony  a lg o ry tm , b a z u ją c y  na a lg o r y tm ie  Dohnsonai /  o z ło ż o n o ś c i ob­
lic z e n io w e j o (m -n * lo g  n^ o w sp ó łc z y n n ik u  n a jg o rs z e g o  p rzypadku  równymf ^ J  
/gdzie f  n a jm n ie js z a  l i c z b a  c a łk o w i t a ,  t a k a ,  ż e  f  ̂ ~j > j / »  P r z y k ła d  
o s iąg a ln o ó c i teg o  o g r a n ic z e n ia  u d a ło  s i ą  pokazać t y lk o  d la  a  *■ 3 .
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Rozpatryw ano  ta k ż e  p e rra u ta cy jn y  p rob lem  p rzep ływ ow y p rz y  z a ło ż e n iu , ii 
j e ś l i  rozp oczę to  r e a l i z a c j ę  ja k ie g o ś  zadan ia^  to  .musi ono być realizowani 
bez p rzerw ań  sż do je g o  z a k o ń cz e n ia  / tz w . prob lem  "b e z  c z e k a n ia "  /no 
w a i t / / .  Innym i s ło w y , w każdym z a d an iu  po ro z p o cz ę c iu  je g o  wykonywania 
o p e ra c je  muszę być wykonywane n a ty c h m ia s t  je d n a  po d r u g ie j .  Prob lem y te-; 
k ie  w y s tę p u ję  na p rz y k ła d  w h u ta c h , g d z ie  pewne w le w k i n ie  mogę wystygn? 
i  muszę być w alcow ane m ajęc odpow iedn io  wysokę te m p e ra tu rę . Prob lem  taki;
[ 35]  można sfo rm u łow ać Ja k o  prob lem  kom iw o jażera  z m ia s ta m i 0 , l , . . . , n  
i  z n a s tę p u ję cym i o d le g ło ś c ia m i m iędzym iastow ym i:

c j “  ^  ■ K . l  P|4  ( J ’ k ■ ° - 1  n ) -
g d z ie  pQi *= 0 ( i  = l , , . . , m ) .

Można w yk aza ć , że p rzypadek  teg o  prob lem u z dwiema m aszynam i można re 
w ię z a ć  w w ielom ianowym  c z a s ie  w 0 (o 2 ) k ro k ach  £36] .  N a to m ia s t przypadek 
z cz terem a maszynami j e s t  ju ż  s i l n i e  N P - tru d n y  |^33 j. Prob lem  z trzema tt[ 
szynam i j e s t  problemem o tw a rtym , tz n .  a n i  n ie  wykazano je g o  NP-trudności 
a n i  n ie  z n a le z io n o  a lg o ry tm u  w ie lo m ian o w eg o .

W prowadzenie o g ra n ic z e n ia  “ bez  c z e k a n ia "  może w sposób i s t o t n y  zwięk­
sz y ć  op tym a lnę  w a r to ś ć  k ry te r iu m  c roax C no w a i t ) .  Można je d n a k ż e *  pokazał, 
¿6  * ’

Cmax ( no w a it ) / C *ax < ra* d la  m >  2 * 
g d z ie  CraaK J o s t  op tym a lnę  w a r to ś c ię  k ry te r iu m  Craax d la  prob lem u bez ogd 
n ic z e n ia :  "b ez  c z e k a n ia " .

W następnym  ro z d z ia le  uogó ln im y rozpatryw any- pow yżej p e rm u ta cy jn y  prti 
lem  k o le jn o ś c lo w y  na p rz y p a d e k , gdy cz a sy  w ykonyw an ia  o p e r a c j i  na pewnyc1 
m aszynach z a le ż ę  l in io w o  od i l o ś c i  p rz y d z ie lo n y c h  im zasobów .

A, P e rm u ta c y jn y  prob lem  p rzep ływ ow y z o g ra n ic z e n ia m i zasobowym i

W n in ie js z y m  r o z d z ia le  ro zp atrzym y p e rm u ta cy jn y  p rob lem  przepływowy 
/s fo rm u łow any  w poprzednim  r o z d z ia le /  p rz y  z a ło ż e n iu ,  że cz a sy  wykonywa­
n ia  o p e r a c j i  na pewnych m aszynach l in io w o  z a le ż ę  od i l o ś c i  przydzielonycl 
im zasobów . N ie  u m n ie js z a ję c  z b y tn io  o g ó ln o ś c i rozw ażań , cB lem  zwięzłegs 
z a p is u ,  z a ło ż ym y , że c z a s y  w ykonyw an ia  w s z y s tk ic h  o p e r a c j i  z a le ż ę  od iloś­
c i  p rz y d z ie lo n y c h  im zasobów , p rz y  czym każda m aszyna tt ,' v  ■ 1 , 2 , . . . , «  
d ysponu je  i l o ś c i ę  zasobów U v . M odel o p e r a c j i  Oi v  J e s t  n a s tę p u ję c y :

P l v  5 P l v ( ui v )  4 b i v  - ° i v ° l V  W
gd z ie  b i y  > O , a j v  > 0 eę zadanym i p a ram etram i m ode lu , a u i v  J s a t  ilości! 
zasobu p rz y d z ie lo n e g o  do w ykonan ia  o p e r a c j i  0 i y . Z b ió r  dop u szcza ln ych  itf 
d z ia łó w  zasobów J e s t  n a s tę p u ję c y :
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U = |u  € Rm'n : u £ [ 'u 1 , . . . . u v , . . .  , u j  a

a ¥ ( v  = 1  m) [ ( u v  6 [u l v  u i v ’ ” " u i v ] ) A

a -^C1 = 1  n) ( < L v ^ u i v  ~ /? l v )  A £  1 = 1  ui v  ^  UJ }
gdzie oC i v , ^ i v  (  i  b i v / a i v  ) s ?  zadanym i . te c h n o lo g ic z n ym i o g ra ­
n iczen iam i na z a k re s  zasobów p rz y d z ie la n y c h  o p e r a c j i  0 i v ;

£  1= 1^1 v  ^  Uv  ^  Z i = l  Ą y
Problem t u t a j  p o leg a  na z n a le z ie n iu  t a k ie j  k o le jn o ś c i  wykonywania z a ­

dań TT*eTTo ra z  ta k ie g o  ro z d z ia łu  zasobów u*e U , aby czas  w ykonan ia  w s z y s t­
kich zadań c max( Tr o s ią g n ą ł w a r to ś ć  m in im a ln ą , tz n . ;

min min C ( t r  ,u )  = C (  n *  ,u * )  .
ircT T  u 6 U max '  maX '

W poprzednim  ro z d z ia le  z o s ta ło  p o d k re ś lo n e , że d la  k la sy c z n e g o  permuta- 
cyjnego prob lem u przep ływ ow ego g r a n ic a  m iędzy w ie lom ianow o rozw iązywalnym  
problemem a N P-t rudnym le ż y  m iędzy m = 2 a m = 3 . Dak s ię  za c h w i lę  okaże, 
dla problemu z zasobam i le ż y  ona “ n i ż e j " ,  bo ju ż  problem  dwumaszynowy, z 
zasobami t y lk o  na je d n e j z m aszyn , i  z id e n ty c z n y m i w sp ó łczyn n ik am i nachy­
len ia a i v  = av , i  = l , 2 , . . . , n ,  v  = 1 .a lb o  2 j e s t  N P - tru d n y . D o k ła d n ie j, 
decyzyjna w e rs ja  tego  prob lem u j e s t  N P-zu p e łn a . Można ją  sform ułow ać na­
stępująco:
'.F: Dany j e s t  dwumaszynowy system  wykonyw an ia n n ie p o d z ie ln y c h  zadań o 
stosach w ykonyw an ia pi2  na d ru g ie j  m asz yn ie , m odele ( l )  zadań na p ie rw sz e j 
maszynie, z p aram etram i b i l , oC±1m0 , i j L , i = l , 2 ..............  o raz  l i c z ­
bami U j i  y  / g d z ie  n .a .^ ,b i l , P i2  są n ieu jem nym i l ic z b a m i c a łk o w ity m i,  a 
oraz y są n ieu jem nym i l ic z b a m i w ym ie rnym i/ .
Pytanie: Czy i s t n i e j e  TTe7F oraz u € U t a k i e ,  że /7T ,u ) £: y ? .

Własność 1 ,
°WP Je s t  NP-zupe łn a  C323,
W dowodzie k o rz y s ta  s ię  z d e c y z y jn e j w e r s j i  problem u PODZIAŁU ZBIO RU , 
a k tó re j wiadomo [ 27] , że j e s t  N P -zu p e łn a . Ma ona p o s ta ć :
OWPZ: Dane są l i c z b y  n a tu r a ln e  k ,  e ^ , e2 , . . . ,  e ^ , E t a k i e ,  że
l U l  = 2 E . P y t a n ie :  c z y  i s t n i e j e  Q C K = ^ 1 , 2 , . . .  , k j ,  t a k i ,  że

i ? Q  e i  = E 7
W ykorzystu jąc n a s tę p u ją c y  s z c z e g ó ln y  p rzypadek  problem u 
W P: n = k + 1 , a 1 = 1 , b ^  = Z e i , = 2e i , pi2  = e jL,
« a  i  = 1 , 2 , . . . ,  k = n - l, bR l  = E ,  - 0 ,  Pfl2 =» 2 E . U j  = 2 E .  y  - 4 E .
można wykazać w ie lom ianow ą tra n s fo rm o w a ln o ść  DWPZ do DWP. / P rz y n a le ż n o ś ć  
DVfP do k la s y  zadań NP j e s t  o c z y w is ta / .

Ponieważ DWP j e s t  N P - z u p e łn a jW ię c  p e rm u ta cy jn y  probiera p rzep ływ ow y p rzy
f  a 2 , a i Ł  o a 1# pi2  ■ b i2  ,  i  »  1 , 2 , . . . , n ,  J e s t  N P- tru d n y  /ozneczm y ten
Ostatni problem  p rz e z  P 2 / , co p ow odu je , że n ie  i s t n i e j e  a lg o ry tm  d ok ładny
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o z ło ż o n o ś c i w ie lo m ian o w e j / j e ż e l i  P /  NP/ ro z w ią z u ją c y  ten  p rob lem . Nie 
znaczy to  je d n a k , że p rz y  p r z y ję c iu  dodatkowych o g ra n ic z e ń  n ie  można po­
dać a lgory tm ów  e fe k ty w n y ch . Ła tw o  zauw ażyć , że prob lem  P2 d la  przypadku 
z u sta lonym  rozd z ia łem  zasobów może być t r y w ia ln ie  ro z w iązan y  algorytm es 
John son  w O (n - lo g  n} k ro k a c h ; z d ru g ie j  s t ro n y , j e ś l i  p e rm u ta c ja  tt jest 
u s t a lo n a ,  wówczas może być on ro z w iązan y  w O^n) k ro k ach  za pomocą a lg o ­
rytmu podobnego do a lg o ry tm u  p rz ed s ta w io n eg o  w [ l 5 ] . Z  k o le i  ła tw o  można 
p o k az ać , że j e ś l i  w P2 p^  = P2 * wówczas n a s tę p u ją c y  a lg o ry tm  w o {n 2j  
k rokach  d a je  op tym alne ro z w ią z a n ie :

A lgo rytm  1:
Krok 1. Podstaw  N = 1 1 , 2 , . . .  , n j ,  k : = l
K rok  2 . Wyznacz p ^ : c P i ; l (m in  » U ^  'j d la  i  £ N.
K rok  3 . Z na jd ź  j  £ N s p e łn ia ją c e  p  ̂ = min { p ^ } »  n a s tę p n ie  podstaw 

7 7*fk ):= j, U j i : =min j/ 3 i l ,u l j u 1:*=L^-u^, k := k+ l o ra z  N : = N v ^ j J .  
J e ś l i  N /  ¡Z, p rz e jd ź  do Kroku 2 , w przeciw nym  p rzypadku  - STOP:

j,
TT o ra z  u d a ją  op tym a lne  ro z w ią z a n ie .

N a to m iast p rzypadek  problem u P2 z /511= i = l , 2 , . . . , n ,  możni
t r y w ia ln ie  rozw iązać  w 0 (n - lo g  n )  k rokach  s z e re g u ją c  z a d a n ia  zg odn ie  z 
n ie ro s n ą c y m i w a r to ś c ia m i p^g fo t rzymuj emy pe rm u ta c ję  7r*) o ra z  ro z d z ie la ją c  
zasoby zgodn ie  z nas tęp u jącym  a lgorytm em  / z ło ż o n o ść  o b lic z e n io w a  Ofn'k :

A lg o ry tm  2:
Krok  1. D la  i : ° l  do n w ykonaj K rok  2
Krok 2 . Podstaw  u * ^  1 ;= . * ± * . { 0 ^  x ,  u J  , U ^ U ^ u ^ '  i ,

W powyższym a lg o ry tm ie  i  d a le j  p rz e z .u ^ . £. U b ę d z ie  oznaczany optymalny 
r o z d z ia ł  zasobów d la  p e rm u ta c j i  t t c TT^ tz n . r o z d z ia ł  d la  k tó re g o :

Cm ax(7 r * u*rr) = * * " „  Cm a x f ^ ‘ )  *u £ U
D la ogó lnego  problem u P2 /b ez  s p e c y f ic z n y c h  z a ło ż e ń  u p ra s z c z a ją c y c h /  

zaproponowany z o s ta n ie  n a s tę p u ją c y  a lg o ry tm  h e u ry s ty c z n y  o z ło ż o n o ś c i ob­
l ic z e n io w e j  o (n 2J  :

A lg o ry tm  h e u ry s ty c z n y :
K rok 1. Podstaw  N: ■= {  1 , 2 , . .  . , n j ,  k : » l ,  l := n .  ;
K rok  2 . W yznacz p±1 = pi l ('min (/S ,u l ) ) d la  i £ N .
K rok  3 . Z n a jd ź  j f  N o raz  q e { l , 2 i  s p e łn ia ją c e  P j  q = m i n ^ p ^ ,  P i2 ^J. 3eśll

q - l ,  podstaw  7TH ( k ) : Cj .  u ^ ( k ) l := min (  U * ) .

U 1 :c U l~ uV  (k )  i  » k : “ k + l,  N:=N-^j3 i  J e ś l i  N /  ¡Z, p rz e jd ź  do 
H '

Kroku 2 , w przeciwnym  p rzypadku  p rz e jd ź  do Kroku 4 . N a to m iast 
j e ś l i  q - 2 , podstaw  i f H ( l ) : « = J ,  1 :- 1 - 1 . N := N -^ j} i  j e ś l i  N /  p, 
p rz e jd ź  do Kroku 2 , w p rzeciw nym  p rzypadku  p rz e jd ź  do KroKu 4. 

Krok  4 . D la  i : » k  do n w yk o n a j:
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podstaw  u ^ a ) l  : »  min ( J )  . u J  , ^  N a s tę p n ie

STOP - TT̂  w raz  z u*^ j e s t  poszukiwanym  rozw iązan iem  przyb liżonym .
H

Łatwo zauw ażyć , że pow yższy a lg o ry tm  h e u ry s ty c z n y  s p e łn ia  w a ru n k i ko­
nieczne o p ty m a ln o śc i d la  problem u P2 , tz n .  min C (TT.u>") =C (7T , u 'j r . )\ j. u £ ii max H max H H
oraz m i^  Cmgx(- ,u  7r H^ C max f T ^ . u * . ^ .

Przeprowadzono a n a l iz ę  n a jg o rsz e g o  p rzypadku  d la  powyższego a lg o ry tm u  
p rzyb liżonego . Z a n a l iz y  t e j  w y n ik a , że w sp ó łc z y n n ik  n a jg o rsz e g o  p rzypad ­
ku dla tego  a lg o ry tm u  j e s t  równy 2 . Można ta k ż e  p o k a z a ć , że g ra n ic a  ta  
Jest o s ię g a ln a  / t z n .  podać p r z y k ła d ,d la  k tó re g o  ten  w sp ó łc z y n n ik  w ynosi 
dokładnie 2 / . Z  punktu  w id z e n ia  a n a l iz y  n a jg o rs z e g o  p rzypadku  uzyskany wy­
nik n ie  j e s t  r e w e la c y jn y ,  pon iew aż można ła tw o  p o k az ać , że d la  h e u re z y , w 
której b ie rzem y dowolną p e rm u ta c ję , a n a s tę p n ie  d la  n ie j  z n a jd u jem y  o p ty ­
malny r o z d z ia ł  zasobów , ten  w s p ó łc z y n n ik  w yn o s i ta k ż e  2 / i  j e s t  o s ię g a ln y /  
Tym n iem n ie j zaproponowana heU reza  w yk azu je  bardzo  wysoką d ok ład ność  e k s ­
perym entalny. A m ia n o w ic ie ,  p rz e te s to w a n o  360 losow o generowanych p rz y k ­
ładów, d la  każdego z n ic h  w yznaczano n a s tę p u ją c y  w s p ó łc z y n n ik  

 ̂ 4 ^ Cmax"Cm ax)/Cm axJ- 100%* 9d z i® Cmax “  w a rto ś ć  k ry te r iu m  otrzym ana za 
pomocą proponowanego a lg o ry tm u , Cmax op tym a lna w a r to ś ć  uzyskana za pomocą 
plgorytmu p o d z ia łu  i  o g r a n ic z e ń , p rz ed s ta w io n eg o  w d a ls z e j  c z ę ś c i  tego 
rozdzia łu . A ry tm e ty cz n a  ś r e d n ia  360 w y lic z o n y c h  w sp ó łczyn n ik ó w  w w y n o s iła  
0.00625%, a w a r to ś ć  m aksym alna 0 .47921% ;

Obecnie p rz e jd z ie m y  do p rz e s ta w ie n ia  a lg o ry tm u  dok ładnego  ro z w ią z u ją c e ­
go problem P2 , a n a s tę p n ie  p o k a ie m y ,Ja k  ten  a lg o ry tm  u o g ó ln ić  na og ó ln y  
przypadek z dowolną i l o ś c i ą  maszyn m i  podamy w y n ik i o b lic z e n io w e  d la  pew­
nych p rzyk ład ów  z 5 m aszynam i i  20 z a d an ia m i /100 o p e ra c ja m i/ . Zanim je d ­
nak to z ro b im y ,p rz e d s ta w im y  n a jp ie r w  pewna w ła s n o ś c i p ro b lem u , na k tó ry ch  
bazuje a lg o ry tm .

Zaczniemy od pewnych d e f i n i c j i  i  oznaczeń.
TrćJkqi l i c z b  , 7 r f j)  ,  7T(ń)^ , d la  k t ó r e j  z a ch o d z i

Cnax ( l r  *^ r) TT(i1 1 "  3 TT i) 1* U T C i)  1 )  + Z  i= J p TT(i) 2 *

będzie nazywana drogą k ry ty c z n ą  d la  TT / d o k ła d n ie j ,  ta  t r ó jk a  w yznacza dro- 
8? k ry tyczną  w TT / .  W a r to ś ć  Craax(lT » u^-) ' b ę d z ie  nazywana d łu g o ś c ią  d ro g i 
krytycznej w 7T, a l i c z b a  n a tu r a ln a  J  b ę d z ie  nazywana k ry ty c z n ą  p o z yc ją  
* 7 r .

Łatwo zauw ażyć , że może być w ie le  dróg k ry ty c z n y c h  / o c z y w iś c ie  o t e j  
lanej d łu g o ś c i Cn a x (7r ,u ^ .) /  w JT p rz y  ro z d z ia le  u^. . N ie ch  k^. oznocża 
liczbę w s z y s tk ic h  dróg k ry ty c z n y c h  w TT ; o ra z  n ie c h  < J j . J g , . . . , j k # . . .•  
3^.^ b ęd z ie  /uporządkowanym / c ię g ie m  k o le jn y c h  k ry ty c z n y c h  p o z y c j i  w tr

3 i<  J 2 < /•
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P o d c ię g i zadań 0 i r f  l )  ' '  * '  irC  J  i )  ̂  * * * * *

° T T ( Jk - 1 +1> ' ^ ( K  + 1 ) J  ^
p e rm u ta c j i Tr  będę nazyw ane, o d p o w ie d n io , p ie rw s z ę , , . . , k - t ę , . . . ,  i  
k.^ + l-szę / o s t a t n ię /  s e k c ję  zadań w 7r  / p rz y  ro z d z ia le  zasobów u V -

Można w ykazać, że praw dziw a j e s t  n a s tę p u ję c a  w ła s n o ś ć :

W ła sn o ść  2 :
D la  każd e j p e rm u ta c j i zadań Tr e T T , j e ś l i  p e rm u ta c ja  / ?  z o s t a ła  o t r z y j  

na z TT p rzez  pewnę zm ianę k o le jn o ś c i  w ykonyw an ia  zadań i  j e ś l i  

Cmax ( 0  *u/j ) < Cm ax^7 r*ui- ) * wówczas w :
,-'1/ co n a jm n ie j Je d n o  z a d a n ie  z p ie rw s z e j s e k c j i  z o s t a ło  p rz e s u n ię te  za

o s t a t n ie  z a d a n ie  z  t e j  s e k c j i ;  lu b  
'2 /  co n a jm n ie j jed n o  z a d a n ie  k - te j  s e k c j i  j e s t  p rz e s u n ię te  p rzed  piern-

sze a lb o  za o s t a tn ie  z a d an ie  t e j  s e k c j i ,  d la  k=2 lu b  3 , , , . ,  lu b  Iĉ -i
lu b

,/3/ co n a jm n ie j Je d n o  z a d a n ie  z  o s t a t n i e j '  + l- e j/  s e k c j i  w TT zostałc 
p rz e s u n ię te  p rz Sd  p ie rw sz e  z a d a n ie  t e j  s e k c j i .

W y k o rz y s tu ję c  powyższe w ła s n o ś c i e l i r o in a ć y jn e ,  sk onstruow ano  a lgoryts, 
o p a r ty  na m e to d o lo g ii p o d z ia łu  i  o g r a n ic z e ń , ce lem  ro z w ię z a n ia  problemu 
P2 .

A lg o ry tm  ten  b y ł  te s to w an y  na 360 lo sow o  generow anych  p rz y k ła d a c h . !>:• 
k ła d n ie j j  b y ło  p o '30 p rz yk ład ó w  z 5 0 ,1 00 ,1 50  i  200 o p e ra c ja m i,  rozpatrytn- 
nymi d la  t r z e c h  s k ra jn y c h  w a r to ś c i  / d o k ła d n ie j  d la  w a r t o ś c i  0 .1  
0 .5  Ą ./*  Maksym alny cz a s  ro z w ię z a n ia  p rzyk ład ów , z 200 ope­
ra c ja m i w y n o s i ł  116 sekund /na m aszyn ie  c y fro w e j ODRA 1325/. D la  93.88? 
generowanych 360 przyk ład ów ^  a lg o ry tm  z n a jd o w a ł ' ro z w ię z a n ie  optym alne 
w p ierw szym  w ęź le  drzewa ro z w ię z a ń , a d la  5 .0 0  % w drugim  w ę ź le . Rozwię- 
z a n ie  początkowe w a lg o ry tm ie  b y ł o . u zysk iw an e  za pomocę w spom nianej heu- 
re z y . Powyższe bard zo  sk ró tow o  p rz e d s ta w io n e  r e z u l t a t y  badań empirycznyc1 
św iadczę  o tym , że zaproponowany a lg o ry tm , mimo n ie  n a j le p s z e g o  oszaco«' 
n ie  w s e n B ie  a n a l iz y  n a jg o rsz e g o  p rz yp ad k u , c h a r a k t e r y z u je  s ię  bardzo de­
b rę  ocenę e k s p e ry m e n ta ln ę ; a zaproponowany a lg o ry tm  d o k ła d n y , z k o le i ,  
c h a ra k te r y z u je  s i ę  szybkim  rozpoznawaniem  ro z w ię z a n ia  op tym a ln eg o .

P rze jdźm y o b ecn ie  do ogó lnego  m maszynowego p e rm u ta cy jn eg o  problemu 
p rzep ływ ow ego . Można p o k az ać , że p rz e d s ta w io n e  w ła s n o ś c i prob lem u P2, 
sform u łow ane we W ła s n o ś c i 2 ,  można u o g ó ln ić  na o g ó ln y  m maszynowy przyp!' 
d ek . Na b o z ie  ty c h  u o g ó ln io n ych  w ła s n o ś c i można sk o n s tru o w ać  a lgo ry tm  ty­
pu p o d z ia łu  i  o g ra n ic z e ń , W c e lu  w yz n aczen ia  op tym a lnego  ro z d z ia łu  zaso­
bów u ^ - f U d la  u s t a lo n e j  p e rm u ta c j i  7Tć 7T zasto sow ano  pewnę m odyfikac ję  
a lg o ry tm u  podanego w £34]  . Ten u o g ó ln io n y  a lg o ry tm  tes to w an o  na 25 przy­
k ła d a c h ,  każdy z n ic h  m ia ł 5 maszyn i  20 zadań / t z n .  100 o p e r a c j i / .



Pensiutacyj ny prob lem  p rzep ływ ow y . 135'

N ieste ty  w y n ik i n ie  b y ły  Ju ż  ta k  znakom ite  j a k  d la  a lg o ry tm u  opracow ane­
go dla dwu m aszyn , w którym  is t o t n e  z n a cz e n ie  m ia ło  z a s to so w a n ie  wspom­
nianego a lg o ry tm u  h e u ry s ty c z n e g o  i  b ardzo  dobrych  d o ln y ch  o g ra n ic z e ń .
Dla tego ogó lnego  a lg o ry tm u  c z a s y  o b l ic z e ń  /ALGOL na ODRZE 1300/ b y ły  od 
kilku do k i l k u d z ie s ię c iu  m in u t. D la  6 p rz yk ład ó w  na 2 5 ,t z n ,  d la  24% ba­
danych p rz yk ład ó w , n ie  z n a le z io n o  ro z w ię z a n ia  op tym alnego  w c ią g u  g o d z in y . 
Wspomniany a lg o ry tm  wymaga d a ls z y c h  u lep szeń , w s z c z e g ó ln o ś c i op racow an ia  
nowych, w sposób i s t o t n y  le p s z y c h  a lg o ry tm ó w  h e u ry s ty c z n y c h , d a ją c y c h  
rozwiązanie początkow e w dokładnym  a lg o r y tm ie .  I s t o t n y  wpływ ma tak że  
opracowanie le p s z y c h  d o ln y ch  o g ra n ic z e ń , je d n ak ż e  - zdaniem  a u to ra  - zb y t 
wiele t u t a j  n ie  da s ię  ju ż  z r o b ić  /m a jąc  na m y ś l i  do-lrse- o g ra n ic z e n ia  wy­
znaczane w w ielom ianowym  c z a s ie / .

5. Zakończenie

W d a lsz ych  b a d a n ia ch  d o tyczących ! sz e reg o w an ia  o p e r a c j i  na m aszynach 
przy z a ło ż e n iu ,  że c z a s y  t rw a n ia  o p e r a c j i  mogą z m ie n ia ć  s ię  w pewnych 
przedzia łach z m ie n n o ś c i,  w a rto  b y ło b y  z a ją ć  s i ę  m odelam i różn iczkow ym i 
[5 ,4 ] /dynam icznym i/  o p e r a c j i .  M odele  te  d o k ła d n ie j  m ode lu ją  rz e c z y w is ­
tość, ponieważ p o z w a la ją  na zm ianę i l o ś c i  p rz y d z ie lo n y c h  zasobów do ope­
racji w t r a k c ie  ic h  w yk o n yw an ia , co j e s t  p r a k ty c z n ie  n iem o ż liw e  p rz y  mo­
delach ro z p a tryw an ych  do t e j  p o ry . P ie rw s z e  p o c z ą tk i ju ż  z ro b io n o , np. w 
( 44]  podano pew ien  a lg o ry tm  h e u ry s ty c z n y  d la  prob lem u z ró w n o leg łym i ma­
szynami o o g ra n icz o n ych , p rz e p u s to w o ś c ia c h , d la  s t a ł e j  g lo b a ln e j  i l o ś c i  
zasobów iz jed n ako w ym i momentami d o s tę p n o ś c i o p e r a c j i .  Z  k o le i  w [ l8 ,2 1 ,1 6 j  
rozpatrywano pewne p rob lem y p rz y  zm ienne j w c z a s ie  g lo b a ln e j  i l o ś c i  za ­
sobów, różnych momentach d o s tę p n o ś c i o p e r a c j i  i  p rz y  z a ło ż e n iu  n ie o g ra ­
niczonej p rzepustow ości-  m aszyn.

Rezultaty badań problemów szeregowania zadań na maszynach przy wspom­
nianych dynamicznych modelach operac ji-m ogą mieć szc ze g ó ln ie  i s t o t n e  za­
stosowanie w e la s t y c z n i e  automatyzowanych procesach produkcyjnych.
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nPOESEM KOHBE&EPEQFO THM C ü E S E t e ®  HOSESBMB QUEPAIdâ 

P e s o n s

B OTa7hQ j{SH 8tS8op npodnea paonpaffejiSEEH paoypooB h npodney paonE» 
hkS . fleraaiBHD zszoxem pssyz&TaTH nonyqeHHHe mu KJiacoiwecKoa npodaes 
KOHBôtspHoro ssna.. 3aTea »Ta npodueaa ododmeHa aa cayaaS o ÆHHeËHKMH mi 
sum  onapaiiHfi. IIoflpodHo pacMorpeHa jpyxManrnHHas npodaem noKBeSepsoro n 
IIoayaaHBHs psayjDbTaTa ododnjesH sa MsoronKonHHEH2 oayaaft«

i

PERMUTATION FLOW-SHOP PROBLB1 WITH L IN EA R  OPERATION MODELS 

S  u B ;E  a r  y

In  the  p ap e r the ' a c t u a l  s t a t e  o f th e  re s o u rc e  a l l o c a ­
t io n  p rob lem s and seq u en c in g  ones i s  p re s e n te d . The r e s u l t s  
o b ta in e d  f o r  the  c l a s s i c a l  p e rm u ta t io n  f lo w -sh o p  prob lem  a re  
r e c a p i t u la t e d  in  d e t a i l .  N ext t h i s  p rob lem  i s  g e n e ra liz e d  on 
th e  case  w ith  l i n e a r  o p e ra t io n  m ode ls . Two-m achine flow -shop  
prob lem  i s  c o n s id e re d  in  d e t a i l  and r e s u l t s  o b ta in e d  a re  ge­
n e r a l iz e d  to the  » u lt im a c h in a  c a s e .

/


