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DEKOMPOZYCJA W DZIEDZINIE CZESTOTLIWOSCI UKLADOW DWUWYMIAROWYCH NA
UKEADY JEDNOWYMIAROWE

Streszczenie. Podano nowg metode dekompozycji w dziedzinie
czestotliwosci liniowego ukdtadu dwuwymiarowego na dwa ukdady jedno-
wymiarowe podaczone w ukdad ze sprzezeniem zwrotnym, ktére opisuja
dynamike tego ukdtadu wzdduz réznych osi. Wykazano, ze przy pewnych
zatozeniach problem ten sprowadza sie do realizowalnego fizykalnie
rozwigzania X (zAjY(zA macierzowego rownania wielomianowego o posta-
ci Xz P(zE)+ D 1 (™) = . Podano réwniez metode wyznacza-
nia tego rozwigzania Xz.J) ,Y(zZ} .

1. Wstep

Zagadnienie dekompozycji liniowych ukdadéw dYmwymiarowych(2-D)

o0 separoY/alnych mianownikach na uktady jednowymiarowe, ktore opisuja
dynamiki tych ukdtadéw wzdduz réznych osi,byto rozpatrywane w pracach
@5 . W pracy [2]podano metode dekompozycji modelu Roessera na dy/a ukta-
dy jednowymiaroYfe potaczone w uktad ze sprzezeniem zwrotnym, ktére opi-
sujg dynamike tego modelu wzdduz réznych osi.

Celem tej pracy jest podanie nowej metody dekompozycji w dziedzi-
nie czestotliwosci liniowego ukdadu dwuwymiarowego na dwa ukdady jedno-
wymiarowe podtgczone w uktad ze sprzezeniem zwrotnym, ktére opisujg dyna-
mike tego ukdadu wzdduz réznych osi. Wykazemy, ze przy petfrych zatoze-
niach problem dekompozycji mozna sprowadzi¢ do wyznaczenia realizowalnego
fizykalnie rozwigzania X(z.p , Y~Zg) macierzowego roéwnania wielomianowego
o postaci X(Zz-)) P(z2)+ Qz-J) Y(z2) = D(z-J ,z2) . Zostanag podane warunki Kko-
nieczne 1 dostateczne istnienia rozwigzania oraz algorytm wyznaczania
tego rozwigzania. Otrzymane w tej pracy Y/yniki stanowia uogdlnienie na
przypadek 2-D wynikéw podanych w pracach[i,7,8]dla macierzowych réwnan
wielomianowych jednej zmiennej niezaleznej.

Sformutowanie zagadnienia

Pierscien wielomianéw zmiennych z1,z2 o wspétczynnikach rzeczywis-
tych oznacza¢ bedziemy przez R[z”",z”~, a zbidér macierzy o elementach z
R[z-].z"]i wymiarach pxq oznaczac¢ bedziemy przez R Niech R(z.,-]
bedzie ciatem funkcji Yymiernych zmiennych 0 wspoétczynnikach rze-
czywistych, a ~pq(zl,z2%) - zbiorem macierzy o elementaca z R(zl,z
fwymiarach pxq. Przez degir D(z) oznaczmy.sstopien i-tego wiersza
Sk)feRpg[z® , a przez o6egio D(z). - stopien i-tej kolumny tej macierzy.
Macierz D(Z)£. nazywamy wierszowo-zredukowana,jezeli jej macierz-
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wspétczynnikéw przy najwyzszych stopniach poszczegélnych wierszy

Dhr = it diag -— 2 7~"PI D@
ma rzad réwny p, gdzie /ii = iegir D(2) , i =1,...,p-
Podobnie macierz D(z)£.-Rpg[z] nazywamy kolumnowo-zredukowana,jezeli Jg
macierz wspédczynnikéw przy najwyzszych stopniach poszczegélnych koluau

D, = 1lim D(2) diag [z z
z-s°- n
ma rzad réwny g, gdzie N = de8jc D@ >1i =
Macierz T [2iRpg(z)nazywamy whasciwg, jezeli ~un”~zj = D£ Rpth a zZcisli

wkasciwg, gdy D=0, przy czym Rp”~ jest zbiorem macierzy o elementach
rzeczywistych 1 wymiarach pxq.
Wezmy pod uwage macierz whasciwg /Scisle whasciwg/ T(z)ER (@)
w postaci:
T = ™2 @ =00 NN@ O

przy czym
Rr(2) Rpql[z3~ @Rqg[ZB > DL (z>L RppW

Lemat 1|3 - Jiech (@ bedzie macierzg kolumnowo-redukowang. Macierz T(
okreslona zaleznoscig(@ , jest wkasciwa /sScisle whasciwa/ wtedy i tylko
wtedy, gdy:

degicDR(2) > degic V 2) (degic V 2) > degic %"~ 2) > 1-1

Lemat 17 j3]. Niech ~z)bedzie macierzg wierszowo-redukowang. Macierz
T(z), okreslona zaleznoscig (@) , jest wkasciwa /Scisle whasciwa/ wtedy
i tylko wtedy, gdy

degir DI (2)> degirHll12) (degir DL ™~ > degir NL~) ~ 1=1.._.._._. P- = B

Wezmy pod uwage liniowy uktad 2-D dyskretny o znanej macierzy tran:
tancji 1(z1,z2")tRpg(z1.Zg) oraz dwa uktady 1-D potaczone w uktadzie =z

sprzezeniem zwrotnym, ktdérych macierze transmitancji maja postacie:
-1 -1

@D =31 zDR1@D > t(z2 = R27z2)R2 (z2) n
przy czym D1(z™ £ Rpp(zl) jest wierszowo-zredukowana, D2 (z™ £ Rpp(22
je3t kolumnowo-zredukowana, N.,(z* £t Rpqlzj] oraz N2(zJ £ RqP [z21*
Macierz transmitancji ukdtadu zamknietego jest okreslona wzorem

Tc(zi’z23 - [dP + Ti(@zD 4i*d "1 Til2D w

gdzie 1 jest macierza jednostkowg stopnia p.
Zaktadamy, ze macierz T (z,,zamozna przedstawi¢ w postaci

T(@z1l,z2) = RI1z2) D 1 (Z1°Zz) CizD n
przy czym ¢ Rpp jest kolumnowo-zredukowana, D(zl1l,z2) £ Rpplzl.ij

i Qz.D £ Rpqg[z3-



Dekompozycja w dziedzinie
Rozpatrywane w tej pracy zagadnienie mozna sformutowaé nastepujaco.
Dana jest macierz T(zl,z29% w postaci(5), nalezy wyznaczy¢ T"z” i T'z,,)
tak , aby H[z",z~ = T~z~z”~) , przy czym T¢(zl1l,z2] jest okreslone wzorem
W L J
Definicja 1

Macierze® (z© , (Zg) nazywaé bedziemy dekompozycja macierzy T(zl,z”
wtedy i tylko wtedy, gdy [Ip + ~ ~zATg(z2J “ @i(z.j) = t(z.,,22) .
Zostang sformutor/ane warunki, przy spednieniu ktérych macierz T/~z~.zA
moze by¢ zdekomponowana na T1/z”N i1 T2(z" .

3. Rozwigzanie zagadnienia
Podstawiajagc 3 do (4 otrzymamy:

z poréwnania”™) i {&wynika, ze

D2Gr) - P@2 ’NI(zD =Q@@D
oraz

DIlzpD2H + NlizDN2Cz2) =m D(zv z2
Rozpatrywane zagadnienie zostato wiec sprowadzone do wyznaczenia rozwig-
zania X(z~ , X(z23 réwnania

XCzI)P(z2y + Q(z” Y(Z2) = DCZj.z" )

takiego, ze T1(z™ i T2(z” sa macierzami wkasciwymi o postaci(3).
Z lematu 1 wynika, ze Tg (z2jjest whasciwa wtedy i tylko wtedy, gdy

degi0 Pz~ N deg”™c X(z2 i=1. »P Ba)
gdyz zgodnie z zatozeniem P(z2) jest kolumnowo-zredukowana.

Zakozmy, ze x(z”™ jest wierszowo-zredukowana, tzn. det Xjlp /7 0, przy czym
jest macierza wspdétczynnikéw przy najwyzszych stopniach poszczego6l-

nych wierszy x(z.T)-

Analogicznie zgodnie z lematem 1* T~z~jest whasciwa wtedy i tylko wtedy,

ody

degir Xz y deeir QD 1=1_....... -
Rozpatrywane zagadnienie zostato wiec sprowadzone do wyznaczenia rozwig-
zania X(z1), Y(z2*spekniajacego warunki(8) oraz det /0

Definicja ?

Rozwigzanie X(z , Y(z2 réwnania(?)nazywaé bedziemy realizowalnym
/fizykalnie/ wtedy i1 tylko wtedy, gdy spednia ono warunki(8)oraz

~ /0.
Zostang sformutowane warunki konieczne i1 dostateczne istnienia realizowal-
nego rozwigzania X(z”» , Y{ﬁ}éwnania(?) .
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Niech Z1
i max [deg” Q(z”~ , deg” Drz, ,z”Nd 1=1,...,p &

3
-
1]

ni = degjc P1z2) 7 3=V-*F**p $

przy czym degz'1 D {z.j ,z2"oznacza stopien i-tego wiersza macierzy D(z, .,z
wzgledem z (=1,2).

Z() i (8 wynika, ze

deglr X(4v = m+ , degjc Y(z™ ¢.nN (10|
oraz
deg” d(1,z29 , 1,J .= 1, P
Biorac pod uwage”) i (10)mozemy Q (z» , P~z~i D(z” ,z” napisa¢ w postacii
> UN e m'p_ik_
Q(zb - E z (diag [z, -.--.. .SI 1)Q- ., Q. Rpq a
r “i-3 vV dd

w2y=ne F3 90120 eeeriza g > o (O

_
i1 LA ) v 3
D(zl,z2)= z Fij diag[ z2,...
i=0 3=0

Did e rpp
przy czym m = max /ml,. ., ,mp/ , a n*""max/ilLj,-..,np.
Poszukiwa¢ bedziemy realizowalnego rozwigzania X(z.J) , Y @£) rownania(?7)

w postaci: & e i mP—i \

=~ 5 (dias ri”” " zi ])xi" 2it RPP
n ~ 17 Bp-J
Y(z2) = jJo Yd diaS | z2 J* *J £ RQp

Podstawiajgo (Ui (i2) do(7)oraz pordéwnujac macierze wspodczynnikéw przy
tych samych potegach z* i z2 otrzymamy:
i
xipj + Qiyi 13 @
N 3 OF1feee=tn

Jak wiadomo[6,93pnrwnanie (i3)ma rozwigzanie ~»Y. wtedy i tylko wtedy,
i Di

Q
rzad = rzad + rzad P» (¢%)]

Réwnanie (J)ma wieo realizowalne rozwigzanie ifz”, Y(z2wtedy i tylko
wtedy, gdy warunek (14) jest spedniony dla i = 0,1,...,m, j =0,1,---,n
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Korzystajac z oznaczen

P i[Po pr 7 Pn]
X =
[*O V " *n]
*00 *01 “*e *on
B = fo.f, 1n
*m0 *ml
aozemy ukdad réwnan (13) napisa¢ w postaci

Réwnanie (15)ma rozwigzanie X , X wtedy i tylko-wtedy, gdy £6,9)

QOO0 ... O 0 "0 *Q1” *onl
QReeQlievssd w*q 17
rzad Qn 00 < 0 rzad Q1 *10 11 (16a)
0 PQP1f.. pr o \o  *ml”  “ran
po P1 " Pn
Iut
(-QQ+)6" (i - P+ P"=,0 (16b)

przy czym Q+(P+)jest macierzg pseudoodwrotng spedniajgca warunek

Q Q+tQ = Q
Hiech 0~ bedzie macierza wspotczynnikdéw przy najwyzszych stopniach
poszczeg6lnych wierszy macierzy Q(z” , a (gIc?) - macierza wspotczyn-

nikdw przy najwyzszych stopniach poszczegélnych kolumn macierzy
PE2) (™ (z27)) * Z zaleznosci (13)mamy

It n rphci )
1°hr Qhrl n 0?)

>
Lemat 2 . Macierz X~r jest nieosobliwa wtedy i1 tylko wtedy, gdy det DOON°-

Dowod. Z zakozenia det P~ @ 0. Jezeli det Xju? 4 O#to rzad™kj», QNI =

hc
= rzad =p 1 z@i)wynika, ze det Dgqq /7 O . Aby wykaza¢ dostateoz-

I1*hcj
rof, zauwazmy, ze zatozenie det PMO ¢ O implikuje det H ~ 0 , przy czym
rt t. pp
= Lphcxhe ] o
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Z zaleznosci MY~ mamy

vV ] = D00 H_1 [Phc YL ]
Maeiefcz = DqQ H—l()PIijest: wiec nieosobliwa.

Z definicji "2, lematu 2 i warunku (16)wynika natychmiast nastepujacy
Lemat 3 .Réwnanie (J)ma realizowalne rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gx
spedniony jest warunek(i6)i det DQO ™ O.

Podstawiajgo do(15)i korzystajgc z(l6b)*atwo sprawdzié¢, ze macierze
X = "1 - QQ+9HDP+ + z - (I - QQ+ ")ZPP+ ®@
Y =Q+t& - Q+ZP + (1 -QtQ) V

sg rozwigzaniem tego réwnania , a Z i V sg dowolnymi macierzami odpowiei

nich wymiaréw.

Twierdzenie

Rozpatrywane zagadnienie ma rozwigzanie, jezeli:
1/ macierz T(zl,zamozna przedstawi¢ w postaci(®),
2/ det Doq 0,
3/ warunek (16) jest speiniony.

Dowdéd tego twierdzenia wynika natychmiast z lematu 3 oraz z faktu, ze
jezeli 2 (z~"z”"mozna przedstawi¢ w postaci (5 to rozwigzanie rozpatrywa
nego zagadnienia sprowadza sie do wyznaczenia realizowanego rozwigzania
X(zD, Y @y roéwnaniaj)-

Jezeli warunki twierdzenia sg spednione, to poszukiwane , "2(23
mozna wyznaczy¢ stosujac nastepujacy
Algorytm

krok 1 Dla danej T (z",Zg)wyznaczy¢ ~(z2) kolumnowo-zredukowang oraz
D(zi»Zg) . Q(zi) spedniajacej).

krok 2 Korzystajac ze wzorow (18)wyznaczy¢ realizowalne rozwigzanie
*X(z-)) ., YZg) roéwnaniaj)-

krok 3 Korzystajac ze wzorow(J)wyznaczy¢ poszukiwane macierze TA(ZD) ,
T2 (2)

Uwaga:

Korzystajac z dowolnos$ci macierzy Z i V wystepujacych w (18) mozemy je tai
dobrac¢,aby bydy speinione dodatkowe warunki, np. X(z” <lub™Y (22)byty
macierzami wielomianowymi mozliwie najnizszego stopnia.
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PA3IOXEHHE B HA&GTHOii, OEMCTK FfIBTXMEHBHX CKCTEH Hi
ONHOSIEmJE CKCtSa

Pis IB e

B OTSTLO npHBajSH hobhS Melos paaaoseHES 2 naororaofl ofiaaosn eeh62e02
Cyjaepaocfl ohotbmh Ha sse osHOMepsHa 008Seh8hhhg b oHOTSMy 0 oOparaoB obh-
HD. UFIHOMgpHHQ CHOTCMH CODTB6TOTByjj? fIHHaMHHBCKHM OBOSOTBaK HOXOHHOFi
©jnraepaoB ghctshh b pasHHiI E&npaBJieHHSx, lloKasaHo , rto irpa cooTBSTOTBy—

RpsnnojiozsHHHX , pemeHEe stoS apotoeus mosho cbgoth 5 HaiosaasEQ <js-
©leoKH peaCTayauoro psnaHES (z2) ssaipH™Horo nojrssoriaroro ypes-
B i () p (2)+q Bl J (@z2)» d (z1,22) . 5m MWX WXOomué&z
STOPO peniSHEH,
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23COHEOSXTIQIT OF 2-3 EEBB&B. SYSTEMS XHTO 1-D SYSTEMS
rff EHEQUEiscr dosais

Sitair;

A method Is pressuted for the decomposition in frequency
domain of 2-3 linear systems inta> two ecuiraient 1-3 systems
huring dynamics in different directions and connected in a
feedhacic system.. s
it Is slovm that under some assumptions the decomposition problem
can he reduced to finding a realizable soiutian to the matrix *
polynomial equation X(Zj 3@+ DCz-j »2%) -

A procedure for finding a realisable solution , Z(ZZ]"H

— the-equation is; giren..



