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Streszczenie. Podano nową metodę dekompozycji w dziedzinie 
częstotliwości liniowego układu dwuwymiarowego na dwa układy jedno­
wymiarowe połączone w układ ze sprzężeniem zwrotnym, które opisują 
dynamikę tego układu wzdłuż różnych osi. Wykazano, że przy pewnych 
założeniach problem ten sprowadza się do realizowalnego fizykalnie 
rozwiązania X (zAjY(z A macierzowego równania wielomianowego o posta­
ci X(z^) P(z£)+ Q(z-]) 1 (^2) = . Podano również metodę wyznacza­
nia tego rozwiązania X(z.j) ,Y(z2} .

1. Wstęp
Zagadnienie dekompozycji liniowych układów dYmwymiarowych(2-D) 

o separoY/alnych mianownikach na układy jednowymiarowe, które opisują 
dynamiki tych układów wzdłuż różnych osi,było rozpatrywane w pracach 
(4,5j . W pracy [2] podano metodę dekompozycji modelu Roessera na dy/a ukła­
dy jednowymiaroYfe połączone w układ ze sprzężeniem zwrotnym, które opi­
sują dynamikę tego modelu wzdłuż różnych osi.

Celem tej pracy jest podanie nowej metody dekompozycji w dziedzi­
nie częstotliwości liniowego układu dwuwymiarowego na dwa układy jedno­
wymiarowe połączone w układ ze sprzężeniem zwrotnym, które opisują dyna­
mikę tego układu wzdłuż różnych osi. Wykażemy, że przy petfrych założe­
niach problem dekompozycji można sprowadzić do wyznaczenia realizowalnego 
fizykalnie rozwiązania X(z.p , Y^Zg) macierzowego równania wielomianowego 
o postaci X(z.j) P(z2) + Q(z.j) Y(z2) = D(z.j ,z2) . Zostaną podane warunki ko­
nieczne i dostateczne istnienia rozwiązania oraz algorytm wyznaczania 
tego rozwiązania. Otrzymane w tej pracy Y/yniki stanowią uogólnienie na 
przypadek 2-D wyników podanych w pracach[i,7,8]dla macierzowych równań 
wielomianowych jednej zmiennej niezależnej.

Sformułowanie zagadnienia
Pierścień wielomianów zmiennych z1,z2 o współczynnikach rzeczywis­

tych oznaczać będziemy przez R[z^,z ^ , a zbiór macierzy o elementach z 
R[z-|,ẑ ]i wymiarach pxq oznaczać będziemy przez R Niech R(z.,-j
będzie ciałem funkcji Yymiernych zmiennych 0 współczynnikach rze­
czywistych, a ^pq(z1,z2') - zbiorem macierzy o elementaca z R(z1,z 
f wymiarach pxq. Przez degir D(z) oznaczmy. ■stopień i-tego wiersza 
Slz)feRpq[z^ , a przez óegio D(z). - stopień i-tej kolumny tej macierzy. 
Macierz D(z)£. nazywamy wierszowo-zredukowaną,jeżeli jej macierz-



I .  R acz  orek
współczynników przy najwyższych stopniach poszczególnych wierszy

Dhr = łiŁ diag ---  2 ^  PJ D (z)
ma rząd równy p, gdzie /i i = iegir D(z) , i = 1,...,p.
Podobnie macierz D(z)£.Rpq[ż] nazywamy kolumnowo-zredukowaną,jeżeli je; 
macierz współczynników przy najwyższych stopniach poszczególnych koluau

D, = lim D(z) diag [z z
z-s°- ^

ma rząd równy q, gdzie ^ = de8;j_c D(.z) > i =
Macierz T [z)i Rpq(z)nazywamy właściwą, jeżeli ^un^zj = D £  RptJ» a źciśli 
właściwą, gdy D=0, przy czym Rp^ jest zbiorem macierzy o elementach 
rzeczywistych i wymiarach pxq.

Węźmy pod uwagę macierz właściwą /ściśle właściwą/ T(z)£R (z) 
w postaci:

T(z) = ẑ) (z) = D~'(z) Nl (z) (1)
przy czym

Rr(Z) Rpq[Z3 ’ (=■ Rqq[23 > DL (z> Ł Rpp W

Lemat 1 |3j . IJiech (z) będzie macierzą kolumnowo-redukowaną. Macierz T(
określona zależnością(1) , jest właściwa /ściśle właściwa/ wtedy i tylko 
wtedy, gdy:

degicDR(z) > degic V 2) (degic V 2) >. degic % ^ 2)) > 1=1

Lemat 1’ ¡3]. Niech ^z)będzie macierzą wierszowo-redukowaną. Macierz 
T(z), określona zależnością (i) , jest właściwa /ściśle właściwa/ wtedy 
i tylko wtedy, gdy

degir Dl (z) > degir Hll2) (degir DL ^ >  degir NL ^ )  ’ 1=1..... P- ' i2
Weźmy pod uwagę liniowy układ 2-D dyskretny o znanej macierzy transmi-
tancji i(z1 ,z2')tRpg(z1 .Zg1) oraz dwa układy 1-D połączone w układzie ze
sprzężeniem zwrotnym, których macierze transmitancji mają postacie:

- 1  - 1

(zl) = 31 (zl) R1 (zl) > t (z2) = R2^z2)R2 (z2) ^

przy czym D1 (z^ £ Rpp(z1') jest wierszowo-zredukowana, D2 (z^ £  Rpp(22l
je3t kolumnowo-zredukowana, N.,(z^ Ł  Rpq[z.j] oraz N2(zJ £ RqP [z2l* 
Macierz transmitancji układu zamkniętego jest określona wzorem

Tc(zi’z23 - [dP + Ti(zi) 4 i * d  ’1 Til2i) w
gdzie I jest macierzą jednostkową stopnia p.

Zakładamy, że macierz T (z,, zamożna przedstawić w postaci

T (z1,z2) = R lz2) D 1 (Z1’Zz) C!izl') ^
przy czym ć  Rpp jest kolumnowo-zredukowana, D(z1,z2') £  Rpp[z.|,ij
i .Q(z.|) £ Rpq[zJ.
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Rozpatrywane w tej pracy zagadnienie można sformułować następująco.
Dana jest macierz T(z1,z2') w postaci(5), należy wyznaczyć T ^ z ^  i T̂ z,,') 
tak , aby H[z^,z^ = T^z^z^) , przy czym T(,(z1,z2] jest określone wzorem

w •
Definicja 1

Macierze^ (z^ , (Zg) nazywać będziemy dekompozycją macierzy T(z1,z^ 
wtedy i tylko wtedy, gdy [ l p  +  ^  ^z^ Tg(z2)J “ ® i ( z . j )  =  t ( z . , , z 2 )  .

Zostaną sformułor/ane warunki, przy spełnieniu których macierz T^z^.z^ 
może być zdekomponowana na T1 ̂ z^ i T2(z^ .

3. Rozwiązanie zagadnienia
Podstawiaj ąc (3) do (4) otrzymamy:

Z porównania^) i {&) wynika, źe

D2 (zr) - P (z2) ’ Nl(zl) = Q (zl)oraz

Dllzj) D2 H  + Nlizl) N2Cz2) =■ D(zv z2)
Rozpatrywane zagadnienie zostało więc sprowadzone do wyznaczenia rozwią­
zania X(z^ , X(z2'j równania

XCz1')P(z2y  + Q(z^ Y(Z2) = DCZj.z^ (7)
takiego, źe T1 (z^ i T2 (z^ są macierzami właściwymi o postaci(3).

Z lematu 1 wynika, że Tg (z2jjest właściwa wtedy i tylko wtedy, gdy

degi0 P(z^ ^ deg^c X(z2) i=1. »P C6a)
gdyż zgodnie z założeniem P(z2) jest kolumnowo-zredukowana.
Załóżmy, że x(z^ jest wierszowo-zredukowana, tzn. det Xjlp / 0, przy czym 

jest macierzą współczynników przy najwyższych stopniach poszczegól­
nych wierszy x(z.]').
Analogicznie zgodnie z lematem 1* T^z^jest właściwa wtedy i tylko wtedy, 
gdy

degir X (zl') y  deeir Q (zl) 1=1........ .
Rozpatrywane zagadnienie zostało więc sprowadzone do wyznaczenia rozwią­
zania X(z1') , Y(z2^spełniającego warunki(8) oraz det / 0 .

Definicją ?
Rozwiązanie X(z^ , Y(z2) równania(7)nazywać będziemy realizowalnym 

/fizykalnie/ wtedy i tylko wtedy, gdy spełnia ono warunki(8)oraz 
^  / 0.

Zostaną sformułowane warunki konieczne i dostateczne istnienia realizowal­
nego rozwiązania X(z^ , Y{z 2)równania(7) .
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Niech Z1

mi = max [deg^ Q(z^ , d e g ^  D^z, ,z^J 1=1,..., p (9ą

ni = degjc P lz2) ’ 3=V-***P $
Z1 /przy czym deg^“ D (z.j , z2̂  oznacza stopień i-tego wiersza macierzy D(z,,z, 

względem z^ (j=1,2).
Z(7) i (.8) wynika, że

deglr X(ZlV  = m± , degjc Y(z^ ¿.n^ (10|
oraz

deg^ d (z1,z2') , i, j .= 1, ,p
Biorąc pod uwagę 9̂) i (10)możemy Q (z^ , P^z^i D(z^ ,z^ napisać w postacii

m -ini * u* ̂ • i** p -*-
Q(zl) - E Z  (diag [z, ..... ,Sl ] ) Q. , Qj, fe Rpq (11

’Cz2 ) = ^ ó  ‘3P. diag
r  “i-3 V d-i
L z 2 . • • • • * * z 2 J  >

1-1
D ( z 1 , z 2 ) =

i=o 3=0

£ RPP (ni

m.,-; 
z t\ V 31F i j  diag[_z2,...

Did e  r pp
przy czym m = max /m1,. ., ,mp/ , a n^'max/iLj, - .. ,np .
Poszukiwać będziemy realizowalnego rozwiązania X(z.j) , Y (z£) równania(7)
w postaci: m^-i m —i ,44* _ 444 ̂ P \

= ̂ 5  (dias r i ’” " zi ] ) xi' 2i Ł R PP 

n ~ i^-j Bp-j
Y (z 2) = jJo Yd diaS |_z 2 J *

.0$

* j £  R qp

Podstawiająo (11̂  i (i2) do(7)oraz porównując macierze współczynników przy 
tych samych potęgach ẑ  i z2 otrzymamy:

r* i
xipj + Qiyj 13 (li

 ̂ 3 .0f "1 f • • •.• f n

Jak wiadomo[6,93pńwnanie (i3)ma rozwiązanie ^^»Y. wtedy i tylko wtedy,

rząd
Qi Dij

= rząd + rząd P^ (14)

Równanie (j) ma więo realizowalne rozwiązanie ifz^, Y(z2) wtedy i tylko 
wtedy, gdy warunek (14) jest spełniony dla i = 0,1,...,m, j =0,1,- - -, n.
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Korzystając z oznaczeń

X =
P == [ Po pr ”  Pn]

[ * 0  V ”  *n ]

B =
*00 *01 '*• *on

flO.fll,

*m0 *m1

1n

ao żerny układ równań (13) napisać w postaci

X P + Q X = 1
Równanie (15)ma rozwiązanie X , X wtedy i tylko-wtedy, gdy £6,9)

rząd

Q0 0 0 ... 0
Q. 0 0  ... 0 • •••••••••••
Qm 0 0 ... 0 
0 PQP1f.. pr

rząd
'«0 ^0 *01” *onl
Q1 *10 *11”
*m ’\ o *m1” 'ran0 po P1 ” Pn

lut
(I - Q Q+ ) 6' (i - P+ P)' =,0 

przy czym Q+(P+ )jest macierzą pseudoodwrotną spełniającą warunek

Q Q+Q = Q

05)

(I6a)

(I6b)

Hiech 0 ^  będzie macierzą współczynników przy najwyższych stopniach 
poszczególnych wierszy macierzy Q(z^ , a (~Xjlc') - macierzą współczyn­
ników przy najwyższych stopniach poszczególnych kolumn macierzy 
P(S2)(^(z2')) * Z zależności (13)mamy

n O?)I t n r p h c i
l“hr Qhr1

>

Lemat 2 . Macierz X^r jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy det D00^°-

Dowód.

= rząd

Z założenia det P ^  ¡4 0. Jeżeli det Xju? 4 0#to rząd^kj^, Qłl;̂J =
hc 

l*hcj
= p i z (i i)wynika, że det Dqq / 0 . Aby wykazać dostateoz-

rośó, zauważmy, że założenie det P^0 ć 0 implikuje det H ^ 0 , przy czym

r t t .. 
= Lphcx hc ]

Phc
■̂ ho
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Z zależności ̂ lY^mamy

V ]  = D00 H_1 [ Phc YL ]
- 1 TMaeiefcz = Dq Q H- óP^ijest: więc nieosobliwa.

Z definicji '2, lematu 2 i warunku (16)wynika natychmiast następujący 
Lemat 3 . Równanie (j)ma realizowalne rozwiązanie wtedy i tylko wtedy, go; 
spełniony jest warunek(i6)i det DQ0 ^ 0.

Podstawiająo do(l5)i korzystając z(l6b)łatwo sprawdzić, że macierze

X = ^1 - QQ+ ') DP+ + z - ( I - QQ+ ')ZPP+ (18)

Y = Q+&  - Q+Z P + ( I - Q+Q ) V

są rozwiązaniem tego równania , a Z i V są dowolnymi macierzami odpowiei 
nich wymiarów.

Twierdzenie
Rozpatrywane zagadnienie ma rozwiązanie, jeżeli:

1/ macierz T(z1,zamożna przedstawić w postaci(5),
2/ det Doq O,
3/ warunek (16) jest spełniony.
Dowód tego twierdzenia wynika natychmiast z lematu 3 oraz z faktu, że 
jeżeli 2 (ż^z^można przedstawić w postaci (5̂  to rozwiązanie rozpatrywa 
nego zagadnienia sprowadza się do wyznaczenia realizowanego rozwiązania 
X(z1), Y (zr̂ j równaniaj).

Jeżeli warunki twierdzenia są spełnione, to poszukiwane , ^2(z2)
można wyznaczyć stosując następujący
Algorytm
krok 1 Dla danej T (z^, Zg) wyznaczyć (̂̂ z2) kolumnowo-zredukowaną oraz 

D(zi»Zg) . Q(zi) spełniającej).
krok 2 Korzystając ze wzorów (18)wyznaczyć realizowalne rozwiązanie 

• X(z-j) , Y^Zg) równaniaj).
krok 3 Korzystając ze wzorów(J)wyznaczyć poszukiwane macierze T^(z^) , 

T2 (e2)

Uwaga:
Korzystając z dowolności macierzy Z i V występujących w (18) możemy je tai 
dobrać,aby były spełnione dodatkowe warunki, np. X(z^ • lub'Y (z2)były 
macierzami wielomianowymi możliwie najniższego stopnia.
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PA3I0XEHHE B HA&GTHOii, OEMCTK flBTXMEHBHX CKCTEH Hi 
O^HOSiEmjE CKCtSa

Pis I B  e
B OTSTLO npHBajSH hobhS Melos paaaoseHES 2 naororaofl ofiaaosn eeh62eo2 

©yjaepaofl ohotbmh Ha sse osHOMepsHa 008Seh§hhhg b oHOTSMy 0 oOparaoB obh-
*LD. UflHOMgpHHQ CHOTCMH C0DTB6T0TByjj? flHHaMHHBCKHM OBOSOTBaK HOXOHHOfi 
©jnraepaoB g h c t s h h  b pasHHi E&npaBJieHHSx, IIoKasaHo , r t o  irpa cooTBSTOTBy— 

RpsnnojiozsHHHX , pemeHEe s t o S  apotoeus m o sho  c b g o t h  5  H a io sa a sE Q  < js -  

©leoKH peaCTayauoro psnaHES (z2) ssaipH^Horo nojrssoriaroro ypes-
E8aza i (z^) p (z2) + q (B1) J (z2) » d (z1,z2) . 5 m  mwx wxomu&z 
STOPO peniSHEH,
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23COHEOSXÎIQÎÎ OF 2-3 EEBB&B. SYSTEMS XHTO 1-D SYSTEMS
rff EHEQUEiscr dosais 

S i i a i r ;

A method Is pres sut ed for the decomposition in frequency 
domain of 2-3 linear systems inta> two e cuiraient 1—3 systems 
huring dynamics in different directions and connected in a 
feedhacic system.. s.it is süovm that under some assumptions the decomposition problem 
can he reduced to finding a. realizable soiutian to the matrix ' 
polynomial equation X(zj 3 (z2) + DCz-j »2̂ ) -
A procedure for finding a realisable solution , Z(z2] ta

... the- equation is; giren.. ,


