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STEROWALNOSC  DYSKRETNYCH  UKEADOW  DYNAMICZNYCH
IRZY OGRANICZENIACH NA STEROWANIE -
- PRZEGLAD PROBLEMOW

Streszczenie. Artykut stanowi przeglqd problemoéw sterowalnosci
dyskretnych uktadow dynamlcznﬁch przy(“graniczeniach na sterowanie
opracowany na podstawie publikacji z ostatnich lat. Przedstawiono
warunki sterowalno$ci przy ogranlczenlach na sterowanie dla linio-
wych, dyskretnych uktadow niestacjonarnych i stacjonarnych oraz dla
stacjonarnych dyskretnych ukiadow nlellnlowych Rozpatrywane eg row-
niez stacjonarne uktady dyskretne typu 2-D

1 Mprowadzenie-*

Sterowalno$¢ uktadow dynamicznych jest jednym z podstawowych pojec¢ teo-
jli sterowania,W niniejszym artykule przedstawiono problematyke sterowal-
nosci dyskretnych,skofczenie-wymiarowych uktadéw dynamicznych przy dodat-
kowych ograniczeniach natozonych na sterowanie.Ograniczenia te powodujg,ze
sterowania dopuszczalne przyjmujg warto$ci w pewnym ustalonym wypuklym i
zwartym zbiorze.Rozpatruje sie dyskretna uktady liniowe zaréwno niestacjo-
narne, jak 1 stacjonarne,a takze stacjonarne,nieliniowe ukitady dyskretne.
Omawiane sg réwniez nieliniowe,stacjonarne uktady dyskretne typu 2-D. Poda-
jre zostang podstawowe definicje i pojecia zwigzane ze sterowalnoecia ukta-
dwdyskretnych.Wszystkie zamieszoone w artykule twierdzenia i wnioski po-
dane sa bez dowodow,jedynie z odno$nikami do tych pozycji literaturowych,
wktorych zamieszczone sg petne dowody. Artykut zawiera ponadto szereg .ko-
mentarzy oraz uwag dotyczacych zagadnien bezpos$rednio zwigzanych ze sterc-
'walnodcig uktadéw dyskretnych.Rozpatruje sie miedzy innymi zagadnienie wys-'
&aczania sterowania dopuszczalnego,przeprowadzajgcego dyskretny uktad dyra-
joamiczny z zadanego stanu poczatkowego do zadanego stanu koncowego wusta-
lonej liczbie krokow.

Artykut opracowano zaréwno na podstawie prac szczeg6towych [L - 4], {9 -
13] ,jak i publikacji o charakterze przeglagdowym [5 - 8], Stosowana termino-
logia pokrywa sie z oznaczeniami zamieszczonymi w pracach (5 - 8] .Wszystkie
podstavowe definicje i pojecia zostaty przytoczone w oparciu o publikacje
zodtowe [i - 4, [9 - 13].

wykonana w ramach programu resortowego RP.1.02.,"Teoria Bterowania
1 optymalizacja ciggtych uktadéw dynamicznych 1 proceséw dyskretnych".
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2. Opis uktadu dynamicznego i podstawowe definicje.

Niech bedzie dany dyskretny,liniowy,niestacjonarny, skonczenie-wymlarc-
wy uktad dynamiczny opisany nastepujagcym réwnaniem réznicowym ;

x(k+1) - A(k)x(k) + B(k)u(k) k > kQ /2.1

gdzie : kEZ - zbidr liczb catkowitych,
X(k) £ Rn jest wektorem stanu uktadu,
u(k)EUCRmM jest sterowaniem dopuszczalnym,
A(K) jest n*n-wymiarowg macierzg,
B(k) jest nxm-wymiarowg macierzg.

Niech UeRn bedzie dowolnym zbiorem,Sekwencjg sterowan dopuszczalnyct
nazywa sie dowolng sekwencje u - ju(kQ ,u(kQ+l} u(kQ+2) ,. ..j- taka,ze
u(k)eUCRm dla wszystkich k"kQ .Zbior wszystkich sekwencji sterowan d
puszczalnych oznacza sie symbolem My[ko,0°r ,a w przypadku,gdy sekwencje
sg okresSlone jedynie dla k£ [kQk”3,symbolem Ku[ko,k"],

Dla ustalonego stanu poczatkowego x(kO)ERn oraz zadanej sekwencji ste-
rowan dopuszczalnych ufH"[ko,®”" istnieje jednoznaczne rozwigzanie
x(k,x(kQ,u) rownania réznicowego /2.1/ okres$lone dla wszystkich k>kO
nastepujacym wzorem Q>]:

x(k,x(ko),u) - ?(k,ko)x(kJ + ~ B(k. j+1) Bfj)u(t) M
c* Q
gdzie F(k,j] jest nwi-wymiarowg macierzg tranzycji uktadu dynamicznego
12,1/ ,zddiiniowang w spos6b nastepujacy £5]:
(1 dla k «J
F(k,j) - ] A(k-)A(k-2).,,. AJ+DA()) dla k>j
(_nieokres$lona dla k< j

V przypadku nieosobliwych macierzy A(k) , kéZ,macierz tranzycji ?(k,j*
jeat okres$lona réwniez dla k<j nastepujacg réwnoscig [5]:

- A"KATK+D)A-LK+2).,. A-1(j~2)A“1(j-1)

mOprocz nieataojonaroego uktadu dynamicznego /2.1/ bedzie réwniez rozpaW
wany dyskretny stacjonarny uktad dynamiczny opisany nastepujacym réwnani®
réznicowym :

x(k+1) - Ax(k) ¢ Bu(k) k»0 2.1

V tym przypadku macierz tranzycji F(k,j) - A"3 dla k»j ,a gdy maclerii
jeat nleoaobllwa, rowno$¢ ta jeat prawdziwa rowniez dla k-cj ,

Dla ustalonego atanu poczatkowego x(0)ERn oraz zadanej sekwencji steroto
dopaeaczalnych uftMgfp,«») jednoznaczne rozwigzanie réwnania /2.3/ jeet
dane nastepuJgoya wzorem (jjj:
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x(k,x(0),u) ~Akx(0) + i>~A k-3-1Bum 12,4/
]
Podobnie jak w przypadku ciggtych uktadéw dynamicznych[5], [6], [8],

dla uktadéw dyskretnych postaci /2,1/ lub /2,3/ mozna sformutowac szereg
definicji réznych rodzajow sterowalnosci

Definicja 2.1.'Ukfad dynamiczny /2.1/ nazywa sie U-sterowalnym w prze-
dziale [k »kj],jezeli dla kazdego stanu poczatkowego x(k ) £Rn oraz kazdego
.0 SN . . ,
stanu koAcowego x"iS  istnieje sekwencja sterowan dopuszczalnych u(k ),
t(kQ+l) ,.. .,u(kl-2)~(k~ 1) taka,ze odpowiadajgca tej sekwencji trajekto-
ria uktadu dynamicznego /2.1/ spetnia warunek :

x (kV x&ko)’U) * X1

Definicja 2.2. Ukfad dynamiczny /2.1/ nazywa si¢ U-sterowalnym w chwi-
li kQ ,jezeli dla kazdego stanu poczagtkowego x(kQe Rn oraz kazdego stanu
koncowego xle Rn istnieje chwila (x(k oraz sekwencja sterowan do-
puszczalnych u (kQ ,u(k@+l) ,., ,,u(k.j (x (kQ ,x")-i) taka,ze odpowiadajaca
tej sekwencji trajektoria ukfadu dynamicznego /2.1/ spetnia warunek :

XM C x(k0) 'xI)*x%ko)'uy) = X1
Definicja 2.3. Uktad dynamiczny /2.1/ nazywa sie U-sterowalnym ze
zbioru DoCRn do zbioru DMC Rn w przedziale [ko,k1],jezeli dla kazdego
etanu poczatkowego x(kQ*€Do oraz kazdego stanu koncowego xle D) istnieje
sekwencja sterowan dopuszczalnych u6 Mjjlko,k”] taka,ze odpowiadajgca tej
sekwencji trajektoria uktadu dynamicznego /2.1/ speinia warunek

x(k1,x(ko),u) »

Definicja 2.4. Uktad dynamiczny /2.1/ nazywa sie U-sterowalnym ze
zbioru DDCRn do zbioru C Rn w skonczonym czasie, jezeli dla kazdego stanu
poczatkowego Xx(KQ*£D o oraz kazdego stanu koncowego x16 D' istnieje chwila
k"<co oraz sekwencja sterowan dopuszczalnych ueMu(ko,k1) takie,ze odpowia-
dajgca tej sekwencji trajektoria uktadu dynamicznego /2.1/ spetnia warunek:

x(kl>(ka)'u} X1

Jezeli DO D. = D.to zamiast®U- sterowalnosm z D do DI mowimy Wsklr;;-
jole 0 U- sterowalnoéci w D,. Jezeli natomiast Dg = R oraz D" = |0;»/ DO =I J
oraz Dl = Rn /. to méwimy odpowiednio o globalnej U-sterowalnos$ci do zera
/globalnej U-sterowalnosci z zera/,a gdy D* = DL = R o globalnej U-stero-
walnoscl. W przypadku,gdy Oeint Do oraz DI = {°}z DO =joj-oraz Oeint Dl /;
Postugujemy sie odpowiednio terminologig : lokalna U-sterowalno$¢ do zera
/ lokalna U-sterowalno$¢ z zera /, a gdy Oein tD ~ ) ;terminem : lokalr.a
C-sterowalnoso.

Bardzo czesto zbidér docelowy D* jest rozmaitoscig linio>a,tzn. D* =
JjXERn : Lx b cj. ,gdzie 1 jest pxn-wymiarowg macierzg craz cek” , lub pcd-
Przeatrzenig liniowg / ¢ ® O/
~Ndalszej czesSci pracy zaktada sie,ze zbior U jest wypukly i zwarty.
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3. Kryteria sterowalnoscl uktadéw nlestacjonamychi

Zasadniczg role przy formutowaniu kryteriow U-sterowalnosci niestacjo-
narnych uktadéw dynamicznych /2.1/ odgrywa'funkcja skalarna J : Rn*Z xR
*Rn—o-Ro postaci nastepujacej [10], [11] :

j(x(k ),k,x,v) » vTi(k,k )x(ko) + mar YTF (k,j+)BC3;u(j)- inf \4
xED1

/311
V oparciu o funkcje J mozna uzyska¢ wiele kryteriéw U-sterowalnosci uklads
dynamicznego /2,1/ przy roéznych postaciach zbioréw Dg oraz B, [10], [11],
Twierdzenie 3.1. [10~[*arunkiem koniecznym i wystarczajgcym O-sterowalnoi
oi uktadu dynamicznego /2..1/ ze stanu r(kQ do wypukiego i domknietego
zbioru docelowego BJ w przedziale [k ,k"] jest, aby zachodzita nastepujaca
nierbwnos¢ !
£E», flypl J(*(ko)'kl"BW ° /g

Wprzypadkujgdy zbior docelowy Bl nie jest wypftkly lub nie jest domkni*
ty ,wowczas zamiast twierdzenia 3.1 wykorzystuje sie do badania U-sterowi
no$oi nastepujgoe-twierdzenie.

Twierdzenie 3.2. [LOj.Warunklem koniecznym U-sterowalnos$ci uktadu dyna-
micznego /2.1/ ze stanu *(kQj do zbioru w przedziale [kQtkl3jest, aby

mar min j(x(k ),k.,x,v)> 0 /3.3
Urfl «1 JOx (k) 1 )

Whniosek 3.1. jjol.Jezeli zbidr docelowy B* jest otwarty ,wéwczas warun-
kiem wystarczajagcym U-sterowalnos$ci uktadu dynamicznego /2.1/ ze stanu
do zbioru B* w przedziale [k"k”] jest, aby

sup min j(x(kj,k1fx,v)>0 /3.4
xcdlN M
Whiosek 3.2. FIO],Jezeli zbior docelowy jest domkniety,v/6wczas we

runkiem wystarczajgcym U-sterowalnos$ci uktadu dynamicznego /2.1/ ze stanu
AN(k~ db zbioru Dl w przedziale [kQkJ jest, aby

1801 gu 1 I (X&) KIS 0 13-51

Jezeli zbior dooelowy jest domkniety, wypukly oraz niepusty, wowczas
warunek /3«2/ jest réwnowazny warunkom /3 .3/ oraz /3,5/, Ogdlnie warunek
/3.2/ Jest tatvd.ejszy do sprawdzenia niz warunki /3.3/ oraz /3.5/ ,a zatffi
jezeli zbior docelowy B* jest domkniety i wypukly iwdwczas do badania U-
sterowalno$ci uktadu dynamicznego /2.1/ wykorzystujemy twierdzenie 3.4.

Ibwody twierdzen 3.1 £ 3.2 oraz wnioskéw 3.1 i 3.2 odarte sa na zna-
nych twierdzeniach o oddzielaniu zbiorow wypuktych jjo] oraz wtasnosciact
funkcjonatow liniowych.
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Wdalszej czes$ci niniejszego podrozdziatu zaktada eie,ze macierze A(k)
eg nieosobliwe dla ke z ,a wiec istnieje macierz odwrotna j?"k,j) dla
wszystkich k,j 6 Z, Nalezy podkresli¢,ze zalozenie to jest bardzo naturalne
i zawsze spetnione wsytuacji, gdy uktad dyskretny otrzymany jest przez
dyskretyzacje uktadu ciggtego.Wtym przypadku bowiem macierze A(k), ki Z
s wyznaczane na podstawie zaleznosci [12j :

AK) - *cg>+)T kT) /3.6/
gdzie Pc (t,s) jest macierzg tranzycji ciggtego uktadu dynamicznego,nieoso-
bliv® dla wszystkich t,s 6 E, [6], natomiast 1 >0 jest okresem dyskretyzacji.

Zatem wszystkie macierze A(k) otrzymane przez dyskretyzacje ciggtego ukta-
du dynamicznego sg macierzami nieosobliwymi.

Twierdzenie 3.3» PIOI-Jezeli zbior docelowy jest domkniety i wypukty,
to warunkiem koniecznym globalnej U-sterowalno$ci do zbioru uktadu dy-
namicznego /2.1/ jest, aby

n su N> max AMfk.k-j) B(u(j)l - inf vIF"tk,k1
-1 kezp | u(j)eu[y % J)7 o (J%J N /5.7/

natomiast warunkiem wystarczajgcym jest, aby

(" m N fyVA k3BNUR]- £ V<Ko= +~ »

Wprzypadku, gdy zbhiér docelowy nie ..jest domkniety lub nie jest wypuk-
ty,stosowanie tw.3.3 jest niemozliwg. Wowczas przy badaniu globalnej
D-sterowalnosci uktadu dynamicznego /2,1/ do zbioru docelowego D! postugu-
jery sie ponizszym twierdzeniem 3.4.

Twierdzenie 3.4. 00].Warunkiem koniecznym globalnej U-sterowalnosci
uktadu dynamicznego /2.1/ do zbioru docelowego niekoniecznie wypuktego
i domknietego jest, aby

(w ~ u(p GTFA'k-j)B (j)u(j)]- vV Ik, kIxJ= 13.9/

natomiast warunkiem wystarczajagcym jest, aby

=k 1
&P in - . 1
OF Sup min - ¢ ufisuy vV Ik, kOxj t0 /3.10/

Warunki globalnej U-sterowalnosci do zbioru docelowego D, sformutowa-
ne wtwierdzeniach 3.3 oraz 3.4 sg trudno sprawdzalne ze wzgledu na wystepo-
wanie wnich symbolu + «.Nalezy réwniez nadmieni¢,ze podobne warunki glcbal-
fiej O-sterowalnosci do zbioru docelowego D, dla ciggtych uktadéw dynamicz-
nych przytoczone eg miedzy innymi w pracy [8],gdzie podano takie inne kry-
teria badania U-sterowalnosciciagtych uktadéw dynamicznych.
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Rozpatrzmy obecnie zagadnienie tzw."bang-bang" sterowalnoeci ukiadu
dynamicznego /2.1/. Zatézmy,ze sterowania u(k)eD (k) dla kéZ”a zbiory UK
sa zwarte i wypukte dla wszystkich keZ .Zagadnienie "bang-bang" sterowat-
nosci dla uktadéw dynamicznych /2.1/ rozwigzuje w peini nastepujgce twier-
dzenie.

Twierdzenie 5.5. 01 Zatézmy,ze stan x"¢B° jest osiggany ze stanu pr
czatkowego x(_kQ £ Rn przy zastosowaniu pewnej sekwencji sterowan dopusz-
czalnych u oju(ko),u(ko+1),.,.,u(k)” , u(k)ii(k) dla k€[k"k.j] .Wbwczas
stan jest réwniez osiggany ze stanu poczatkowego x(_ko) przy zastosowali!;
sekwencji sterowan Vi(ko+l) .. ,gdzie kazde sterowanie if}
k6(k ,k.j1 jest punktem ekstremalnym zbioru O(kj >kfifk ,k*] z, wyjatkiem @
najwyzej n indekséw k »

Nalezy podkresli¢, ze mozna skonstruowaé¢ przyktady uktadédw dynamicznyc!
opostaci /2.1/ pokazujace ,ze oszacowanie n w tsfierdzenieniu 5,5 nie. moze
by¢ poprawione /zmniejszone/ |,

Twierdzenie 3.5 jest dyskretng wersjg znanej z literatury 0] cigglej
zasady ''.'bang-bang”,Przy pewnych dodatkowych zatozeniach moze byé ona uogdlh
niona na przypadek nieskonczenie-wymiarowych, dyskretnych uktadéw dynamici-
nych 0] . r

Z zagadnieniami .U-sterowalno$ci oraz "bang-bang" sterowalnos$ci uklads
dynamicznego /2.1/ $cis$le 'wigze sie problem wyznaczania sterowania, dopusz-
czalnego przeprowadzajgcego uktad dynamiczny'ze stanu poczatkowego xty.) i
zbioru docelowego .U-sterowalno$¢ uktadu dynamicznego /2.1/ ze stanupgy
czatkowego x(k”™) do zbioru docelowego gwarantuje istnienie conajmniej
jednego takiego sterowania dopuszczalnego,Oczywiscie w ogoélnym przypadku
istnieje na ogdt wiele sterowan dopuszczalnych przeprowadzajgcych U-stero-.
walny uktad dynamiczny i/2,1/ ze stanu poczatkowego do zbioru docelowego!
tonlzsze twierdzenie podaje 0g6lng posta¢ zbioru wszystkich sterowan dgsz
czalnych, realizujagcych SWyzej wymienione przejscie.

Twierdzenie 3.6. 00] Zalézmy,ze uktad dynamiczny /2.1/ jest U-stert*
walny ze stanu poczatkowego x (70) 6o zhioru docelowego w przedziale
{M,k.j] .Woéwczas kazda sekwencja sterowan dopuszczalnych,ktora przeprowadzi
uktad dynamiczny /2.1/ ze stenu poczatkowego x(kQ do zhioru docelowego 3

jest elementem zbioru Ny£ko,k”™]c D0,k~3 zdefiniowanego nastepujaco *

sc[V ki] m{u6HCVKki3 ! ATF&i'ko}x(ko )+ ~ Z ~ (.kv i+) B0)<
: 3“Ko

- inf (VTX)»of 111
Y. & X J

Nalezy podkresli¢, ze twierdzenie 3,6 nie stwierdza ,ze kazda sekweac?
sterowan dopuszczalnych nalezaca do zbioru Ng(kQKk.j] przeprowadza uktad
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dynamiczny / 2.1/ ze stanu poczatkowego x(kQ do zbioru docelowego na-
tomiast podaje ono ,ze kazda sekwencja sterowan dopuszczalnych realizujgca
to przejecie nalezy do zbioru Ny(k ,k.j3,

Whiosek 3.3. [10] Jezeli

inf min j(x(k ).k, ,x,y)» 0 /3.12/
‘oraz XEDL W =1
inf min j(x(k ),k,x,v) <0 dla k=k k +1,...,k,-1 /3.13/
x¢D1 |M]=L 00 1

jto zadna sekwencja sterowan dopuszczalnych u€ M yjk~~-1] nie przeprowadza
juktadu dynamicznego /2.1/ ze stanu poczatkowego x(kQ) do zbioru docelowe™
®» Zatem kazda sekwencja sterowan dopuszczalnych ueHg[kQk”3 reallsn—
ligca to przejscie jest sekwencjg sterowan czaso-optymalna.

Szczeg6towa procedura wyznaczania sekwencji sterowan dopuszczalnych
przeprowadzajacych uktad dynamiczny™ /2.1/ ze stanu poczatkowego x(ko)do
zbioru docelowego przedstawiona jest w pracy [l0] .fodano tam rowniez
pewre przypadki szczegOlne,z ktérych jeden dotyczacy stacjonarnych uktadéw
dynamicznych zostanie zaprezentowany w nastepnym podrozdziale,lrocedura
wyznaczania sekwencji sterowan dopuszczalnych podana w artykule [lO}umozli-
wia rekurencyjne obliczanie poszczeg6lnych sterowan.

Interesujagcym zagadnieniem jest zbadanie wzajemnych relacji pomiedzy
Osterowolnos$cig uktadéw ciggtych oraz U-sterowalno$ciag uktadéw dyskretnych,
Madomo [i2] ,ze Hh-sterowalno$é ukladu ciggtego nie zawsze implikuje Rn-
sterowalno$¢ uktadu dyskretnego otrzymanego poprzez dyskretyzacje ukiadu
ciggtego. Zalezy to w stotny sposob od dtugosci okresu dyskretyzacji T>C.
Podobna sytuacja ma miejsce réwniez w przypadku U-sterowalnosci, U-stero-
walno$é uktadu ciggtego nie zawsze implikuje U-sterowalno$¢ odpowiadaja-
cego mu uktadu dyskretnego ,otrzymanego poprzez dyskretyzacje z okresem T.

Innym istotnym zagadnieniem jest zbadanie wzajemnych zalezno$ci pomie-
ty sterowaniem ciggtym a odpowiadajgcym.mu sterowaniem dyskretnym otrzyce-
m poprzez dyskretyzacje z okresem T. Mozna wykaza¢ [10] ,ze nie istnieje
wzajemne zwigzki pomiedzy sterowaniem ciggtym a sterowaniem dyskretnym,tzn,
efekt zastosowania sterowania dyskretnego do uktadu dyskretnego ctrzymar.e-
i°cgo poprzez dyskretyzacje z uktadu ciggtego jest inny niz uzycia sterowa-
nia ciggtego do uktadu ciggtego.

Kalezy réwniez podkresli¢,ze w odrdznieniu od ciggtych uktadéw dyna-
micznych,w uktadach dyskretnych zatozenie o wypuktosci zbioru UCRm jest
bardzo istotne.Hatura ukladéw dyskretnych sprawia,ze zbior osiggalny dla
sterowan przyjmujacych wartos$ci ze zbioru B jest na og6t istotnie mniejszy
niz zbiér osiggalny dla sterowan przyjmujacych wartosci wotoczce wypuklej
zbioru U. Dla ciggtych uktadéw dynamicznych zbiory osiggalne wobu tych
Przypadkach eg identyczne.
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4. Kryteria sterowalnoscl uktadéw atacjonarnych.-

Woprzypadku liniowych,dyskretnych,stacjonarnych uktadéw dynamicznych
/2.3/ do badania ich U-sterowalno$ci mozna oczywiscie wykorzysta¢ wszystkli
rezultaty przedstawione- w podrozdziale 3. Tym niemniej wykorzystujac spe-
cyficzne cechy ukladéw stacjonarnych mozna sformutowa¢ dla nich oddzielne
kryteria badania U-sterowalnos$ci.Kryteria te,w przeciwieAstwie do kryte-
riow dotyczacych uktadow niestacjonarnych, sg stosunkowo tatwe do sprawdzi'
nia i zastosowania w praktyce.

Wcelu skrocenia i uproszczenia zapisu wprowadza sie nastepujace oz»
czenlap] ;
Im B - obraz odwzorownia liniowego reprezentowanego macierzg B,
aff (u)- otoczka afiniczna zbioru U ,
ri(.u)-wzgledne wnetrze zbioru U,
<AU>» U+ AU+ AU+ ... + A“lU.
Ponadto zaktada sie,ze zbior UCRm jest wypukty i ograniczony.

Ponizsze twierdzenie 4.1podaje warunek konieczny i wystarczajacy glo-
balnej U-aterowalnosci / Dg » * Rn / uktadu dynamicznego /2.3/ dla do
wolnego ograniczonego i wypukiego zbioru UcRm .

Twierdzenie 4.1. f3JUkiad dynamiczny /2.3/ jest globalnie U-sterowali!
wtedy 1 tylko wtedy,gdy jednocze$nie spetnione sg nastepujgce warunki :
/il  wszysftkie warto$ciwtasne macierzy A, sl,s2,...,sit...,sn spetniajg

warunek : |sj » 1 dlai-1,2,.,.,n"

lii/ <Alaff(U+(-U))>» Rn  gdzie U - Im BU,
/dii/ jezeli v€ker” - 1™ to nier6wno$¢ y*wsO dla wszystkich weU
implikuje ,ze v « O,

V przypadku,gdy Oeri(u), mozna nieco ostabi¢ warunki globalnej Uste-

rowalnoscl podane wtwierdzeniu 4.1.

Twierdzenie 4.2. fel Jezeli OE£rl(u),to wdrunkiem koniecznym 1 wystar-
czajgcym globalnej U-sterowalnosci uktadu dynamicznego /2.5/ jest, aby jed
noczes$nie speinione byly nastepujagce warunki
A/l JsNi>»1 dlai-1,2t..,,n,

liil <£laff(3u)> = RI5 P

W przypadku,.gdy zero jest punktem wewnetrznym zbioru U ,tzn, OCcCint(flj
wowczas warunek /ii/ wtwierdzeniu 4.2 mozna zastagpi¢ warunkiem
/ii*/<AlLs B>. Rn.

Przyktadami najczesciej spotykanych w praktyce zbioréw U spetniajacpi
zatozenie O0€int(U) es nastepujace zbiory

U« |uERmMI

U *ju€R i ti*192*eeefma 9 U « »* 4o >N3Jx 000 J1
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Wykorzystujagc definicje U-sterowalno$ci podane wpodrozdziale 2 mozna

sformutowaé szereg wnioskow dotyczacych wzajemnych relacji pomiedzy réznymi
rodzajami U-sterowalnosci.

Whniosek 4.1 ¢T3] Uktad dynamiczny /2,3/ jest globalnie U-sterowalny
wedy i tylko wtedy ,gdy jest on réwnoczes$nie globalnie U-sterowalny z zera
joraz globalnie U-sterowalny do zera.

Whniosek 4.2. f3] Jezeli macierz A jest nieosobliwa.to uktad dynamiczny

|/2.3/ jest globalnie U-sterowalny z zera wtedy i tylko wtedy,gdy jest on
globalnie U-sterowalny do zera,

I Interesujgcym zagadnieniem jest wyznaczenie sekwencji sterowan dopusz-
czalnych przeprowadzajacych uktad dynamiczny /2.3/ ze stanu poczatkowego
J(ko) do zadanego stanu koncowego x» w chwili k® .Rozpatrhymy to zagadnie-
nie dla szczego6lnego przypadku uktadu dynamicznego /2.3/, a mianowicie dla
przypadku uktadu jednowejsciowego / B = bERn/ ,tzn.dla m = ©.postaci

x(k+1) = Ax(k) + bu(k) k”-0 /4.1/
Niech oznacza nwk”-wymiarowg macierze postaci nastepujacej

\ 7 [Ak-I"1b . Ak1-2b Ab , b] 14.2]1
Twierdzenie 4.5. Jezeli uktad dynamiczny /4.1/ jest globalnie Rn-

eterowalny w przedziale [0,k”] oraz U-sterowalny z punktu x(0)€Rr* do punktu
Mm6m f przedziale [0,k"], k™ n ,wolwczas sterowanie dopuszczalne u*prze-
prowadzajace uktad dynamiczny /4.1/ ze stanu poczatkowego x(0) do punktu x!
Jestjpostacl nastepujgcej

u*> {u"0) ,r?0) » (fj ~ AkIx(pV) diakon
1

oraz
fm - Ci"ki-1*? fer A1x®)) 1115 ki<n

Wprzypadku,gdy k» =n .zatozenie o globalnej Rn-sterowalnoéci uktadu
dynamicznego / 4.1/ jest réwnowazne nieosobliwos$ci n*n-wymiarowej macierzy
Mm°\ .Halezy jednak podkresli¢,ze globalna Rn-sterowalno$¢ uktadu dyna-
ticznegj /4.1/ nie gwarantuje istnienia odpowiedniego sterowania dopusz-
czalnego,Wynika to z natozonych na sterowanie ogranicten reprezentowanych
Zioren U .Tak wiec zatozenia o U-sterowalno$ci z punktu x(p) do punktu x*
jeet konieczne do Istnienia odpowiedniego sterowania dopuszczalnego.

Wprzypadku‘braku ograniczen na sterowanie .zagadnienie wyznaczenia
°dpoviednlego sterowania przeprowadzajacego uktad dynamiczny /4.1/ ze star

W poczatkowego x(p) do stanu koncowego w chwili byto rozpatrywane
wPracy [6],Przypadek ,gdy k,> n mozna rozwigzad postugujgc sie rowniez
twierdzeniem 4.3 i dzielgc odcinek na krotsze podprzedzlaty. Dowdd

twierdzenia 4.3 bazuje na prostych przeksztatceniach wzoru reprezentujgce»
lo rozwigzanie réwnania réznicowego /4.1/
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Istotnym zagadnieniem $cisle zwigzanym z U-sterowalnos$cig uktadu dyi
micznego /2,3/ jest problem wyznaczania sekwencji sterowan dopuszczalnych
gwarantujgcych pozostawanie trajektorii uktadu w zadanym zbiorze Dc R,
Tak sformutowane zagadnienie prowadti bezposrednio do definicji tzw. Us;
bilnosci w zbiorze D uktadu dynamicznego /2,3/, £11].

Definicja 4.1. Ukfad dynamiczny /2,3/ nazywa sie U-stabilnym w zic
rze D, jezeli dla kazdego stanu poczatkowego x(c"D istnieje sekwencja sten
wan dopuszczalnych u 6 My[0,e°) taka,zc odpowiadajgca tej sekwencji trajekt:
Jria uktadu dynamicznego /2.3/ speinia warunek :

x(k,x(0),u) ¢D dla wszystkich k>0 14.3/

Sekwencja sterowan dopuszczalnych ué¢M ~fp,»), utrzymujaca trajektoii
uktadu dynamicznego /2.3, / w zadanym zbiorze D(zalezy w istotny sposob a
stanu poczatkowego x(0) i dla rdéznych stanéw poczatkowych jest na ogot
takze rézna,W dalszej czesci niniejszego podrozdziatu dodatkowo zaktada il
ze zbidér DCR jest wypukly i zwarty. Ponizsze twierdzenie podaje warunek
konieczny i wystarczajacy U-stabilnoSci w zbiorze D uktadu dynamicznego f

Twierdzenie 4.4. Pli~l Warunkiem koniecznym i wystarczajagcym U-stabll-
nosci w zbiorze D uktadu dynamicznego /2.37 jest, aby

min ~ min fvAAx) + max (vTBuU) - miniv x)]*>() 14

*XED " ueU V ' xeDV

Dowdd twierdzenia 4.4 zamieszczony w pracy £113bazuje na znanym [1],
00], [11] twierdzeniu o oddzielaniu zbioréw wypuktych w przestrzeniach st
ozenie-wymiarowych. Mozna réwniez pokazaé,ze warunek / 4.4/ jest ronowazny
warunkowi nastepujagcemu

min Jmln(vTAx) + max(vTBu) - m|n(vTx)I =0 /4.5

Iv][«1 "<-x€D u&U xgD

Jezeli uktad dynamiczny /2.3/ jest U-stabilny w zbiorze D,wdwczas di
kazdego stanu poczatkowego x(p)&DCRn istnieje sekwencja sterowan dopusz-
czalnych u 6 Mjj(P40 utrzymujaca trajektorie uktadu dynamicznego /2.3/ w
zbiorze D dla kazdej ustalonej liczby krokéw ke 2.Sekwencja ta nosi nazue
mdopuszczalnej sekwencji podtrzymujgcej O01],Ponizsze twierdzenie umozliwi
numeryczne wyznaczenie dopuszczalnej.sekwencji podtrzymujgcej dla U-stabli-
nego w zbiorze D ukitadu dynamicznego /2.3/.

Twierdzenie 4.5. [jl] Zalézmy,ze ukiad dynamiczny /2.3/ jest U-stabii-
ny w zhiorze D..Wowczas dla kazdego stanu poczatkowego x(0)¢ D oraz dowol-
nego k”™-0 istnieje dopuszczalna sekwencja sterowan podtrzymujacych ufiKjil
spetniajgca warunek :

min jv TAx(k) + vABuCk) - raln(vTx~> 0 dla k=0,1,... k-1 /&s

gdzie
x(k+1) . Ax(k) + Bu(k) edla k-0,1, ...,k-1



/Sterowalno$¢ dyskretnych uktadow 165

5. Dyskretne uktady nieliniowe 1 wielowymiarowa.

Sterowalno$¢ nieliniowych uktadéw dyskretnych oraz nieliniowych ukta-
dow dyskretnych typu 2-D przy ograniczeniach na sterowanie hyta rozpatry-
wana w pracach [4]oraz [9] .W pracy [9] woparciu o twierdzenie Schaudera o
punkcie statym wyznaczono obszar DCRn eterowalnoéci dla nastepujacego nie-
liniowego, stacjonarnego ukitadu dyskretnego s

x(k+1) - f(x(_k),u(k)) . k* 0 /5.1

Jaijo przypadek szczegdlny rozpatrzono sterowalno$é dyskretnego uktadu dy-
namicznego liniowego wzgledem stanu oraz nieliniowego wzgledem sterowania,
opisanego nastepujacym réwnaniem roznicowym

x(k+l) - Ax(k) + g(u(k)j) k>0 /5.2/
gdzie A jest statg nxn-wymiarowg macierzg.
obu powyzszych przypadkach zaktada sie,ze zbi6ér wartos$ci sterowan U
jest wypukty i zwarty. Zatozenie to ma istotne znaczenie dla metody prze-
prowadzania dowodéw opartej na twierdzeniu Schaudera o punkcie statym.

Wpracy [4] sformutowano warunki wystaczajgce D-sterowalno$ci w otocze-
niu-zera dla nieliniowego,stacjonarnego-uktadu dynamicznego typu-2-D »opi-
sanego nastepujacym uktadem réwnan réznicowych

B (%) (?3)* x2 N '0» UCMTij) »l
NEjj+D <2 (7 XQ,0, ues))
.gdzie i, j e Z+ sga dodatnimi liczbami catkowitymi.

Przy odpowiednich zatozeniach, dotyczacych wypuktosci funkcji f* oraz

»wykorzystujagc pewne twierdzenia z tzw. analizy wypuktej,w pracy[4] po-
dano warunki wystarczajagce U-sterowalnos$ci uktadu dynamicznego /5.3/.k'a-
Jrunki te sg uogdlnieniem na przypadek nieliniowych uktadéw typu 2-D znanych
r literatury kryteriow sterowalnosci dla liniowych,stacjonarnych ukta-
dwtypu 2-D .Warunki D-sterowalnos$ci sformutowane w pracy[43 dla uktadéw
dynamicznych typu 2-D moga by¢ stosunkowo tatwo uogdélnione na przypadek
uktadéw dynamicznych typu MD [7], tzn. ukladéw dyskretnych o M zmiennych
niezaleznych.

'V przegladowej publikacji [7] przytoczono tekze inne kryteria badania
lokalnej Rn-sterowalno$ci w otoczeniu zera dla nieliniowego uktadu dyskret-
no /5.1/.Kryteria te sg oparte na badaniu liniowego przyblizenia uktadu
dynamicznego /5.1/, a otrzymane rezultaty majg charakter warunkéw wystarcza-
jacych. Ponadto w pracy [7] zamieszczono réwniez pewne rezultaty dotyczace
sterowalnosci biliniowych uktadéw dyskretnych zaréwno jednorodnych, jak i
ndejednorodnych. Wtym przypadku’nie zaktada sie istnienia ograniczen na
sterowanie,a otrzymane rezultaty bazujg na pewnych twierdzeniach z tzw.
slgebiy decyzyjnej.
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yPABIHEETOCTB  JJKCKPETHUX CHCTQa HPil HMKJHH  OEPABS9B-
Hia H4 ynPABJEHSS7. 0B30P nposna

Pe8da 9

Ctsim HBJiseics odaopoa npodjsea ynpsBaeHEH aps Eaasraaa orpaHjreaaaS
aa ptpaaaeHna jpm #hghp3shhx j*HauHaecsHz cacsau, paapadoTaHmn: Ha ogeobh©
onytiHEHOBaaHHX sa noasejiHHe roaa padoT. npejtcvaaaeHH ycaoBHH ynpa&SHesaoo?a
hch hsjiothh orpaHaaeaafi Ha ynpaBEQHEe am jime&sss. Beoramompasz z OTacEO-
BaHHX HHOKPOTHH - CHOTOM H %dIH OTaifKOH3pHEIX  HOJIEHOOHHI fIHOKpPSTHHZ CECTeH.
PaOQiOTpSHH T8KS9  CeagCHOHpHHQ BHOHpeSHHS CEOTeiSH THHa 2 -

’(&(DS%%II_LABILITI' OP DISCRETE DTHAMICAL SYSTEMS WITH CONSTRAINED CONTROLS 4

Summa ry

The paper presents a survey of problems associated with the discrete-
-time dynamical systems with constrained controls. It has been prepared
on the basis of recent publications. The controllability conditions with
constrained controls for linear time-varying and time-invariant discrete-
-time systems and for time-invariant nonlinear discrete-time systems are
presented. Stationary 2-D discrete systems are also considered.



