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OPARTE NA KONSTRUKCJI KRZYWEJ WYPEŁNIAJĄCEJ KWADRAT

Streszczenie. W pracy badane są algorytmy przybliżone dla za­
dania komiwojażera na płaszczyźnie wykorzystujące nową heurystykę 
zaproponowaną przez Platzmana i Bartholdiego. Polega ona na wy­
korzystaniu krzywej wypełniającej kwadrat do skonstruowania obwodu 
Hamiltona łączącego n punktów płaszczyzny i charakteryzuje się 
wyjątkowo niską złożonością obliczeniową 0(n log n). W pracy poda­
no opis tego podejścia oraz zaproponowano i zbadano jego modyfi­
kacje. Przedstawiono wyniki eksperymentów obliczeniowych dla dwu­
członowych heurystyk, w których rozwiązanie początkowe jest kon­
struowane z użyciem krzywej wypełniającej kwadrat, a następnie 
jest poprawiane przez dołączenie różnych algorytmów opartych na 
idei lokalnego przeglądu.

^  Kprowadźenle ‘

Zadanie komiwojażera (inaczej: zadanie znajdowania najkrótszego obwodu 
Hamiltona w grafie) polega na znalezieniu dla danego grafu (takiego obwodu 
Uczącego wszystkie jego wierzchołki, którego długość jest minimalna. Zagad­
nieniu temu jest poświęcona ogromna literatura (patrz np. monografia [4]). 
Rozważane w niniejszej pracy zadanie komiwojażera na płaszczyźnie jest waż- 
Ay® szczególnym przypadkiem ogólnego problemu.

Zakładamy, że w R 2 dany jest zbiór n-elementowy A={a^,...,an}. Niech 
ff(n) oznacza rodzinę permutacji- zbioru, {l,... ,n}. Dla pefRn) definiujemy:

°A(p) = d(ap(n) >ap(l))ł- ¿ I:d(ap(i)>ap(i + 1)) 0)  .

fldzie d jest ustaloną metryką w R 2. E>a (p ) jest długością obwodu łączącego 
'•szystkie punkty zbioru A przy kolejności obchodzenia punktów wyznaczonej 
Przez permutację p. Problem polega na znalezieniu takiej permutacji p*eciT(n), 
Tila której ’

•f.A,.(p*> = min{DA(p): peTRn)]. . (2)

 ̂przypadku gdy d jest odległością euklidesową, mamy do czynienia z eukli- 
desowym zadaniem komiwojażera na płaszczyźnie. Większość wyników obliczeń 
omawianych w niniejszym opracowaniu dotyczy tego właśnie przypadku. Inną 
często rozważaną odległością jest tzw. metryka miejska (1^).

Tak postawione zadanie (2) jest problemem NP-trudnyra [5j. Uzyskanie 
jczwląTanla optymalnego m  n dużych .n. (rzędu kilkuset) wymaga znacznego na­
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kładu obliczeń. Z tego względu duży wysiłek poświęca się ■ konstruowaniu ss‘ 
przybliżonych, które w akceptowalnym czasie znajduję rozwiązania bliskie; 
tymalnym. Szczególnie istotne i pożądane jest opracowanie takich metod, ii 
re można stosować na mikrokomputerach.

Wśród wielu heurystyk zaproponowanych dla rozwiązywania zadania koci 
jażera można wyróżnić grupę metod składających się z dwóch modułów:
1° modułu generacji rozwiązania startowego (preprocesor);
2°- modułu poprawiania rozwiązań (poprocesor).
Z chwilą zakończenia pracy modułu preprocesora znane jest rozwiązanie dop. 
szczalne (obwód Hamiltona), którego długość jest następnie zmniejszana«! 
tiule poprocesora. U przypadku zadania komiwojażera na płaszczyźnie stosuj! 
się wiele różnych heurystyk, z których mogą być zestawione oba moduły, (ft 
szerny przegląd tych możliwości zawiera praca [4])» W wielu przypadkach» 
duł poprocesora jest bardzo rozbudowany i zawiera kilka następujących po s 
bie algorytmów.

Niniejsza praca prezentuje wyniki badań dotyczących nowej heurystyki 
zaproponowanej w [l] oraz jej modyfikacji, które mogą być użyte w moduład 
generacji i poprawiania rozwiązania startowego. Metoda ta jest oparta na 
bardzo prostej i oryginalnej idei wykorzystującej do konstrukcji rozwiązr.
startowego krzywą wypełniającą kwadrat;.;

W pracy przedstawione są kolejno: opis procedury wyznaczania .rozwiąz* 
nia startowego (pkt-2), omówienie kilku jej modyfikacji i rozszerzeń (pM- 
oraz wyniki eksperymentów obliczeniowych (pkt 4). Celem wspomnianych ekspt 
rymentów było zweryfikowanie użyteczności metod omówionych w pktach 2 i )( 
u połączeniu ze znaną heurystyką typu 2-opt [8].
t • ' % ' 'I. ■
2. Podstawowy algorytm generowania rozwiązania startowego przy użyciu 

krzywej wypełniającej kwadrat

Zadaniem preprocesora w dwumodułowej heurystyce jest wygenerowanie 
startowego obwodu Hamiltona. Zwykle w tym kroku stosowane są metody stop®' 
wo budujące taki obwód poprzez włączanie kolejnych punktów zgodnie z roz«*- 
itymi regułami heurystycznymi. W [l] zaproponowana została zupełnie odmiw1 
metoda konstrukcji rozwiązania początkowego.

Krzywą wypełniającą kwadrat (inaczej: krzywą Peano, zob. np. [2]) 
żywa się ciągłe odwzorowanie f : Ig-S0 takie, że(p(Io)=So , gdzie IQ = [0, l]. 
SQ=[0,l]x[0,lJ . W metodzie [l] wykorzystano krzywą zdefiniowaną przez SW’ 
pińskiego [7], mającą dodatkowo tę własność, że <p(0) = î >(l).

Załóżmy, że A c S Q. Podstawowa idea konstrukcji startowego obwodu Ha*k 
tona podana w [l] polega na przyjęciu kolejności punktów w obwodzie zgodtt 
z kolejnością ich występowania na krzywej Sierpińskiego. Algorytm postępo" 
nia je3t następujący (będziemy go nazywać krótko algorytmem SFC od angiel' 
skiego "space filling curve"):
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ALGORYTM SFC
i Q — 1

'1 Ola każdego i = l,... ,n wybierz liczbą 6 (a^) .

2° Wyznacz permutację pell(n) taką, że 0 p(l)^® pX2)^ ' ‘ ^ pin) ' »■
Wybór startowej permutacji p polega więc na znalezieniu liczb 0 takich, 

że^(0) = a, dla każdego punktu a€A. Następnie, gdy obliczone są wartości ©^ 
dla i=l,...,n, można je posortować konstruując tym samym rozwiązanie starto­
we p w 0(n log n) krokach.

W [l] -podano,-że/wartość D^(p) rożwiązania wyznaczonego algorytmem- SFC 
spełnia: nierówność. Q^Cp)/4 ,2Vn/ : Stwierdzono-* tam również, na podstawie' wyników 
eksperymentów, że; błąd: względny .a.l-gar.ytmui SFC jest, przy n dążącym doi» , w 
przybliżeniu równy;25%. (Wartość -ta została potwierdzona w eksperymentach 
relacjonowanych w pkcie 4).

Numeryczna realizacja algorytmu SFC wymaga określenia sposobu obliczania 
wartości 0^. Krzywa wypełniająca kwadrat jest definiowana poprzez wskazanie 
ciągu funkcji ciągłych ̂  k : I0“So , jednostajnie zbieżnego do <ę>. W
przypadku krzywej Sierpińskiego kolejne elementy tego ciągu mogą być zadane 
zą pomocit prostych zależności rekurency jnych (zob. [l] ).

Dla k=0,l,2,... zdefiniujmy następujące podzbiory odcinka IQ i kwadratu So : 
l0(k) = {i-2-k : i=0,1,. .. , 2kj , So(k) = Io(k)* I0(k), Pa(k) = Ioxlo(k)uIo(k)x 1°, 
V0 ={0,l}x{0,l}.
Funkcje (k=0,l,...) określające krzywą Sierpińskiego mają następujące 
własności istotne dla algorytmu SFC i jego modyfikacji:

<Pk(0) = f>k(l) = (0,0) (3)

? k (V  = Po(k) («>
4, jeśli a € SQ(k)n int
2( jeśli a € S0(k)N (int S0-u VQ) (5)
1(jeśli a e VQ

(symbol # oznacza moc zbioru),

* k1 (a )

jeśli a e S o(k), to fj^ia) = f  ^(a) dla m >k ( 6 )

Sformułujemy wersję algorytmu SFC gotową do implementacji w postaci 
Programu komputerowego. W istocie służyła ona za punkt wyjścia do opisywa­
nych w dalszych punktach pracy modyfikacji algorytmu SFC.

Przyjmijmy, źe ustalona jest liczba naturalna k. Można ją interpretować 
lako liczbę uwzględnianych w obliczeniach znaczących cyfr dwójkowych (bitów) 
k binarnym rozwinięciu współrzędnych każdego punktu a 6 A.
ALGORYTM SFC,°k

Dla i=l, —  ,n, wyznacz punkt ak e S Q(k) aproksymujący punkt ai(
o d*a 1=1 n wYb ie rz  lic z b ę  0 j  e ij)

i5 kyznacz permutację p e T R n ) tak ą , że 0 p d ) 4  0  p (2 )^ :*  * ®  p (n ) ’
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3. Modyfikacje i rozszerzenia algorytmu podstawowego

3.1. Nie wszystkie elementy algorytmu SFC. zostały w podanym schemacie ust;
klone jednoznacznie. Po pierwsze, aproksymacja a^ punktu a^ nie musi być 

punktem zbioru SQ(k) najbliższym a^. Nie ma żadnych powodów dyskwalifikują­
cych inne punkty w So(k), "bliskie" a ^  W szczególności mogą nimi być wieri 
chołki najmniejszego kwadratu o bokach zawartych w P_(k), do którego należ)

Po drugie, jak zauważyliśmy w (5), dla punktów af SQ(k) zbiór <{> (a)
zawiera na ogół - z wyjątkiem punktów brzegowych kwadratu - cztery liczby. 
Rodzina wszystkich n-tek (©j,...,©n) takich, że 9 i e (p ~1(ak)f określa wiela 
permutacji pcTT(n), zgodnych z warunkiem w kroku 3° algorytmu SFC^. Oczy­
wiście pożądane byłoby wybranie spośród nich permutacji minimalizującej 
wartość łkryterium D^.

Dla punktu a e SQ przez T^Ca) oznaczmy zbiór wartości parametru®, któi 
zwiążemy z punktem a przy ustalonej liczbie uwzględnianych bitów k. Do zbic 
ru T^Ca) należą wszystkie lub niektóre z elementów zbiorów <p~*(ak), gdzie 
ak przebiega pewien określony zbiór punktów sąsiednich dla a w SQ(k). Nie 
będziemy tutaj bliżej precyzować zawartości T^Ca), pozostawiając teg prob­
lem do rozstrzygnięcia przy tworzeniu konkretnego programu komputerowego.

Najprostszy algorytm, który można zaproponować jako modyfikację algo­
rytmu SFCk wykorzystującą wielość .'-wartości parametru®, polega na wzboga­
ceniu poprzedniego schematu o losowy przegląd rodziny osiągalnych permutacj 
ALGORYTM SFCk-rand

(A) Ustal liczbę g generowanych permutacji. 
i(B) Dla m=l,...,g wykonaj:

1° wybierz losowo © ? e T^Ca^), i=l,..,n;
2° wyznacz permutację p^eTTCn) taką, że 0 “ 4  . ..< 0  ™

m m
CC) Przyjmij jako rozwiązanie permutację

P ={p1,...,Pq} taką, że Dft(p) = min[DA(pm ): m=l,...,q].

Inny algorytm można oprzeć na. idei lokalnego przeglądu z b i o r u ,  rozwiązaA 

dopuszczalnych (zob. np. [i]). Przeglądowi jest przy tym poddana n i e  ca ł a  

rodzinaTfCn), ale jej podrodzina, której elementy są wyznaczone przez prze- 
numerowanie w porządku rosnącym wszystkich n-tek, (9j e T^Ca^) *
...*T|j(an). Dla permutacji p odpowiadającej n-tce-C§^,; . , 0  ) za s ą s i e d n i ą  
jest uważana każda permutacja p ’ odpowiadająca n-tce (®^,...,0^) t a k i e j ,  ż® 
dla pewnego i, l^i^rn zachodzi©^ /i 0 ± oraz©^ = S  ̂ dla j / i .  Al gory tm przy­
biera zatem następującą postać (Is jest skrótem słów "local search"). 
ALGORYTM SFCk-łs
(A) Ustal listę L=TT(n) wyznaczającą kolejność, według której będą analizowa­

ne punkty zbipru A, zgodnie z regułą:
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dia Tk(aL(1)) >  dia Tk<aL(2)) >  •••> dia Tk<«U n ) )
gdzie dia oznacza maksymalną różnicę par liczb należących do zbioru.

(B) Wyznacz startową permutację p zgodnie z algorytmem SFCk . Niech 
Sp...,®n będą liczbami 0 ^€ Tk(a.) , determinującymi p.

(C) Ola j=l,...,n wykonaj:
sprawdź, czy istnieje © £ T k(aL^ )  takie, że zastąpienie aktualnego® ̂  , 
przez © i odpowiednia zmiana permutacji spowodują skrócenie obuodu 
Hamiltona. Jeśli tak, to wybierz 0 ’dające największą poprawę i podstaw 
0L(j): = 0', p :=p ’, gdzie p ’ jest odpowiednio skorygowaną permutację.

(D) Jeśli w kroku (C) nie uzyskano poprawy, to STOP.
W przeciwnym przypadku powtórz (C).

3.2. Do tej pory rozpatrywaliśmy algorytmy typu SFC opierające się na kon­
strukcji krzywej Sierpińskiego w kwadracie S . To podejście oczywiście może 
być zastosowane do dowolnego obszaru prostokątnego na płaszczyźnie, przy 
czym ze względów numerycznych należy ograniczyć się do prostokątów, których 
boki są równoległe do osi współrzędnych.

Powyższe spostrzeżenie, chociaż jest trywialne i oczywiste z teoretycz­
nego punktu widzenia, w odniesieniu do omawianych algorytmów pociąga za sob^ 
kolejne niejednoznaczności, a więc również nowe możliwości ich modyfikabji. 
Ola ustalonego zbioru A=fa^,...,an] w istnieje nieskończenie wiele pros­
tokątów zawierających go. Zastosowanie dowolnego z opisany.ch algorytmów do 
różnych prostokątów daje na ogół różne o’bwody Hamiltonu.

3-3. Na zakończenie przeglądu modyfikacji algorytmu SFC, których przydat­
ność była weryfikowana eksperymentalnie, zauważmy, że długości obwodów Ha­
miltona w zbiorze A nie zależą od izometrycznych przekształceń płaszczyzny, 
«szczególności od obrotów. Przez h^ oznaczmy obrót płaszczyzny o kątoć. Al­
gorytm SFCk i wszystkie omówione modyfikacje można stosować do zbioru h^CA). 
Termutacje peTT(n) otrzymane dla różnych «• śą w ogólności różne.

Eksperymenty obliczeniowe
i - ‘

4-1. Algorytm SFCk oraz wszystkie modyfikacje omówione w poprzednim punkcie 
zostały opracowane w postaci programów komputerowych. 1 '-Za ich pomocą prze­
prowadzono eksperymenty obliczeniowe. Miały one dwa zasadnicze cele: (i) po­
równanie efektywności wyróżnionych wariantów algorytmu i wskazanie najlep- ■ 
Bżego wśród nich, (ii) sprawdzenie przydatności wybranego wariantu algoryt­
mu jako poprocesora Club jednego ze składników poprocesora).

Wszystkie testowane programy były napisane u języku Turbo Pascal 3.0 z 
przeznaczeniem na komputer IBM PC/XT/AT.

Większość rozwiązywanych zadań testowych dotyczyła układów punktów ge­
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nerowanych losowo (z rozkładem równomiernym) w prostokącie. W części (i) 
eksperymentu brano pod uwagę również układy puktów generowane losowo w kok 
W części (ii) eksperymentu skoncentrowano się na układach punktów wybiera­
nych losowo w kwadracie o boku 1000. Liczba punktów w tych zadaniach zmie­
niała się od n = 10 do n = 2000. Rozwiązywano również standardowe problemy zna­
ne z literatury.

Z3 podstawowy wariant algorytmu przyjęto SFC^g (t'j. dla k=.10) i wyniki 
uzyskiwane przy jego zastosowaniu stanowiły punkt odniesienia dla badania 
innych wariantów. Ogólnie można stwierdzić, że algorytm SFCk daje lepsze 
rozwiązanie dla większych wartości k, chociaż okupione jest to nieco dłuż­
szym czasem obliczeń. W praktyce jednak zwiększenie k ponad 10 nie daje is­
totnej poprawy uzyskiwanych rozwiązań. (Wartość k = 10 przyjęta była równie! 
w [l] ).

Badane były rozmaite sposoby określania zbiorów T^ia), z których wybie 
ra się w algorytmach SFC^-rand i SFCk~ls parametry 0. W żadnym z testowany 
wariantów nie zawierały one więcej niż 5 elementów.

Wyniki eksperymentów dotyczących (a) wyboru różnych prostokątów zawiej 
rających zbiór A, (b) algorytmu SFC^-rand oraz (c) wpływu obrotów płaszczy;- 
ny na wyznaczane rozwiązanie były przedstawione w raporcie (jjj . Tutaj ogra­
ni czyray się do sformułowania najważniejszych wniosków.

Testowanie wpływu wyboru różnych prostokątów potwierdziło przewidywa­
nia: najlepsze wyniki osiągane były dla prostokąta o najmniejszej powierz­
chni wśród prostokątów zawierających zbiór .A (prostokąt "opisany" na zbiots; 
A). Nie dotyczyło to jednak wszystkich przypadków. Wyjątek stanowiły zada­
nie, dla których stosunek boków tego prostokąta był mniejszy od 0.5. Wdwcza; 
korzystniejszy był wybór kwadratu o najmniejszej powierzchni wśród kwadraty 
zawierających A.

Zarówno algorytm SFC^-rand, jak algorytm SFCk powtarzany dla rozmaitej 
kątów obrotu płaszczyzny, dawały średnio kilkuprocentową poprawę wyznaczani 
go rozwiązania. Jej wielkość w przypadku obrotów silnie zależała jednak oi 
kształtu obszaru, w którym losowano punkty zbioru A: największa była dla kij 
ła, znikoma dla prostokątów. W przypadku algorytmu zrandomizowanego osi?5=‘; 
poprawa podlegała nieregularnym wahaniom w przedziale od 0 do BH, nawet pnij 
zwiększanej liczbie badanych permutacji.

Kolejnym algorytmem opracowanym i testowanym przez autorów był SFCL-l*! 
Uzyskiwane wyniki były bardziej zachęcające niż w przypadku pozostałych M- 
dyfikacji algorytmu SFC. Dlatego na nim oparto następne etapy eksperymentuj  

obliczeniowych. Zamieszczone dalej tabele zawierają między innymi podsuwaj 
nie wyników otrzymywanych za pomocą, tego algorytmu oraz jego porównanie; 
z SFCk.

4.2. Algorytm SFCk daje rozwiązanie dopuszczalne zadania komiwojażera, t
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zatem może być użyty jako preprocesor w dwuczłonowej heurystyce opisanej 
»punkcie l. Oest przy tym preprocesorem o wyjątkowo niskiej złożoności ob­
liczeniowej. Można się spodziewać, źe rozwiązanie początkowe wygenerowane 
przez ten algorytm będzie istotnie poprawione przez dołączenie drugiego 
członu heurystyki, czyli poprocesora. W istocie opisany w punkcie 3 algorytm 
SFĈ -ls może być potraktowany jako taka dwuczłonowa heurystyka, w której 
SFCk jest preprocesorem, a rolę poprocesora pełni przegląd (kroki (C), (D.) 
algorytmu).

W badaniach różnych poprocesorów dla SFCk skoncentrowano się na algo*- 
rytraach wykorzystujących znaną heurystykę 2-opt w wersji opisanej w [8].
Badano następujące algorytmy:
(i) SFCk . (bez poprocesora)
(ii) SFCj<-2opt (poprocesor: 2opt)
(iii) SFCk-ls (poprocesor: przegląd lokalny)
(iv) SFCk-ls-2opt (poprocesor: przegląd i żójót)
(v) SFCk~2opt-3opt (poprocesor: 2opt, 3opt [7])
i»i) 2opt (x4) (czterokrotnie powtórzony algorytm 2opt dla

losowo wybranych permutacji startowych). 
Większość zadań testowych stanowiły zadania generowane losowo. Rozwią­

zano również kilka problemów opisywanych w literaturze.
Wyniki testów dla zadań losowych podane są w Tabelach 1,2. W Tabelach 

i,4 przedstawiono rezultaty otrzymane dla dwóch wybranych problemów z lite­
ratury: zadania 24/100 Królaka i zadania'318 Lina (patrz np. [4]).
Wszystkie zadania losowe generowano wybierając n punktów z rozkładem równo­
miernym z kwadratu o boku 1000. Dla n = 10,20,30,40,50,80,200 generowano po 10 
zadań, natomiast dla n = 200...2000 po 5 zadań.
•tabelach przytoczone są następujące wielkości dla opisanych wyżejralgoryt-
bów:

t - średni czas obliczeń danym algorytmem w sekundach na jedno zadanie dla
IBM PC/AT z koprocesorem numerycznym;

' - procentowe zmniejszenie średniej wartości rozwiązania w wyniku dołącze­
nia poprocesora do algorytmu SFCk obliczone następująco:
A = 100!i ^SFC, ~1^ 1SFC. ’ ,9dzle 1 >*1 są wartościami średnimi rozwią­
zań uzyskanychkdanym algorytmem i algorytmem SFCk ;
zwiększenie czasu obliczeń w wyniku dodania poprocesora:'u = t/tgpj. , 
gdzie t<.pę jest średnim czasem obliczeń dla algorytmu SFCk -
W żadnym ^ generowar^ch losowo zadań nie dysponowano wartościami opty-

1 alnynri rozwiązań. Dla większych zadań pewnym punktem odniesienia może być 
3synptotyczna wartość średnia długości optymalnego obwodu Hamiltona, jeśli 
Punkty zbioru A są generowane losowo z rozkładem równomiernym z prostokąta 
P Polu R, wówczas wartość średnia długości najkrótszego obwodu Hamiltona 
-vn,R) jest dana zależnością [4]: L(n,R) = &VnFT.

X-
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labela 1,
Porównania algorytmów dla n=10.. 200

n 10 20 30 40 50 80 200

SFCk t 0.27 0.55 0.82 1.10 1.39 2.24 5.83

k
SFC|^-2ópt

t 0.39 1.31 3.22 6.94 12.57 51.04 694.66

* 4.3 6.0 7.9 10.1 9.8 12.9 11.1

x 1.4 2.4 3.9 6.2 9.0 22.8 119.2

SFC^-ls
t 0.76 1.57 2.35 3.15 4.06 6.70 37.68

A 2.4 4.0 6.2 6.9 8.2 9.9 10.3

X 2.B 2.8 2.9 2.9 2.3 3.0 6.5

SFCk-ls-2opt

t  <t 0.86 2.09 3.79 6.77 3.50 22.82 265.1

A 4.4 6.7 8.7 11.5 10.4 12.8 12.3

X 3.2 3.8 4.6 6.1 6.1 10.2 45.5

2opt(x4)

t 1.07 9.11 31.28 79.93 159.61 517.8 -

A 4.5 7.6 10.8 13.8 13.6 14.7 j

X 4.0 16.6 38.2 72.7 114.8 231.2 *

Empirycznie oszacowano (patrz [4j)J Ze 8 mieści się w przedziale jj3.765, 
0.755 *  ■—] . W tabeli 2 w rubryce fi podano wartośó obliczoną według zależ­
ności]2 ■= l/(1000VrT) umożliwiającą oszacowania średniego błędu algorytmu 
przybliżonego na podstawie stosunkuf / B .

Dla zadań o rozmiarach 10...200 badane były wszystkie algorytmy z wy­
jątkiem heurystyki SFCk-2opt-3opt. W przypadku tej heurystyki nie prowadżos 
systematycznych testów ze względu na znaczny wzrost czasu obliczeń spo*ods- 
wany wzbogaceniem poprocesora o algorytm 3opt. Dla 10-elementowej próbki ¡¡- 
dań dla n=50 (największy rozmiar zadania, dla którego stosowano tę heurystf 
kę) otrzymano w wyniku dołączenia 3opt do SFCk-2opt średnią poprawę warw 
rozwiązania o 0.7% kosztem blisko 23-krotnego wzrostu czasu obliczeń.

Ola zadań o rozmiarach 200__2000, dla których rezultaty zamieszczono'
Tabsli 2, badano tylko dwa algorytmy: SFCk i SFCkls.

W przypadku zadania 24/10G/Krolak w Tabeli 3 podano rezultaty dla tŷ  
samych algorytmów, co w przypadku zadań z n=10.. 200. Tabela zawiera dodat­
kowo wartość procentowśgo błędu względnego w stosunku do rozwiązania opty­
malnego 1^,'. tzn. * . (l-lopt>/1opt-100!k-

Ola zadania 318/Lin w Tabeli 4 zamieszczono rezultaty dla tych sasiyc1' 
algorytmów, co w przypadku zadania 24/100/Krolak z wyjątkiem heurystyki 
2opt(x4).
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Tabela 2.
Porównanie algorytmów dla n=200.. 2000
n 200 400 1000 2000

SFCk • t 5 . 7 1 1 . 5 2 9 . 2 5 9 . 2
> 0 . 9 9 5 0 . 9 6 5 0 . 9 5 8 0 . 9 5 2
t 3 9 . 6 9 4 . 8 4 3 4 . 9 1 2 6 2 . 6

SFCk-ls A 1 1 . 8 1 2 . 8 1 1 . 2 7 . 9
't 7 . 0 8 . 2 1 4 . 9 2 1 . 3
,P 0 . 8 4 2 0 . 8 4 1 0 . 8 5 1 0 . 8 7 6

Tabela 3.
Porównanie algorytmów dla zadania 24/100/Krolak (patrz [4]) 
n = 100, 1 t = 21282.0

1 t X A

SFCk 2 9 9 9 6 . 0 2 . 8 5 0 1 4 0 . 9

SFCk- 2 o p t 2 2 5 2 0 . 1 1 4 7 . 8 5 2 4 . 9 5 1 . 9 5 . 8

5FCk- l s 2 5 6 0 2 . 1 1 4 . 0 8 1 4 . 6 4 . 9 ^20.3

SFCk- l s - 2 o p t 2 2 6 1 3 . 8 8 2 . 0 2 2 4 . 6 2 8 . 8 6 . 3

2opt x 4 2 2 4 3 1 . 1 1 5 1 2 . 5 0 2 5 . 2 5 3 0 . 7 5 . 4

Tabela 4.
Porównanie algorytmów dla zadania 318/Lin (patrz [4]); 
n-318, lopt= 43864.7

1 t A Z A

SFCk 5 7 7 0 0 . 6 9 . 1 2 0 1 3 1 . 5

SFCk- 2 o p t 4 8 0 9 4 . 7 4 3 1 2 . 3 1 6 : 6 4 7 2 . 8 9 . 6

SFCk- l s 4 9 7 8 1 . 8 8 3 . 2 1 3 . 7 9 . 1 1 3 . 5

SFCk- l s - 2 o p t 4 7 3 7 2 . 4 1 4 6 6 . 7 1 7 . 9  • 1 6 0 . 8 8 . 0

*•3. Przeprowadzone eksperymenty pbliczeniowe były nastawione głównie na 
badanie różnych poprocesorów dla heurystyki SFC^. Ze względu na to, Ze nie 
Prowadzono badań porównawczych z innymi algorytmami generujęcymi rozwiąza­
ne początkowe, trudno ocenió wartość algorytmu SFCk jako preprocesora, 
ty® niemniej można stwierdzić, Ze jest to algorytm bardzo szybki (dla 
n=2000 rozwiązanie uzyskuje się po 60 s i ,  dla n=200 średni czas obliczeń 
n'e przekracza 6s)j dający jednak stosunkowo duży błąd względny. Ola dużych 
R błąd ten może być szacowany na ok. 25%, co jest wartością dużą w zesta­
wieniu z innymi preprocesorami opisywanymi w literaturze, dla których 
Jednie błędy nie przekraczają kilkunastu procent (patrz np. [4]^- Szcze­
cinie duże błędy zaobserwowano dla zadań 24/100/Krolak i 318/Lin - 41% 
i 32*. • .

¿Dodanie przeglądu lokalnegot tzn. użycie algorytmu SFCk-ls}daje sto­
nko*® niewi8lkij<zros.t czasu obliczeń w stosunku do algorytmu SFC^
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(dla małych zadań około trzykrotny, dla n=200-sześciokrotny, dla n=1000, 
2000 - kilkunastokrotny) i względną poprawę rozwiązania od -kilku procent 
dla małych zadań do kilkunastu procent (10-13%) dla większych zadań.

Dołączenie poprocesora 2qpt daje znacznie większy wzrost czasu obli­
czeń (dla n=200 około 120-krotny ), ale względna procentowa poprawa jest t 
większa niż w przypadku poprocesora ls (o około 2-3%).

Użycie poprocesora ls-2opt daje niemal identyczną poprawę jak w przj 
padku poprocesora 2opt w krótszym czasie (dla większych zadań czas oblicr 
Jest około dwukrotnie krótszy).

Wersja algorytmu 2opt(x4) daje zwykle nieco lepsze rozwiązanie niż 
algorytmy 5FCk~2opt, SFCk-ls-2opt (zwykle poprawa rozwiązania jest lepszi 
o ok. 2%) w znacznie dłuższym czasie (dla n=100 odpowiednie czasy oblicze 
są równ8 ok. 148 s dla SFCk-2opt, ok. 82 s dla SFCk-l3-2opt i oku 1512 5 
dla 2opt(*4).

Użycie poprocesora 2opt-3opt (dla n ̂ 50) daje niewielką poprawę roz­
wiązania (średnio ok. 1%) w stosunku do poprocesora 2opt przy znaczny® 
wzroście czasu obliczeń.
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GPHEJMEHHHE AJffOPHTMH m  K0MMKB0H2ËPA HA MOCKOCTH C ilG—
IKML30BAHHEM KPHBOîî 3AnOJIHHD!lIEiî KBAflPAT

P e a o a  a

B padoTe paccKOTDeEH npKditHsëHHKe aaropsTMH jp a  sa.ua hh KomŒBOiîEëpa 
na ehookootk , oohobsbhhs aa nozpco^e npejyioaeHHEH b ill , KOTopyg ooosaar 
b ynoTpsdJieHHH kdhboë 3anojiHHBiH8fi KBaapaT % w  nocTpoeHHH nyra KOK£a3ass5pa 
a OTjmaeTCH hhskoë bhhhcjihtsjibhoB cjioshoctbo „ B padoTa aasa odssas mss 
sioro nonxofla a upajyioseHH ero uonE&iKaiiEH. IIpebshshh pasyzaTatH bhheœe- 
îsaiHoro aKcnepmseHia o ffsyxaTacHuaH upsCjnzEëhhhmh ajEropHraaKE, b Eoropzz 
EaaaHBHoe npsdjtuiEaHae BaxoRHTCH c yaoTpsdJieHHea HpHBog sanojmromai XEaspas 
o sanBHeSnmts ero yjrymesneu o homoę&d paseax ajrropHTHOB , oohobshhhz es
BĘ82 ÆOKaJILEOrO nOHOKa.

HEURISTIC ALGORITHMS FOR PLANAR TRAVELLING SALESMAN PROBLEM BASED ON THE 
SPACEFILLING CURVE CONSTRUCTION

S u a  a a r y

A now heuristic problem of complexity OCn log n) for the planar trave­
lling salesman has been proposed in [1]» The order of points in the tra­
vailing salesman tour produced by this heuristic is determined by the 
order of their appearonce on the Sierpiński spacefilling curve. Several 
simple modifications of this approach based on randomization, plane rota­
tion and local search are discussed in the paper. Results of numerical 
axperiments with there modifications are described. Various two step heu­
ristics composed of initial tour construction 'step /preprocessor/ and 
tour improvement step /postprocessor/ are also investigatads In all of 
them the initial solution is constructed by the spacefilling curve heuris­
tic. Aa postprocessor different combinations of local search algorithms 
8ro need. Numerical experiments with randomly generated Euclidean travel­
ling salesman problems of size n=10 ... 2000 and several standard test 
problems are reported.


