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ALGORYTMY PRZYBLIZONE DLA ZADANIA KOMIWOJAZERA NA PLASZCZYZNIE”
OPARTE NA KONSTRUKCJI KRZYWEJ WYPELNIAJACEJ KWADRAT

Streszczenie. W pracy badane sg algorytmy przyblizone dla za-
dania komiwojazera na ptaszczyznie wykorzystujace nowa heurystyke
zaproponowang przez Platzmana i Bartholdiego. Polega ona na wy-
korzystaniu krzywej wype#niajacej kwadrat do skonstruowania obwodu
Hamiltona #aczacego n punktédw plaszczyzny i charakteryzuje sie
wyjatkowo niska z#ozonoscig obliczeniowg O(n log n). W pracy poda-
no opis tego podejscia oraz zaproponowano i zbadano jego modyfi-
kacje. Przedstawiono wyniki eksperymentéw obliczeniowych dla dwu-
cztonowych heurystyk, w ktérych rozwiazanie poczatkowe jest kon-
struowane z uzyciem krzywej wypedniajacej kwadrat, a nastepnie
jest poprawiane przez dotaczenie réznych algorytméw opartych na
idei lokalnego przegladu.

~ Kprowadzenle

Zadanie komiwojazera (inaczej: zadanie znajdowania najkrétszego obwodu
Hamiltona w grafie) polega na znalezieniu dla danego grafu (takiego obwodu
Uczacego wszystkie jego wierzchodki, ktérego dtugos¢ jest minimalna. Zagad-
nieniu temu jest poswiecona ogromna literatura (patrz np. monografia [4]).-
Rozwazane w niniejszej pracy zadanie komiwojazera na ptaszczyznie jest waz-
A® szczegblnym przypadkiem og6lnego problemu.

Zaktadamy, ze w R2 dany jest zbidér n-elementowy A={a”,...,an}. Niech
() oznacza rodzine permutacji- zbioru, {lI,... ,n}. Dla pefRn) definiujemy:
°A(P) = d(ap(n) >ap(D)+-¢ 1:d(ap(id)>ap(i+1)) 0 .

fidzie d jest ustalong metrykg w R2. Ea(p) jest dtugoscig obwodu +gczacego
"eszystkie punkty zbioru A przy kolejnosci obchodzenia punktédw wyznaczonej

Przez permutacje p. Problem polega na znalezieniu takiej permutacji p*edT(n),
Tila ktdrej i

fA,.@> = min{DA(p): peTRn)]. . (&)
~przypadku gdy d jest odlegtoscia euklidesowg, mamy do czynienia z eukli-
desomym zadaniem komiwojazera na plaszczyznie. Wiekszos¢ wynikédw obliczen
omawianych w niniejszym opracowaniu dotyczy tego wkasnie przypadku. Inng
czesto rozwazang odlegtoscig jest tzw. metryka miejska (1M).

Tak postawione zadanie (2) jest problemem NP-trudnyra [5j. Uzyskanie
JjczwlgTanla optymalnegom n duzych .n.(rzedu kilkuset) wymaga znacznego ha-
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ktadu obliczen. Z tego wzgledu duzy wysitek poswieca sie skonstruowaniu s
przyblizonych, ktére w akceptowalnym czasie znajduje rozwigzania bliskie;
tymalnym. Szczeg6lnie istotne i pozadane jest opracowanie takich metod, ii
re mozna stosowa¢ na mikrokomputerach.

WSréd wielu heurystyk zaproponowanych dla rozwigzywania zadania kd

Jjazera mozna wyrézni¢ grupe metod sktadajacych sie z dwéch modudow:
1° modudu generacji rozwigzania startowego (preprocesor);
2°- modudu poprawiania rozwigzan (poprocesor).
Z chwila zakonczenia pracy modudu preprocesora znane jest rozwiazanie dp
szczalne (obwéd Hamiltona), ktéorego dtugos¢ jest nastepnie zmniejszana«!
tiule poprocesora. U przypadku zadania komiwojazera na ptaszczyznie stoay!
sie wiele réznych heurystyk, z ktérych moga by¢ zestawione oba moduty, @t
szerny przeglad tych mozliwosci zawiera praca [4])» W wielu przypadkach»
dut poprocesora jest bardzo rozbudowany i zawiera kilka nastepujacych pos
bie algorytmoéw.

Niniejsza praca prezentuje wyniki badan dotyczacych nowej heurystyki
zaproponowanej w [I] oraz jej modyfikacji, ktére mogg by¢ uzyte w modulad
generacji i poprawiania rozwigzania startowego. Metoda ta jest oparta m
bardzo prostej i oryginalnej idei wykorzystujacej do konstrukcji rozwiazr.
startowego krzywa wypedniajgca kwadrat;.

’ W pracy przedstawione sa kolejno: opis procedury wyznaczania .rozwiaz*

nia startowego (pkt-2), oméwienie kilku jej modyfikacji i rozszerzen (W

oraz wyniki eksperymentéw obliczeniowych (pkt 4). Celem wspomnianych dgx

rymentéw bydo zweryfikowanie uzytecznosci metod oméwionych w pktach 2 i )X

u potaczeniu ze znang heurystyka typu 2-opt [8]-

t - - %" "L ]

2. Podstawowy algorytm generowania rozwigzania startowego przy uzyciu
krzywej wypedniajacej kwadrat

Zadaniem preprocesora w dwumodudowej heurystyce jest wygenerowanie
startowego obwodu Hamiltona. Zwykle w tym kroku stosowane sg metody sto®"
wo budujace taki obwéd poprzez wihaczanie kolejnych punktéw zgodnie z rme
itymi regutami heurystycznymi. W [I] zaproponowana zostata zupednie odmiwl
metoda konstrukcji rozwigzania poczatkowego.

Krzywa wypedniajgaca kwadrat (inaczej: krzywg Peano, zob. np. [2])
zywa sie ciagte odwzorowanie f :1g-S0 takie, ze(p(lo)=So, gdzie I1Q=]0,I].
SQ=[0,11x[0,1J . W metodzie [I] wykorzystano krzywa zdefiniowanag przez SW’
pinskiego [7], majaca dodatkowo te wkasnos¢, ze <p(0)=¥>).

Zakb6zmy, ze AcSQ. Podstawowa idea konstrukcji startowego obwodu H#k
tona podana w [I] polega na przyjeciu kolejnosci punktéw w obwodzie zydtt
z kolejnoscig ich wystepowania na krzywej Sierpinskiego. Algorytm postepo”
nia je3t nastepujacy (bedziemy go nazywaé¢ krétko algorytmem SFC od ayiel”
skiego 'space filling curve"):
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ALGORYTM SFC
i — 1
'f Ola kazdego i=l,... ,n wybierz liczbg 6 @) .

2° Wyznacz permutacje pell(n) taka, ze O p(I)”® pX2)”~ "< ~ pin) " &

Wybér startowej permutacji p polega wiec na znalezieniu liczb 0 takich,
ze™(0) =a, dla kazdego punktu a€A. Nastepnie, gdy obliczone sa wartosci O"
dla i=1,...,n, mozna je posortowa¢ konstruujgac tym samym rozwigzanie starto-
we pw O(n log n) krokach.

W [I1 -podano,-ze/wartos¢ D~(p) rozwigzania wyznaczonego algorytmem- SFC
spebnia: nieréwnos¢. Q~Cp)/4 ,2W/ :Stwierdzono-* tam réwniez, na podstawie™ wynikow
eksperymentéw, ze; bdad: wzgledny .a.l-gar.ytmnui SFC jest, przy n dazacym doi» , w
przyblizeniu réwny;25%. (Wartos¢ -ta zostata potwierdzona w eksperymentach
relacjonowanych w pkcie 4).

Numeryczna realizacja algorytmu SFC wymaga okreslenia sposobu obliczania
wartosci 0. Krzywa wypedniajgca kwadrat jest definiowana poprzez wskazanie
ciggu funkcji ciagtych » k:10“So, jednostajnie zbieznego do . W
przypadku krzywej Sierpinskiego kolejne elementy tego ciggu moga by¢ zadane

za pomocit prostych zaleznosci rekurencyjnych (zob. [I]).
Dla k=0,1,2,... zdefiniujmy nastepujace podzbiory odcinka 1Q i kwadratu So:
10 ={i-2-k: i=0,1,. .. ,2kj , So(k)=lo(k)* 10(k), Pa(k)=loxlo(k)ulo(k)x 1°,
VO ={0, I}x{0,1}.
Funkcje (k=0,1,...) okreslajace krzywag Sierpinskiego maja nastepujace
whasnosci istotne dla algorytmu SFC i jego modyfikacji:

k(@) =tk = 0.0) (©))

?2k (v =Po (k) (<>
4, jesli a€SQ(k)n int

* kl(a) 2@gesli a€Ss0(k)N(int SO-uVQ) )

1(esli aeVQ
(symol # oznacza moc zbioru),

jesli aeSo(k), to fj~ia) =f ~(a) dla m >k (6)

Sformutujemy wersje algorytmu SFC gotowg do implementacji w postaci
Progranu komputerowego. W istocie stuzyta ona za punkt wyjscia do opisywa-
nych w dalszych punktach pracy modyfikacji algorytmu SFC.

Przyjmijmy, ze ustalona jest liczba naturalna k. Mozna ja interpretowac
lako liczbe uwzglednianych w obliczeniach znaczgacych cyfr dwéjkowych (bitow)
k binarnym rozwinieciu wspétrzednych kazdego punktu a 6 A.

ALGORYTM SFCdk

Dla i=l, - ,n, wyznacz punkt akeSQ(k) aproksymujacy punkt ai(
od*a 1=1 n wybierz liczbe 0j e ij)
5 kyznacz permutacje peTRn) takg, ze Opd)4 0 p(2)~:** ® p(n)’
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3. Modyfikacje i rozszerzenia algorytmu podstawowego

3.1. Nie wszystkie elementy algorytmu SFC. zostaty w podanym schemacie uwst;
lone jednoznacznie. Po pierwsze, aproksymacja aK punktu a™ nie musi byc¢

punktem zbioru SQ(k) najblizszym a”. Nie ma zadnych powodéw dyskwalifikuja-
cych inne punkty w So(k), "bliskie™ a”™ W szczeg6élnosci moga nimi by¢ wieri
chotki najmniejszego kwadratu o bokach zawartych w P_(k), do ktérego rale?)

Po drugie, jak zauwazylismy w (5), dla punktéw af SQ(k) zbidér € @
zawiera na ogot - z wyjatkiem punktéw brzegowych kwadratu - cztery liczby.
Rodzina wszystkich n-tek (©j,.-.,0n) takich, ze 9 ie (p~1(ak)fokresla wiela
permutacji pcTT(n), zgodnych z warunkiem w kroku 3° algorytmu SFC~. Oczy-
wiscie pozagdane bydoby wybranie sposrdd nich permutacji minimalizujacej
wartos¢ +tkryterium DA

Dla punktu ae SQ przez T~Ca) oznaczmy zbidér wartosci parametru®, koi
zwigzemy z punktem a przy ustalonej liczbie uwzglednianych bitéw k. Do zdic
ru T~Ca) naleza wszystkie lub niektére z elementédw zbioréw <p~*(ak), gdzie
ak przebiega pewien okreslony zbidér punktéw sasiednich dla a w SQ(k). Nie
bedziemy tutaj blizej precyzowa¢ zawartosci T”Ca), pozostawiajgc teg prob-
lem do rozstrzygniecia przy tworzeniu konkretnego programu komputerowego.

Najprostszy algorytm, ktéry mozna zaproponowac¢ jako modyfikacje algo-
rytmu SFCk wykorzystujaca wielos¢ ."-wartosci parametru®, polega na wzboga-
ceniu poprzedniego schematu o losowy przeglad rodziny osigagalnych permutacj
ALGORYTM SFCk-rand

(A) Ustal liczbe g generowanych permutacji.
i Dla m=1,...,g wykonaj:
1° wybierz losowo © ? e T~Ca™), i=l,..,n;

™

2° wyznacz permutacje p”eTTCn) taka, ze 0 “ 4 _..< 0
m m
CC) Przyjmij jako rozwigzanie permutacje

P ={pl,...,Pq} taka, ze Dfup) = min[DA(pm): m=1,...,q]-
Inny algorytm mozna oprzec¢ na. idei lokalnego przegladu zbioru, rozwigzaA

dopuszczalnych (zob. np. [i])- Przegladowi jest przy tym poddana nie cata
rodzinaTfCn), ale jej podrodzina, ktérej elementy sa wyznaczone przez prze-

numerowanie w porzadku rosngcym wszystkich n-tek, (9j e T~Can) *
...*T|j(an). Dla permutacji p odpowiadajacej n-tce-C8",;.,0 ) za sasiednig
jest uwazana kazda permutacja p’ odpowiadajaca n-tce (@",...,0") takiej, ®

dla pewnego i, 17i~rn zachodzi®® A0+ oraz®O”™ =S~ dla j/i. Algorytm przy-

biera zatem nastepujaca posta¢ (Is jest skrotem stéw "local search™).

ALGORYTM SFCk-#s

(A) Ustal liste L=TT(n) wyznaczajaca kolejnos¢, wedtug ktérej bedg analizowa-
ne punkty zbipru A, zgodnie z reguta:
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dia Tk(aL(1l)) > dia Tk<aL(2))> eee> dia Tk<«Un))
gdzie dia oznacza maksymalnag roéznice par liczb nalezacych do zbioru.
® Wyznacz startowa permutacje p zgodnie z algorytmem SFCk. Niech
Sp...,®n bedg liczbami 0 ~"€ Tk(a.), determinujacymi p.
© ola j=I,...,n wykonaj:
sprawdz, czy istnieje OE£Tk(aL” ) takie, ze zastagpienie aktualnego® ~ ,
przez © i odpowiednia zmiana permutacji spowodujg skrécenie obuodu
Hamiltona. Jesli tak, to wybierz O “dajace najwiekszg poprawe i podstaw
oL():=0", p:=p’, gdzie p’ jest odpowiednio skorygowang permutacje.
©® Jesli w kroku (C) nie uzyskano poprawy, to STOP.
W przeciwnym przypadku powtérz (C).

3.2. Do tej pory rozpatrywalismy algorytmy typu SFC opierajace sie na kon-
strukcji krzywej Sierpinskiego w kwadracie S . To podejscie oczywiscie moze
by¢ zastosowane do dowolnego obszaru prostokatnego na ptaszczyznie, przy
czym ze wzgledéw numerycznych nalezy ograniczy¢ sie do prostokatéw, ktoérych
boki sg réwnolegte do osi wspoédrzednych.

Powyzsze spostrzezenie, chociaz jest trywialne i1 oczywiste z teoretycz-
nego punktu widzenia, w odniesieniu do omawianych algorytméw pocigga za sob”
kolejne niejednoznacznosci, a wiec réwniez nowe mozliwosci ich modyfikabji.
Ola ustalonego zbioru A=fa”,...,an] w istnieje nieskonczenie wiele pros-
tokatdw zawierajacych go. Zastosowanie dowolnego z opisany.ch algorytméw do
roznych prostokgtéw daje na ogét roézne obwody Hamiltonu.

33. Na zakonczenie przegladu modyfikacji algorytmu SFC, ktérych przydat-
nos¢ byka weryfikowana eksperymentalnie, zauwazmy, ze ddugosci obwodéw Ha-
miltona w zbiorze A nie zaleza od izometrycznych przeksztatcen ptaszczyzny,
«szczegl6lnosci od obrotéw. Przez h” oznaczmy obrét ptaszczyzny o kato¢. Al-
gorytm SFCk i wszystkie oméwione modyfikacje mozna stosowa¢ do zbioru h”CA).
Termutacje peTT(n) otrzymane dla réznych « $g w ogélnosci roézne.

~ Eksperymenty obliczeniowe
i-
4-1. Algorytm SFCk oraz wszystkie modyfikacje oméwione w poprzednim punkcie
zostaly opracowane w postaci programéw komputerowych. 1°-Za ich pomocg prze-
prowadzono eksperymenty obliczeniowe. Miaty one dwa zasadnicze cele: (i) po-
rownanie efektywnosci wyréznionych wariantéw algorytmu i wskazanie najlep- m
Bzego wsréd nich, (ii) sprawdzenie przydatnosci wybranego wariantu algoryt-
mu jako poprocesora Club jednego ze sktadnikéw poprocesora).

Wszystkie testowane programy bydty napisane u jezyku Turbo Pascal 3.0 z
przeznaczeniem na komputer IBM PC/XT/AT.

Wiekszos$¢ rozwigzywanych zadan testowych dotyczyta ukdadédw punktéw ge-



182 5. Krynski, M.Liht

nerowanych losowo (z rozktadem roéwnomiernym) w prostokacie. W czesci (@)
eksperymentu brano pod uwage roéwniez uktady puktédw generowane losowo w kok
W czesSci (ii) eksperymentu skoncentrowano sie na ukdtadach punktéw wybiera-
nych losowo w kwadracie o boku 1000. Liczba punktéw w tych zadaniach zmie-
niata sie od n=10 do n=2000. Rozwigzywano réwniez standardowe problemy zm
ne z literatury.

Z3 podstawowy wariant algorytmu przyjeto SFCNg (t'j. dla k=.10) i wniki
uzyskiwane przy jego zastosowaniu stanowidty punkt odniesienia dla badania
innych wariantéw. Ogélnie mozna stwierdzié¢, ze algorytm SFCk daje lepsze
rozwigzanie dla wiekszych wartosci k, chociaz okupione jest to nieco dhz-
szym czasem obliczen. W praktyce jednak zwiekszenie k ponad 10 nie daje
totnej poprawy uzyskiwanych rozwigzan. (Wartos¢ k=10 przyjeta byta romnie!
w [11).-

Badane bydy rozmaite sposoby okreslania zbioréw T7ia), z ktérych whie
ra sie w algorytmach SFCM-rand i SFCk~Is parametry 0. W zadnym z testowany
wariantéw nie zawieraly one wiecej niz 5 elementdéw.

Wyniki eksperymentéw dotyczacych (@) wyboru réznych prostokatow zvig
rajacych zbiér A, (b) algorytmu SFC~N-rand oraz (c) wpdywu obrotow plaszczy;-
ny na wyznaczane rozwigzanie byty przedstawione w raporcie @i - Tutaj oga
niczyray sie do sformutowania najwazniejszych wnioskoéw.

Testowanie wpdywu wyboru réznych prostokatéw potwierdzidto przewidywa-
nia: najlepsze wyniki osiggane byty dla prostokata o najmniejszej powierz-
chni wsrod prostokatédw zawierajacych zbidér A (prostokat "opisany” na ziots;
A). Nie dotyczyto to jednak wszystkich przypadkéw. Wyjatek stanowity zada-
nie, dla ktorych stosunek bokéw tego prostokata byk mniejszy od 0.5. Whza;
korzystniejszy byt wybdor kwadratu o najmniejszej powierzchni wsréd kwadraty
zawierajacych A.

Zaréwno algorytm SFCN-rand, jak algorytm SFCk powtarzany dla rozmaitej
katéw obrotu ptaszczyzny, dawaty Srednio kilkuprocentowg poprawe wyznaczani
go rozwigzania. Jej wielkos¢ w przypadku obrotéw silnie zalezata jednak a
ksztattu obszaru, w ktérym losowano punkty zbioru A: najwieksza byta dla ki
+a, znikoma dla prostokatéw. W przypadku algorytmu zrandomizowanego osi?5=5
poprawa podlegata nieregularnym wahaniom w przedziale od 0 do BH, nawet pij
zwiekszanej liczbie badanych permutacji.

Kolejnym algorytmem opracowanym i testowanym przez autoréw byt SO
Uzyskiwane wyniki byty bardziej zachecajace niz w przypadku pozostatych M-
dyfikacji algorytmu SFC. Dlatego na nim oparto nastepne etapy eksperymentuj
obliczeniowych. Zamieszczone dalej tabele zawieraja miedzy innymi podsuwaj
nie wynikéw otrzymywanych za pomocg, tego algorytmu oraz jego poréwnanie;
z SFCk.

4.2. Algorytm SFCk daje rozwigzanie dopuszczalne zadania komiwojazera, t
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zatem moze by¢ uzyty jako preprocesor w dwuczdonowej heurystyce opisanej
»punkcie 1. Oest przy tym preprocesorem o wyjatkowo niskiej z#ozonosci ob-
liczenionej. Mozna sie spodziewa¢, ze rozwigzanie poczatkowe wygenerowane
przez ten algorytm bedzie istotnie poprawione przez dokaczenie drugiego
czlou heurystyki, czyli poprocesora. W istocie opisany w punkcie 3 algorytm
SCIs moze by¢ potraktowany jako taka dwuczdonowa heurystyka, w ktorej
FXK jest preprocesorem, a role poprocesora pe#ni przeglad (kroki (C), @©.)
algorytmu).

W badaniach réznych poprocesoréw dla SFCk skoncentrowano sie na algo*-
rytreach wykorzystujacych znana heurystyke 2-opt w wersji opisanej w [8]-
Badao nastepujace algorytmy:

® SFCk - (bez poprocesora)

@@i) SKCj<-2opt (poprocesor: 2opt)

@ii) SFCk-Is (poprocesor: przegladlokalny)

(@) SFCk-Is-2opt (poprocesor: przeglad i z6j6t)

&) SFCk~2opt-3opt (poprocesor: 2opt, 3opt [7]D

pi) 2opt (x4) (czterokrotnie powtérzony algorytm 2opt dla

losowo wybranych permutacji startowych).

Wiekszo$¢ zadan testowych stanowidty zadania generowane losowo. Rozwig-
zao rowniez kilka probleméw opisywanych w literaturze.

Wyniki testéw dla zadan losowych podane sga w Tabelach 1,2. W Tabelach
i,4 przedstawiono rezultaty otrzymane dla dwéch wybranych probleméw z lite-
ratry: zadania 24/100 Krélaka i zadania®"318 Lina (patrz np. [4D.-

Wszystkie zadania losowe generowano wybierajac n punktéw z rozktadem réwno-

miermym z kwadratu o boku 1000. Dla n=10,20,30,40,50,80,200 generowano po 10
zzolh, natomiast dla n=200...2000 po 5 zadan.
=tabelach przytoczone sa nastepujace wielkosci dla opisanych wyzejralgoryt-
bow:

t- Sredni czas obliczen danym algorytmem w sekundach na jedno zadanie dla

IBM PC/AT z koprocesorem numerycznym;

" - procentowe zmniejszenie Sredniej wartosci rozwigzania w wyniku dotgcze-

nia poprocesora do algorytmu SFCk obliczone nastepujgco:

A= 100'i ~SFC, ~1/ 1SFC. ” ,9dzle 1>*1 sg wartosciami Srednimi rozwig-

zan uzyskanychkdanym algorytmem i algorytmem SFCk;

X- zwiekszenie czasu obliczen w wyniku dodania poprocesora:u= t/tgpj. ,
gdzie t<.pe jest Srednim czasem obliczen dla algorytmu SFCk-

W zadnym ~ generowar”ch losowo zadan nie dysponowano wartosciamiopty-
lalnyri rozwigzan. Dla wiekszych zadah pewnym punktem odniesienia moze byc¢
JFynptotyczna wartosé¢ Srednia dhugosci optymalnego obwodu Hamiltona, jesli
Purkty zbioru A sg generowane losowo z rozktadem réwnomiernym z prostokata
P Polu R, wéwczas wartos¢ Srednia diugosci najkroétszego obwodu Hamiltona
AnR) jest dana zaleznosciag [4]: L(n,R) = &FT.
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Poréwnania algorytméw dla n=10.. 200 labela 1
n 10 20 30 40 50 80 200
SFCk t  0.27 0.55 0.82 1.10 1.39 2.24 5.83
t  0.39 1.31 3.22 6.94 12.57 51.04 694.66
SFC|"—|;épt * 4.3 6.0 7.9 10.1 9.8 12.9 11.1
X 1.4 2.4 3.9 6.2 9.0 22.8  119.2
t  0.76 1.57 2.35 3.15 4.06 6.70  37.68
SFCr-ls 2.4 4.0 6.2 6.9 8.2 9.9  10.3
2.B 2.8 2.9 2.9 2.3 3.0 6.5
t<t 0.86 2.09 3.79 6.77 3.50 22.82 265.1
SFCk-lIs-20pt A 4.4 6.7 8.7 11.5 10.4 12.8 12.3
X 3.2 3.8 4.6 6.1 6.1 10.2 455
t 1.07 9.11 31.28 79.93 159.61 517.8 -
20pt(x4) A 4.5 7.6 10.8 13.8 13.6 14.7 ]
X 4.0 16.6 38.2 72.7  114.8  231.2 .

Empirycznie oszacowano (patrz [4J)J Ze 8 mieSci sie w przedziale jj3.765,
0.755 * w] . W tabeli 2 w rubryce fi podano warto$é obliczong wedtug zalez-
nosci]2 = 1/(1000VrT) umozliwiajaca oszacowania S$redniego bdedu algorytmu
przyblizonego na podstawie stosunkuf/B.

Dla zadan o rozmiarach 10...200 badane byty wszystkie algorytmy z w-
jatkiem heurystyki SFCk-2opt-3opt. W przypadku tej heurystyki nie pronadzos
systematycznych testéw ze wzgledu na znaczny wzrost czasu obliczen so*ods-
wany wzbogaceniem poprocesora o algorytm 3opt. Dla 10-elementowej probki i
dan dla n=50 (najwiekszy rozmiar zadania, dla ktérego stosowano te heurystf
ke) otrzymano w wyniku dotaczenia 3opt do SFCk-2opt $Srednig poprawe warw
rozwigzania o 0.7% kosztem blisko 23-krotnego wzrostu czasu obliczen.

Ola zadan o rozmiarach 200__ 2000, dla ktérych rezultaty zamieszczono®
Tabsli 2, badano tylko dwa algorytmy: SFCk i SFCkls.

W przypadku zadania 24/10G/Krolak w Tabeli 3 podano rezultaty dla ty*
samych algorytméw, co w przypadku zadan z n=10.. 200. Tabela zawiera dodat-
kowo wartos¢ procentowsgo bitedu wzglednego w stosunku do rozwigzania opty-
malnego 1~,". tzn. * . (I-lopt>/lopt-100tk-

Ola zadania 318/Lin w Tabeli 4 zamieszczono rezultaty dla tych ssiyT
algorytméw, co w przypadku zadania 24/100/Krolak z wyjatkiem heurystyki
2o0pt(x4).
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Tabela 2.
Poréwnanie algorytméw dla n=200.. 2000
n 200 400 1000 2000
- t 5.7 11.5 29.2 59.2
SFCk > 0.995 0.965 0.958 0.952
t 39.6 94.8 434.9 1262.6
_ A 11.8 12.8 11.2 7.9
SFCk-Is 7.0 8.2 14.9 21.3
P 0.842 0.841 0.851 0.876
Tabela 3.
Poréwnanie algorytméw dla zadania 24/100/Krolak (patrz [4])
n=100, 1 t = 21282.0
1 t X A
SFCk 29996.0 2.85 0 1 40.9
SFCk-2o0pt 22520.1 147.85 24.9 51.9 5.8
5FCk- I's 25602.1 14.08 14.6 4.9 n20.3
SFCk-1s-2opt 22613.8 82.02 24.6 28.8 6.3
2opt x 4 22431.1 1512.50 25.2 530.7 5.4
Tabela 4.
Poréwnanie algorytméw dla zadania 318/Lin (patrz [4]);
n-318, lopt= 43864.7
1 t A b A
SFCk 57700.6 9.12 0 1 31.5
SFCk-2opt 48094.7 4312.3 16:6 472.8 9.6
SFCk-1s 49781.8 83.2 13.7 9.1 13.5
SFCk-Is-2o0pt 47372.4 1466.7 17.9 160.8 8.0
*3. Przeprowadzone eksperymenty pbliczeniowe byty nastawione g#éwnie na

SFCA.
algorytmami

badanie réznych poprocesoréow dla heurystyki Ze wzgledu na to, Ze nie

Prowadzono badan poréwnawczych z innymi generujecymi rozwigaza-

ne poczgtkowe, trudno ocenidé wartos¢ algorytmu SFCk jako preprocesora,
t® niemniej mozna stwierdzic, (dla

czas obliczen

Ze jest to algorytm bardzo szybki
dla n=200 $redni
n"e przekracza 6s)j dajacy jednak stosunkowo duzy bi#ad wzgledny.
25%,

opisywanymi

2000 rozwigzanie uzyskuje sie po 60 si
Ola duzych
R blad ten moze by¢é szacowany na ok. co jest wartosciag duzg w zesta-
dla ktoérych

Jednie btedy nie przekraczaja kilkunastu procent (patrz np. [4]™- Szcze-

cinie duze btedy zaobserwowano dla zadan 24/100/Krolak i 318/Lin - 41%
i3 - .

wieniu z innymi preprocesorami w literaturze,

¢Dodanie przegladu lokalnegottzn. uzycie algorytmu SFCk-Is}daje sto-

nko*® niewi8lkij<zros.t czasu obliczen w stosunku do algorytmu SFC/N
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(dla matych zadan okoto trzykrotny, dla n=200-szes$ciokrotny, dla n=1000,
2000 - kilkunastokrotny) i wzgledng poprawe rozwigzania od -kilku procent
dla matych zadan do kilkunastu procent (10-13%) dla wiekszych zadan.

Dotgczenie poprocesora 2gpt daje znacznie wiekszy wzrost czasu dli-
czen (dla n=200 okoto 120-krotny), ale wzgledna procentowa poprawa jestt
wieksza niz w przypadku poprocesora Is (o okoto 2-3%).

Uzycie poprocesora Is-2opt daje niemal identyczng poprawe jak w pg
padku poprocesora 2opt w krotszym czasie (dla wiekszych zadan czas dlia
Jest okoto dwukrotnie kroétszy).

Wersja algorytmu 2opt(x4) daje zwykle nieco lepsze rozwigzanie niz
algorytmy 5FCk~2opt, SFCk-Is-2o0pt (zwykle poprawa rozwigzania jest lgsi
o ok. 2%) w znacznie dtuzszym czasie (dla n=100 odpowiednie czasy ddlicze
sg rown8 ok. 148 s dla SFCk-2opt, ok. 82 s dla SFCk-13-20pt i oku 15125
dla 2opt(*4).

Uzycie poprocesora 2opt-3opt (dla n”~50) daje niewielkga poprawe rou-
wigzania (Srednio ok. 1%) w stosunku do poprocesora 2opt przy znaczny®

wzroscie czasu obliczen.
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GPHEMEHHHE ~ AFOPHTMH M KOMMKBOH2ZEPA HA  MOCKOCTH C  iIG—
KVL30BAHHEM  KPHBOT  3ANOJHHDIIET KBAfIPAT

Peaoa a

B padoTe paccKOTDeEH npKditHseHHKe aaropsTMH jpa sa.uahh Kom@EBOiiEépa
M ehookootk , oohobsbhhs aa nozpcoe npejyicaeHHEH b §11 , KOTopyg ooosaar
b ynoTpsdJieHHH kdhboé 3anojiHHBiHSFi KBaapaT %W nocTpoeHHH nyra KOKf£a3ass5pa
a OTjmaeTCH hhskoé& bhhhcjihtsjibhoB cjioshoctbo ,, B padoTa aasa odssas mss
sioro nonxofla a upajyioseHH ero uonE&iKaiiEH. I1pebshshh pasyzaTatH bhhecee-
TsaiHoro aKcnepmseHia o ffsyxaTacHuaH upsCjnzEénhhhmh ajEropHraakg, b Eoropzz
EcaaHBHe npsdjtuiEaHae BaxoRHTCH ¢ yaoTpsdlieHHea HpHBog sanojmromai XEaspas
0 sanBHeSnNts ero  yjrymesneu o homoe&d paseax ajrropHTHOB , oohobshhhz es
BEB2 /EOKaJILEOrO nOHOKa.

HEURISTIC ALGORITHMS FOR PLANAR TRAVELLING SALESMAN PROBLEM BASED ON THE
SPACEFILLING CURVE CONSTRUCTION

Suaaary

A now heuristic problem of complexity OCn log n) for the planar trave-
Iling salesman has been proposed in [1]» The order of points in the tra-
vailing salesman tour produced by this heuristic is determined by the
order of their appearonce on the Sierpinski spacefilling curve. Several
simple modifications of this approach based on randomization, plane rota-
tion and local search are discussed in the paper. Results of numerical
axperiments with there modifications are described. Various two step heu-
ristics composed of initial tour construction "step /preprocessor/ and
tour improvement step /postprocessor/ are also investigatads In all of
them the initial solution is constructed by the spacefilling curve heuris-
tic. Aa postprocessor different combinations of local search algorithms
8ro need. Numerical experiments with randomly generated Euclidean travel-
ling salesman problems of size n=10 ... 2000 and several standard test
problens are reported.



