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PRZEPŁYWOWEGO ZE ZMIENNYMI CZASAMI WYKONYWANIA ZADAS

S t r e s zc z e n ie . W pracy rozważa s ię  m-maszynowy problem przepływowy, 

w którym czasy  wykonywania zadań  można zm ieniać  w pewnym p r z e d z ia le . 

Zmiana c zasu  wykonywania zad an ia  powoduje zmianę kosztu wykonywania, 

o którym zak ład a  s i ę ,  że  je s t  l in io w ą , nierosnącą  funkcją  czasu  wyko­

nywania. Staw ia  s i ę  problem m in im alizac ji łącznego kosztu będącego 

sumą dwóch składników : k o s z t u '1 iniow o  zależn ego  od momentu zakończe­

nia wykonania w szystkich  zadań  oraz sumarycznego kosztu wykonywania 

poszczególnych zad a ń . Do ro zw ią za n ia  problemu proponuje s ię  tr zy  a l ­

gorytmy aproksym acyjne. Przeprowadza  s ię  szczegółową a n a l izę  ekspery­

mentalną tych algorytmów.

cVjnych. Przykładowa przyjm uje  s i ę , że  do wykonania zad an ia  {op eracji) po—

I -W stę p

Przedstawiana praca  je s t  jedną  z w ie lu  prób w zbogacania rezultatów  o— 

trzymanych w “ k la s y c z n e j” t e o r ii  szeregow ania  zadań  na maszynach. Próby t e  

Polegają na r o zs ze r za n iu  zbadanych ju ż  problemów o różne dodatkowe elemen­

ty, rozwiązywaniu i ch j H konsekwencji z b l iż a n iu  s ię  do zaatakowania  pro— 

blatów występujących w r e a ln ie  is tn ie ją c y c h  dyskretnych systemach produk-

'» jsdnya z kierunków badań problemów szeregowani a zakłada  s i ę , że  czas

"Ytonywania zad an ia  n ie  Jest  s t a ły , a le  można go zm ieniać  w sposób c ią gły  w

Pownyo p rzedziale . Konsekwencją te j  m ożliwości je s t  p o ja w ie n ie  s i ę  kosztu

wykonywania zad an ia  Jako n ie r o śn ą c a j, l in io w e j  fu n k c ji  je g o  czasu  wykonywa—

n*s i dalej, dodatkowego w skaźnika  Jakości uszeregow ania  reprezentowanego
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p rzez  sumaryczny koszt wykonywania poszczególnych  zad ań . W połączeniu  z 

istniejącym  kryterium  rozpatrywanego problemu szeregow ania  otrzymujemy pro­

blem dwukryterialny . Często  problem ten ro zw ią zu je  s i ę  przez wprowadzenie 

kryterium  globalnego , będącego kom binacją lin io w ą  tych kryteriów  z odpawie-j 

dnimi wagami. Reasumując, istotą  omawianego kierunku badań je s t  przyjęcie 

modelu zad an ia  takiego  jak  w problemach PER T /koszt i p o jaw ie n ie  s ię  nowych 

zmiennych decyzyjnych (czasy  wykonywania z a d a ń ) . B adania  nad tak sformuło­

wanym modelem zostały  zapoczątkowane w pracach £ 1 4 3 ,£ 1 5 3 . Prace  t e , jak i 

-szereg następnych , dotyczyły  przede  wszystkim  różnych jednomaszynowych pro­

blemów szeregow ania . Problemy wielom aszynowe były badane , m iędzy innymi, » 

£53 oraz £113. W £53 rozpatrywano gniazdowe zag a d n ie n ie  kolejnościow e tanj. 

job-shop problem) z kryterium  typu : term in zak o ń c zen ia  wykonywania wszy­

stkich  zadań . U odró żnieniu  od omawianych tu p rac , Sam arjCZnego fcosztu ifjiĘ 

wania zadań n ie  wprowadzono do kryterium  glcjbalnego^ale potraktowano jako 

og ra n ic ze n ie . Zaproponowany algorytm , oparty na m etodzie p o d ziału  i ograni­

cze ń , znajdował rozw iązan ie  optymalna w "rozsądnym ” c z a s ie  tylko  dla  pro­

blemów o n iew ielk im  rozm iarze  (l ic z b a  zadań  i maszyn n i e  w iększa  n iż  6). Z 

kolei w £113 zaproponowana dwa algorytmy aproksym acyjne łą c zn ie  z analiz? 

najgorszego  przypadku d la  dwuraaszynowega problemu przepływowego. Wyczerpu­

jący  przegląd  rezultatów  otrzymanych w l it e r a t u r z e  do roku 1987  i dotyczą­

cych omawianego kierunku badańj, przedstaw iano  w pracy  przeglądow ej £123.

N in ie js z a  praca je s t  kontynuacją  prac £ 113 , £83 i dotyczy  m—maszynowego 

perm utacyjnego problemu przepływowego z kryterium  typu  term in zakończeni« 

wykonywani a zadań i z modelem zad a n ia  przedstawionym  pow yżej. Na bazie, 

przedstawionego w £83, ogólnego schematu algorytmu aproksymacyjnego roz­

w iązującego ten problem, konstruuje  s ię  tr zy  algorytm y aproksymacyjne. Al­

gorytmy te  wykorzystują  różne algorytmy heurystyczne  w yznaczające  przybli­

żone rozw ią zan ie  «  “klasycznych " problemach przepływowych. N astępnie prze­

prowadza s ię  szczegółową a n a l izę  eksperym entalną zaproponowanych algoryt­

mów. Wyniki te j  a n a lizy  po tw ie rdza ją  ich  praktyczną  przydatność  do rozwią­

zywania  omawianego problemu.

Praca była  częściow o finansow ana przez  RP. 1 .0 2  "T e o r ia  sterow ania  i op­

ty m alizac ji układów dynamicznych i procesów dyskretnych'.

2- Sformułowania problemu i podstawowa własności

M—maszynowy par mutacyjny problem  przepływowy można sformułować n a s t ę p u ­

ją co :
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Dany je st  zb ió r  zadań  J= < 1 , 2 ,  .  .  .  ,n J  oraz zb ió r  maszyn M = t l ,2 , . .  . ,a > . Wy­

konanie zad an ia  j  polega  na z r e a lizo w a n ia  ko lejno  pewnych czynności na ma­

szynach 1 , 2 , . . . , m .  Zadanie j  na m aszynie i wykonuje s ię  w c z a s ie  p ^j i O , 

icM.jcJ. Przyjmujem y, że  ( i )  każda maszyna w dowolnej chw ili czasowej może 

wykonywać n ie  w ięcej n iż  jedno  za d a n ie , < i i > każda maszyna wykonuje zad an ia  

bez przerwań^ tzn . je ż e l i  maszyna i rozp o czn ie  wykonywać zadan ie  j  w chw ili 

Sjjjto musi j e  wykonać w ch w ili j +Pj j, < i i i > w szystk ie  zadan ia  są go­

towe do wykonywania w ch w ili ze ro w e j, (iv> kolejność  wykonywania zadań  na 

wszystkich maszynach je s t  id en ty czn a . Powyższe z a lo ż e n ia ( a w szczególności

(ii),pozwalają je d n o zn a c zn ie  o k r e ś lió  uszeregow anie przez zestaw  S ^ j .i e M ,

JeJ. Jako kryterium  uszeregow ania  przyjmujemy moment zakończenia  wykonywa­

nia wszystkich za d a ń ^tzn . w ielko ść  maz Cmj- Przedstaw iony problem, za  C41,
jo j

będziemy notować przez  F| |Cm . Wprowadzimy teraz k ilk a  oznaczeń  u ła tw ia ją — 

cych dalszą p re ze n t a c ję  p racy . N iech P= (p^ ,p 0 , . . . ,  p ) ,  g d z ie  Pi =  (Pi j , P i - 

izM  oraz rr=(n (1 ) ,-n (2 ) , . . . ,e  ( n ) ) ok reśla  perm utację elementów 

zbioru J ,z a ś  n — z b ió r  w szystk ich  tak ich  p e rm u ta c ji . Oznaczmy przez

. . . ,p ra> minim alny osas zakoń czenia  wykonywania w szystkich  zadań 

przy spełnieniu założeń  ( i ) . . . < i v )  , d la  ko lejności wykonywania określonej 

przez n oraz czasów  wykonywania P . Zachodzi

13 j i+l

Cłiax(,,' p l  Pm» = ^  I  l  p i n < j> . (1)
-* 1" J 2-* ‘ J m" J m+1 i = l j = J i

Uszeregowaniem określonym  przez  n oraz P będziem y nazywać uszeregowanie 

Charakteryzowane zestawem S ^ j ,  iehl, j e J ,  ktEbry defin iu jem y  następującymi 

zależności ami rekurency jnymi : Sj „  ( , =ma:< (S i _ 1 ? ( J , +P i- 1  f „  (

+Pi,n<j—11 * * i = 2 > >m> -*= 2 '  »n ; S ln< j ) “ Ei = i p l n (1) ’ -i=2 ’  ,n  ora2

^in(j)=0, ieM . U szeregow anie to sp e łn ia  warunki < i ) . . . ( i v ł  oraz 02SS za ­

kończenia wykonywania w szystkich  zadań  (długość uszeregow ania) równa s ię  

Ceax »• - - »Po,5 -

Jak już wspominaliśmy we w stę p ie , będziem y dopuszczać możliwość zmiany 

czasów wykonywania zadań  na m aszynach. Zakładamy, że  może przyjmować

dowolną wartość z p r ze d z ia łu  Cl i j , j  3 , g d z ie  O i l j j i U j j .  Przez

f - {P = (p 1 , . . . , p ta) 1 P i ='(pi ł , . . . , P i n ) T , 1 i j £pi j iu i j ’ ( 2)

°znaC2oy zbiór  w szystkich  dopuszczalnych  czasów  wykonywania zadań P  na 

^ynach* Daloj zak ia d o sy , iż  kaszt  wykonywania zad an ia  j  na oaszynach k

pi j r  J e s t  równy I ic H  c i j *  c4 i  J~Pi j } » c i J X ) określa  jedna-
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stfcowy koszt skró ceni«  czasu  wykonywania tego zad a n ia  na  m aszynie i .  SŁąd| 

sumaryczny koszt ma postać

n m

• « 2 ^ 1 .......... P«» “ I  I  ¿ i j » {uiJ - P iJ > <3
j*»l i = l

i  w konsekwencji uszeregow ania  określone  przez tteII oraz Pe? może być oce­

n ia n e  przez dwa kry te ria  £ 1 3 ,1 3 1 . Przy jm ując , że  w>0 je s t  jednostkowym ko­

sztem  procy systemujotrzymujemy je d n o  kryterium  kosztow eOpostaci:

K< nfPX  Pa >“ K 1 <p,pi , . . . , p K1)+K2 (p1 , . .  . ,p 0 >, g d z ie  Kj i-n.Pj, . . . , p ^ ) »

(łijp^, . .  . ,p m) .  O sta te c zn ie  rozważany problem -formułujemy następująco 

Znaleźć kolejność  wykonywania zadań  ti*ell oraz czasy  wykonywania zadai 

P *«< p J , .  . .  ,p *> c?  m inim alizujące

n m

K ( n ,p 1 , . . . , p a > = • ^ C M X ( s ,p 1 , . . . , p |J1> + J  J  ‘^ “ “ i j f i j * » ’ (<

j-1 i-1

p rzy  ograniczeniach

z e n , p- (p1 , . . . , p (l|)c y . r u

P ierw szy  składnik  < n ,p j , . . -P0 > a in ia a lizo w a n eg o  kosztu  K ( n ,p 1 , » . , p a) 

Je st  funkcją  niem alejącą  z e  w zglądu na wybraną ze ie n n ą  p ^ j  p rzy  ustalonydi 

p o zo stały ch ( a drugi skład n ik  K ( n , p ^ , . . . t p ^ ) odpowiednio  -funkcją nierosnącł 

Wynika stą d , iż  n ie  zm n ie jsza ją c  ogólności rozważań  możemy ograniczyć *ią 

do  c^j^w , ic M ,J c J . R zec zy w iśc ie , j e ż e l i  pewne c ^ j  J e s t  w iększe  lub równ« 

M , to  i s t n i e j e  rozw ią zan ie  optymalne <n*,P*> z P * j “ u i:j- Stąd , d la  tych i,J, 

d l a  których c i J łw możemy o k re ślić  nową tró jką  l ^ j ,  u ^ j ,  c \ i  taką , że l*tj * 

* u i j ” U | j ,a  c ^ j  j e s t  dowolną l ic z b ą  z p r z e d z ia ł u  <0,w>.

Tak Jak Już zauważono w £83 , problem < 4 ), ( 5 )  je s t  s i l n i e  NP-trudny. Wy-

nik a  to z fa k t u , i ż  szczegó lny  przypadek tego  problemu z  1 jj= U jj ,ic M ,jc J  

Je st  równoważny s i l n i e  NP-trudnemu problemowi F | l Cmax*

Łatwo pokazać , że

min . K < n ,P j , . . . ,p  ) l l n ,p j , . .  .  ,p ‘ ) , ncll ,
(P 1, . . . , P a >cT 1 ® ■**

g d z ie

Pi - łp i1 , . . . , p ,tn ) T * p i j  - w t l j j  +  ci j * (u i J -li j> , i c M .j c J . <*

Stąd

je s t  dolnym ograniczeniem  m inim alnego kosztu  K t n * ,p * , . . ,p * > .
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Uwzględniając powyższe uwagi oraz potrzebą  skonstruowania;, algorytmu 

rozwiązującego w "rozsądnym " c z a s ie  problem ( 4 1 , ( 5 )  d la  dużych rozmiarów 

(nSmllOO), wo wspomnianej ju ż  pracy 183 zaproponowano następujący  schemat 

algorytmu aproksym acyjnego.

Algorytm H

H
Krok 1. Wyznacz n cii m in im alizu ją ce  C(na„ <n,p‘j , .  . .  , p ^ ) , stosując  pewien a l ­

gorytm aproksymacyjny H‘ o złożoności wielom ianowej rozw iązujący  

problem F | |Cma;, d la  czasów  wykonywania zadań określonych zestawem

( P j ,  >Pń5 w9* wzoru ( 7 ) .

Krok 2. Wyznacz (p!j , . .  . , p^*)e? m in im alizu ją ce  K (n H, p 1 , . .  . piJt) przy  o g ranicze­

niach Cpj, , . . .p ^ l c ? .

H H H
Otrzymany zestaw  n , p 1 , . . . , p (B n a leży  potraktować jako  p rzy b liżo n e  ro zw ią za ­

nie problemu ( 4 ) ,  ( 5 ) .  W następnym r o z d z ia le  dokonamy przeglądu  istn ie ją cy ch  

algorytmów aproksymacyjnych d la  re-maszynowego problemu przepływowego i z a ­

proponujemy trzy  konkretne algorytmy d la  badanego zag a d n ien ia  ( 4 ) , ( 5 ) .

3. Algorytmy aproksymacyjne i dolne  o g ran iczen ia

W lite ratu rze  podano w iele  algorytmów apraksyiaacy jnych o złożoności wie— 

loaianowej do ro zw ią za n ia  problemów typu : • Jednakże , bazując na wy­

nikach badań eksperym entalnych , przedstawionych  między innymi w C 2 3 ,C 13 3 , 

tylko trzy z n ic h ; algorytm  Cam pbella i i n . C13, Dannenbringa [23 oraz Na— 

1,423 i in . [ 7 3 , wydają s ię  być in te re su ją c e  do naszych celów . Algorytmy te 

charakteryzują s ię  stosunkowo n iew ielk im  średnim  błędem względnym między 

produkowanym rozwiązaniem  a rozwiązaniem  optymalnym — w se n s ie  wartości 

iunkcji celu  (Cmax) .  Um ożliwia  to p r zy ję c ie  jako  perm utacji p e ro u t a c ji ,

która jest "dobrym " przybliżonym  rozwiązaniem  problemu: min C
sen raa" l

Omówimy teraz szczegółow o wspomniane algorytmy rozw iązujące  problem 

FHCoa,  z czasami wykonywania zadań  określonymi zestawem (p j , . . . ,p Q ) .
Algorytm Campbella i i n . b a zu je  na m—1 dwueaszynowych problemach prze— 

Pływowych typu: z czasami wykonywania zadań a ^ = ( a j , . . . ,aJ^)T na  ma­

szynie 1 oraz czasami b*'= (b*£,. . . ,b^> ^  na m aszynie 2 ,  g d zie  ,

b ='i=(ii-k+i p i * k = l , 2 ,  .  . . , a- l. Produkowana przez  n iego  per m utacja nCcII 

Jsst rozwiązaniem następującego  zad a n ia
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T7k E n ,  Cm=„ (nk , a k ,b k ) =* K lin  C „  ( n ,a k ,b k ) , k » l , 2 , . . . ,m - i. (I!
mai. nen tnax

Do rozw iązania  problemu F ^ j j C ^ ^  można zastosować znany algorytm  Johnsom:

złożoności O (n lo g n ), C&3. Stąd złożoność algorytmu Campbell a i in . jest 

2
rzędu  0<m n+m nlogn).

Algorytm Dannenbringa b a zu je  tylko  na jednym dwumaszynowym problemie

F 2 jjC tnay z czasami wykonywania zadań a= (a j , . . . ,  an > ^  na p ie rw sze j i b=(bj,.

, , b n ) T na dru giej m aszynie , g d z ie  a=ljł_ 1 Cm-i+ 1) , b=E™_1ip i . Produkowana

przez niego perm utacja n^ell sp e łn ia  C _ _ v, <n^,a,b>  = min C Stad;
max  t-r maxTTc.il

złożoność algorytmu Dannenbringa je s t  rzędu  0 (m n+nlogn). I s t n ie ją  dwie so- 

d y fik a c je  tego algorytmu <patrz C 2 1 ) , któryeh-nie omawiamy.

Algorytm Nawaza i in . w pierwszym  kroku wyznacza  perrautację n'=<n' (D, 

ti' (2 ) ,  .  . .  ,  (ti* (n) > zb ioru  J sp ełn ia ją c ą  a n, (n) ’ Qc*2ie */

p ^j  , j e j  oraz jako  jednoelementową perm utację n przyjm uje <n' (1)!. 

Następnie wykonuje n-1 dalszych  kroków. W k-tym kroku, k = 2 ,3 , . . .  ,n ,  bazu­

jąc  na zn a le z io n e j  w poprzednim  kroku k-1 elementowej perm utacji n=(n(ll, 

tt (2) , . . . , n <k—1} ) oraz elem encie n' (ki przegląda  k następujących  permutacji 

k-elementowych: (n (1 ) ,  . . .  , n (k-1) , n' (k) ) , (n ( i ) , . . . ,n  (k-2> , n’ ( k ) , n (k-1)>>■•

. , In' (k) ,n  (1 ) , .  .  . ,ti (k-1) ) .  Wśród tych perm utacji zn a jd u je  permutację, dli 

której c zas  zakoń czenia  wykonywania zadań  z e  zb io ru  in' ( 1 ) , (k)> jest 

minimalny i o znacza  ją  przez ti. Otrzym ana pó wykonaniu n-tego kroku per»“ 

ta c ja  n je s t  traktowana ja k o  wyjściow a perm utacja nN produkowana przez »1- 

gorytm Nawaza i i n . .  Złożoność o b liczen iow a  je s t  rzędu  CHron"^) .

D la  przedstawianych  algorytmów n ie  były  zn an e , do niedaw na, żadne rezultil1 

dotycząca a n a lizy  najgorszego  przypadku. O sta tn io  w CIO] pokazano ,że  wspii 

czynnik  najgorszego  przypadku d la  algorytmu Cam pbella i i n . je s t  równy 

[m /2]r a d la  algorytmu Dannenbringa n ie  m niejszy  n iż  fm/2] . A n a liza  najgo" 

szego przypadku algorytmu Nawaza i i n .  je s t  d a le j  otwartym problemem.

U względniając w cze śn ie jsze  uwagi^ proponujemy trzy  n astępują ce  algorytt 

aproksymacyjne do rozw iązan ia  problemu ( 4 ) , ( 5 )

Algorytm HC t algorytm  Hj jako  Ił przyjąć  algorytm  Campbella i i n . .

Algorytm HD t algorytm  Hf jako  H" p rzy ją ć  algorytm  Dannenbringa .

ft.Vgoryta KN t algorytm  Hf Jako H* przyją ć  algorytm  Nawaza i i n . .

R e a l iz a c ję  kroku 2  powyższych algorytmów oparto  na standardowym alg®T

tm ie, opisanym w C33 , przeznaczonym  do w yznaczania  t zw . krzywej kosztu 

Jektu w problemach P E R T /k o szt . W algorytm ie tym zmodyfikowano warunek 

w ten sposób, że  w yznaczanie  krzywej kosztu  pro jektu  kończy s i ę ,  gdy J«J
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nachylenie je s t  w iększe  lub równe w . Dokonano także  innych m odyfikacji wy­

nikających ze  sp e c y fik i  ograniczeń  ko lejnościow ych . Dokładny o p is  w szys&ich

lizacja kroku 2  n ie  ma złożoności w ielom ianow ej. Jednakże^ is t n ie ją c e  pro— 

graayj wyznaczające krzywą kosztu  projektu  wg. algorytmu z C33, rozw iązu ją  w 

stosunkowo krótkim  c z a s ie  problemy o bardzo  w ielk ic h  rozm iarach . D latego  

tei wydaje s i ę , że  proponowany sposób wykonania kroku 2  b ę d zie  dość e fekty— 

my - tym b a r d z ie j , ź e  wprowadzone m odyfikacje zm n ie jsza ją  złożoność o b l i ­

czeniową wykorzystywanego algorytm u.

Przejdziemy teraz  do omówienia różnych postaci dolnych ograniczeń  oini-  

eulnego kosztu K ( n * ,p j ,  . .  . ,p ® ) . Te dolne  o g ran iczen ia  będą wykorzystane do 

analizy eksperym entalnej algorytmów HC ,HD oraz HN. Ze względu na ograni­

czenia czasowe będą nas interesow ały  tylko  t a k ie , które mają złożoność w ie­

lomianową. D latego  te ż , proponujemy r e la k s a c ję  pojemności maszyn przy  wyz— 

ruczŁniu LB1 wg;. (8) i w konsekwencji następujące  dolne  og ran iczen ie

Jdzie przez żmax<k> oznaczamy minimalną wartość fu n k c ji  celu  d la  problemu

Problem notowany jako  1 | r j ,q j ,p r e e o . je s t  jednomaszynowye problemem

szeregowania z podzielnym i zad an iam i, z niezdrowymi terminami gotowości r j  

zadań do wykonywania, z tzw . końcówkami zadań  q j oraz z kryterium  typus 

“ as zakończenia wykonywania w szystkich  zadań . Do jego  rozw iązania  wykorzy—

dowolnych ncll, C p ^ , . . .  , p Q)c?  dostaniem y je s z c z e  inne dolne ogran iczen ie

Przetestowane na m inikom puterze IBM P C /X T . Dla  n^DO, 3 0 , 5 0 , 8 0 , ÎOO oraz a*=

Kodyfikacji pomijamy. Z powyższego wynika , i ż  w o d ró żnieniu  od kroku 1 r e a —

( 10)

H ^ .P jjp r e e m . |CraaiX z danymi p'i j f  P j “P ‘k j » P’j j »  -*c J » k£l1-

n n o

LB3 « min

<Pt  Pm)£?

titwo podać algorytm  o złożoności 0<«anlogn+«2n) wyznaczający  C l i ) .  Jego o— 

pla poai jamy.

ic  Anal i z a  e k sp e ry m e n ta ln a  algorytm ów

ftlgorytay HC ,HD oraz HN zostały  zai<nplecientowans w języku FORTRAN i
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2 , 3 , 4 , 5  wygenerowano 10 przykładów konkretnych problemów ( 4 ) ,  ( 3 ) .  Lącznli 

p rzeliczo n o  2 0 0  przykładów . D la  każdego przykładu  oraz usta lon ej pary (i,; 

icM , J c J , wylosowano trzy  l ic z b y  ct, ( 3 ,  7  przez generator o rozkładzie  ró«-; 

miernym, ze  zb ioru  C l , 2 , . . . , 5 0 >  i położono Uj, j “ d+P , C j j « 7 . Przyjęt:

w“ 2SSm. Wylosowana przykłady  sę bardzo  n iek orzy stn e  d la  d z ia ła n ia  testów 

nych algorytmów, ponieważ śred n io  c zas  wykonywania każdego zad a n ia  na kii- 

dej maszynie może być skrócony o połowę. Wybór takich  w łaśn ie  danych, pc- 

w olit  zbadać zachowania s ię  algorytmów w n a jb a r d z ie j  "n iesp rzyjających 1 * 

runkach. D la  konkretnego przykładu  wyznaczano wg. algorytmów HC,HD,HN «*, 

pa , . . . « p a oraz K (n a ,p a , . .  . , p a ) , HD, HN. N astęp nie  w yliczano  LB2, LE3,

L S * m k  (L B 2 .L S3 ) i r “ -< <K(n“ ,p “ , .  . .  ,p a )-l_£> /L B ) 81007. , a=«C ,H D ,H M . Zauwłżi) 

ż e  r a Je st  górny» ograniczeniem  błędu względnego pa określonego wzorea: 

pa- U K (n a ,p J  pa ) - K ( n * ,p J , . . . ,p * ) ) /K < T i * ,p J .......... p * ) ) * 1 0 0 X .  Wyniki obli­

czać  przedstawiono w T abeli 1.
■ ' ' ; Tabela 1,

Wyniki okaparyBontów numerycznych "
n ja RSC BSD RSN CPUC CPUD CPUN

2 0 12 0 .3 8 0 .3 8 1 .6 0 0 . 9 1 .0 1 .7

2 0 13 3 .1 1 3 .3 3 4 .8 4 3 . 0 3 . 2 4 . 1

20 14 6 .7 4 6 .2 1 8 .0 7 6 .0 6 . 3 7 . 5

20 |3 8 .8 1 8 .3 6 9 .9 6 1 0 .9 1 0 .5 1 2 .2

3 0 12 0 .2 6 0 .3 2 0 .9 8 2 .0 2 .0 4 .4

30  13 1 .7 4 1 .8 3 4 .2 3 5 . 7 3 . 9 9 .4

3 0 14 3 .8 1 3 .2 6 6 .6 1 1 2 .9 1 3 .0 1 7 .1

3 0  ¡3 6 .1 1 6 .3 1 8 .6 7 2 1 . 1 2 0 .8 2 7 .3

3 0 12 0 .1 1 0 .2 0 0 .8 3 4 . 6 4 . 6 1 4 .8

3 0 13 1 .2 1 1 .2 4 2 .7 1 1 0 .4 1 0 .1 2 1 .8
3 0 14 3 .6 3 3 .7 3 4 .8 1 2 1 .4 2 0 .2 5 1 .3

3 0 13 3 .6 7 3 .7 1 7 .4 3 5 3 .2 3 1 .2 1 0 2 .3

80  |2 0 .0 6 0 .0 6 0 .4 5 8 . 3 8 .1 3 0 .2

8 0 13 0 .7 0 0 .7 3 0 .9 1 1 4 .8 1 3 .3 4 2 .1

BO|4 2 . 1 1 2 .1 7 3 .9 1 3 2 .1 3 1 .1 7 0 .6

8 0 13 4 .3 2 4 .2 1  • 5 .3 3 8 0 .8 7 9 .8 1 9 9 .3

IOO |2 0 .0 4 0 .0 5 0 . 16 1 4 .2 1 5 .2 9 0 .5

100 |3 0 .4 1 0 .4 3 0 .8 1 2 1 .4 2 2 .1 1 0 1 .9

IOO |4 1 .9 8 1 .8 4 3 .3 2 3 0 .7 3 3 .2 1 4 8 .4

IOO 13 2 .3 0 2 .2 3 3 .3 6 1 6 8 .2 1 7 0 .2 3 7 1 .0

RSC ,R SD ,RSN  - śred n ia  arytm etyczna d z ie s ię c iu  górnych ogranicz*1
odpowiednio r * ^ ,  r1"®, r ^ j  wyrażona w procentach.

CPtC.CPUD.CPUH - średn ia  arytm etyczna d z ie s ię c iu  czasów  obliczeń od­

powiednio d la  algorytmu HC .KD .H N j wyrażona w s®0--
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Z analizy Tab . 1 . w ynika , że«

(i) Średnia arytm etyczna RSC n ie w ie le  różni s ię  od ś r e d n ie j RSD d la  tych 

samych n i m .

(ii) Średnia arytm etyczna RSN je s t  prawie zaw sze  w iększa  od Średnich RSC i 

RSD dla  tych samych n i m .

(iii) Przy w zrośc ie  n a ustalonym  m Ś rednie  RSC, RSD, RSN m aleję .

<iv) Przy w zroście  o a ustalonym n śre d n ie  RSC, RSD, RSN rosną .

(») Średnie czasy  o b lic ze ń  CPUC, CPUD, d la  tych samych n ,a ,  są porównywa­

lne i m niejsze  n iż  CPUN.

Pcwyższe obserwacje wskazują  na t o , iż  w grupie  testowanych przykładów a l— 

goryta HN ma gorsze  w łasn ości, z e  w zględu na c zas  o b l ic z e ń ,J a k  i na  dokład­

ność produkowanego ro zw ią za n ia , n iż  algorytmy HC i HD. Zauważmy d a l e j , że 

«Igorytny HC i HD d la  przykładów  o dużych rozm iarach  n—lOO , o*=5, dostarcza­

ją rozwiązań, których błąd względny je s t  n ie  w iększy  o d  2 .3 X .  Czas ob liczeń  

Jest w tym wypadku rzędu  trzech  m inut. W szystkie  te  uwagi wskazują  na to , 

ie algorytmy HN i  HD mogą być przydatne  w p raktyce .

LITERATURA

111 Campbell H . S . ,  Dudek R . A . ,  Smith M .L . z A h e u r ist ic  algorithm  for  the n 

job m machine sequencing problem , Mgmt. S c i . 16 , 1970 , B630- 637.

12] Dannenbring D .G .s  An e v alu ation  of -flow—shop sequencing h e u r is t ic s , 

hgmt. S c i . 2 3 , 1 977 , 1174- 1182.

13] Elmaghraby S .E .  s A c t iv it y  networks, J .  W iley  and Sons New York 1977 .

H] Graham R .L .  et a l .«  O p tim ization  and approxim ation in  d eterm inistic

sequencing and s c h e d u lin g : a survey , Ann . D isc rete  Math. 3 ,  1 979 , 287- 

326.

13] Grabowski J . ,  Jan iak  A . :  Job-shop scheduling  w ith  resource-time eodels 

of operations, European J .  Op er . R e s . 2 8 , 1986 , 58- 73.

16] Johnson S . M . : Optimal two- and three—stage  production schedules with 

setup time in c lu d e d , Naval R es. Log . Quart . 1 , 1 954 , 61-68.

IT] Nawaz M . , Enscore J r . E . E . ,  Ham I .t  A h e u r ist ic  algorithm  for  the  »-■»- 

chine, n-job flow —shop sequencing  problem , OMEGA In t . J .  of Hgmt. S c i . 

U ,  1983, 91- 95.

[B] Nowicki E . i M in im aliza c ja  ko sztu  w «»-maszynowym problem ie przepływowym 

za zeiennymi czasami wykonywania zadań , Zeszyty Naukowe AGH Se r ia  Au­

tomatyka 4 2 , 1987 , 161- 168. 

t?] Nowicki E . , Smutnicki C z . :  On lower bounds on the minimum maximum la ­

teness on one machine su b ject  to r e le a s e  d a te , QPSEARCH 2 4 , 1987 , 106— 

110.
lI°] Nowicki E . , Smutnicki C z .«  Worst-case a n aly sis  of an approxim ation al — 

Borlthe for flow-shop s c h e d u lin g . Raport mor i i s Prcp rin ty  nr  6 / 8 8 ,  

Nydawnictwo P o lite c h n ik i  Wrocła wski e j ,  1988  (p rzesłene  do Oper. R es. 

Lett .» .



193 E .  Nowi ci

£113 Nowicki E . ,  ZdrzaZka S .s  Two-machine flow  shop scheduling  proble® nit 

c o n tro llable  Job processing  times* European J .  Oper- Res- 3 4 , 1988, 

209- 220 .

1 123 Nowicki E-, Zdrzałka S .s  Sequencing problems with c o n tro lla ble  job 

processing  tim es, Raport s e r iis  Preprinty  n r . 3 6 /9 7 ,  Wydawnictwo Poll 

techniki W rocław skiej, 1987 (zaakceptowane do druku w D iscrete  Appl. 

ttoth .).

£133 Turner S . ,  Booth D . s Comparison of h e u r is t ic s  for  flow  shop sequencitj 

OMEGA In t . J .  of ttgmt. S c i . 15 , 1987 , 75- 78.

C143 Vickson R .S .i  Choosing the job  sequence and processing  tim es to mini­

m ize total processing  plus  flow  cost on a s in g le  m achine, Oper. Res. 

2 8 , 1990 , 1155- 1167.

£153 Van Wassenhove L . N . , Baker K .R .  : A b ic r it e r io n  approach to  time/cost 

trade- offs in  sequencing , European J .  Op er . R es. 11 , 1982 , 48-54.

£163 Węglarz J .  c New models and procedures for  resource  a llo c a tio n  proble* 

Proc . 6th  INTERNRT Congres, VD1 V erlag , D u sse ld o rf , V o l . 2 ,  1979, 521-j 

5 3 0 .

Beoenaenti Doo.dr h.inż.J.KłaEka 

Wpłynęło do Badakc^i do 1938-04—50

AEiUilB AHOPGKCffiMUHOHBHX MTOPMMOB B CMCTEME HOTOTHOrO TfflM G 
¡IOGffiJiQBATESIffimH H -  MIIMHAMH H G y*ifiTGS H35EHEHHB WMTEJILHOCTH 
GBCJJEHBAHSfi

P e a as a s

B  e r a r M  npasoraaEseToa.EEoi-eMa hotoehopo u sn a  o jroonenaBaTejiBHBGa 

a  - Kam m aug  ,  b  koto pax  oeopSjxhdctb bkhokhqhes aajjaa h  e x  bpsmh bhhms 

saa aana®Tca nepeaeKKHMH nojpiaxanjEMH s a d o p y . UpHEHuas ,  eto  otohm ooqs 

noxHaaaa aajęaaH e b x e s to e  kehoShoS $yHKnaeS eS  BpeaaHH  BSEoztHemis h oiaBE 

o a  npodraka KEHmsssanaH : oyiffisapsofi ctoem ooth bkudkhshes  s c q x  sanai u® 

otozm octl , KOTopaa saBHCHT ot spessaHH okosebhhh  E c a x  sajtaE. JJas s?0? ■P 

& £ & m  ijopsyaapyBTca annpoKOHaaqseHHHa anropim sa  a  npesoTasjiaBTca pesyai 

t s  Bsaaajm rasBBHX ssonepHueatOB ,  cpobsjiShhhx ę s s  esyw Sso Esćpasmz r® 

2i8p03,
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ANALYSIS OF APPROXIMATION ALGORITHMS FOR M—MACHINE FLOW SHOP PROBLEM 

WITH VARIABLE JOB PROCESSING TIMES

S a a a a r y

The paper d e a ls  w ith  a m—m achine flow  shop scheduling  problem 

in which both the sequence of jobs  and th eir  processing  tim es are 

decision variables-  It  is  assumed that the cost of perform ing a 

job is a lin ea r  fu nctio n  of i t s  processing  tim e, and schedule  cost 

to be minimized is  the total processing  cost plus  maximum completion 

time cost- A h e u r ist ic  methods for so lv in g  t h is  problem are proposed. 

The results uf numerical s im ulatio ns  for approxim ation algorithm s 

are also given-


