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Streszczenie. W pracy rozwazany jest jednomaszynowy problem szere-
gowania z kryterium w postaci sumy kosztéw. Zaktada sie, ze koszt wy-
konania zadania jest niemalejgca —funkcja jego terminu zakonczenia. Do
rozwigzania tego problemu proponowane sa cztery algorytmy aproksyma-
cyjne oraz przeprowadzana jest dla nich analiza eksperymentalna.

LHsteo

W pracy rozwaza sie jednomaszynowy problem szeregowania z kryterium w
postaci sumy kosztéw wykonania zadan. Przyjmujemy, ze koszt wykonania zada-
nia zalezy wy#tacznie od terminu jego zakonczenia i jest funkcja niemalejg—

Problem ten notujemy, za pracg C33, jako 1]||-f*"-— W ogélnym przypadku
Jest on silnie NP—trudny* C6l. W celu jego rozwigzania proponowane sga w
literaturze dwa podejscia. Pierwsze polega na zastosowaniu metody progra-
mowania dynamicznego .tnp. ESI), za$ drugie na zastosowaniu metody podziatu
i ograniczen (np. Cii, C91). Oba podane podejscia pozwatajg na rozwiagzanie
" "rozsadnym" czasie przyktadéw o rozmiarze n i 50. Dlatego tez wydaje sieg,
dla zagadnien o wiekszych rozmiarach jedynym sensownym podejscie® jest
zastosowanie algorytméw aproksymacyjnych (przyblizonych). Aktualny stan
badari dotyczgacych zagadnien jednoaaszynowyeh, opracowany na podstawie 204
Pozycji literaturowych, przedstawiono w pracy E4l. Z pracy tej wynika, ze
oi« sg znane zadne algorytmy aproksymacyjne dl* omawianego problemu z
c?Mng postacia funkcji kosztu.

W prezentowanej pracy formutujemy cztery algorytmy aproksymacyjne roz-
kazujgce problem 1]]|2f~. Nastepnie przedstawiamy dolne ograniczenie mini—
wlnej wartosci funkcji celu oparte tstzagadnienie przydziatu pracy <AP>.
PI* sformutowanych algorytméw przeprowadzany szczegbétowa analize skspecy-—
yntalna.
~ Praca byta czesciowo finansowana przez RP.1.02 "Teoria sterowania i op-—

tyealisao”i ufctad&fdyBaaiftEayeb i proeosét? «Jjakretujroh".
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2. Sformutowanie préblgau

Zagadnienie kolejnosciowe postaci 1] |If~ formutuje sie nastepujaco. Dm
jest zbiér n niezaleznych zadan J = (1,2,...,n>, ktére nalezy wykona¢ m
jednej maszynie. Dla kazdego zadania okreslony jest czas wykonywania Pj)
oraz niematejeca -funkcja fji R' u (03. * R , j e J. Funkcja fj reprezentuj!
koszt zwigzany z wykonaniem zadania J c J. Mianowicie, jezeli wykonywanie
zadania J zostato zakonczone w chwili Cj ,to jest kosztem wykonani!
tego zadania. Przyjmuje sie, ze w kazdej chwili czasowej maszyna moze rd—
lizowad co najwyzej jedno zadanie oraz realizacji zadania nie mozna przer-
wac¢. Problem polega na znalezieniu uszeregowania (reprezentowanego prze:
zestaw terminéw zakonhczenia Cj , J c J), ktére minimalizuje sumaryczny
koszt wykonania zadan. tatwo pokazac¢, iz w zbiorze uszeregowac optymalnyc¢
istniaje uszeregowanie, w ktérym nie wystepuje przerwy pomiedzy kolejno »
konywanyml zadaniami. Zatem powyzszy problem formu#tuje sie nastepujaco.

Znalez¢ kolejno$¢ wykonywania zadan n* c n, dla ktoérej

F(nS> « min F(fi) , ]

nen
gdzie
n J
F<n) " I fn<j>< 1 Pn(i, >
- 1-1
oraz tr « (n(1) ,n(2>,...,n(n)) Jest persutacjag elementéw zbioru J, zat D

jest zbiorom wszystkich takich peroutacji.

Jak Jut wspominalismy we wstepie, problem (1) Jest silnie NP-trudny. “
pracach (23 oraz (73 podano odpowiednio algorytmy aproksymacyjne dla tej!
problemu przy zatozeniu, te funkcje kosztu og postacii fj(t) « 0aKCO.t—djl
JtJ i fjtt+ - Wj aax (O, t—cfcjl, jej. U nastepnym rozdziata przedstawimy

rytmy tprokoymacyjna dla przypadku dowolnych funkcji kosztu fj(t).

2. felpcrytey aproi ayaacyjne

Ogoélna idea przedstawianych algorytméw aproksymacyjnych polega na Pr,r

glgdmau tylko pswnego podzbioru zbioru H. Podzbiér ton Jest konstruow”'

oparciu o danag poczatkowg peresutaeje era* postac— funkcji kosztu. Jako r«'
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wigzanie algorytmy przyjmuja pormutacje o najmniejszej wartos$ci funkcji ca-
lu z tego podzbioru. Przed ich prezentacjg zdefiniujeay kilka niezbednych
wielkosci. Dla kazdej peroutacji n e U oraz zadania j e 3 aznaczny przez

Oo(ti,j) podzbidér B taki, ze

0<njl = Cg,t(i),..., nlk=1},n(k=-M n(nl), (n<11,j,e <21,...,tr<k-1I1,
n(k+11, ——,n (n )< n (1),...,ntk=1),n<k+1) ,n(n),j»>, tZi
gdzie

k 1 n<kl=>j.

Zbiér 0Cr,j > zawiera n perstutacji igcznio z n. Z definicji <21 wynika, sa
otrzymujemy go przez kolejne ustawianie zadania j na pozycjach 1,2,...,n w
perautacji n. Przykzadowo, dla n = 4 oraz n = (4,1,3,21 i j = 1 zbidér ten

zawiera cztery permutacje <1,4,3,21, <4,1,3,21, <4,3,1,21, <4,3,2,11.
Wprowadzimy dalej funkcje Hsll * n . Wielkos¢ H(ni jest wyznaczana w nas-

tepujacy sposob5

(i) Podstaw F***= o, n.
(ii) Dla kazdego i < i,2,...,n wyznacz permutacje e Q<ni_1,n<i)} apet-—

niajaca

F<n,l = min FCpl
pcO(fTi_J,il <i11

oraz jezeli F(n*l < F*% to podstaw H(nls= n”, F~s*® F(n~I.
Ztuwainy, ze po zakonczeniu wyznaczania wartosci H(n) zachodzi <
F<H(nJ1. w trakcie jej wyznaczania przegladamy zbiér O0O<n,n(lll wybierajac

mjiep&za ze wzgledu na warto$¢ funkcji celu permutacje n”~. Nastepnie prze-
gladamy zbiér D<nl,n<211 wybierajgc perautacje n2< itd. W ostatnim <n-tya)
troku przegladany zbidér O (tin_1,n (nl 1 wybisrajac peroutacje in. Lacznie we
**zystkich krokach przeglgdamy zbiér (@ O<ni_1,n<ill zawierajacy nie
"lecsj niz n" perautacji. W konsekwencji wyznaczona parmutacja H<nl aut
Pijoniajsza warto$¢ funkcji celu na ty» zbiorze.

Rsalizujac og6lnag idee przedstawiong na poczatku rozdziatu proponujesz/

I*, tapujacy algcryt«.
&a’ryta hi

frok 1. Wyznacz peroutacle n ¢ B, dla ktérej Pa{i, 1 Sn«2> 1 S eetnt*

Krok 2. Wylicz H(nt oraz podstaw nH 1ls Htnl.
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Algorytm HI wyznacza peroutacje nH, ktéra traktujemy jako przyblizone roz-
wigzanie problemu <11. Ztozono$¢ obliczeniowa kroku 1 jest rzedu O(nlogn)j
za$ krok 2 ma ztozono$¢ 0<n3), jednakze moze on by¢ implementowany w foraii
procedury o ztozono$ci 0(n2). Stad catkowita z4ozono$¢ algorytmu jest rjei
Oo(n"). i
Z analizy Algorytmu HI wynika, Zze algorytm ten mozna prosto Zmodyfiklo—
wac¢. Modyfikacja ta polega na wielokrotnym wykonaniu kroku 2. Otrzymamy

wtedy nastepujacy algorytm.

Algorytm H2

Krok 1. Wyznacz permutacje n c n,dla ktoérej i Pn(2) * s ptr(n)
Podstaw it« 1, “on.

Krok 2. Wylicz H(n) oraz.podstaw H(n).
Jezeli F(n”) < F<n), to podstaw tr”i“ n*\

Krok 3. Jezeli F(n) i F(nH) lub i - n, to stop.
Podetaw ni« tiH, iz“ i+1 oraz idz do Kroku 2.

uo
Podobnie Jak dla Algorytmu Hi, Algorytm H2 wyznacza permutacje n ktdn
traktujemy jako przyblizone rozwigzanie problemu (1). Ztozono$¢ obliczenie
wa tego algorytmu Jest rzadu 0<n2k), gdzie k — liczba realizacji kroku 3

fc i n>.
3. Polne ograniczenie
Dla problemu (1) dolne ograniczenie LB wartos$ci funkcji celu bedziesy

wyznacza¢ poprzez rozwigzanie odpowiednio sformutowanego zagadnienia przy

dziatu pracy (AP). Metoda ta byta z. powodzeniem stosowana m.in. w pracach

tli, tdl. Ponizej przedstawimy Jej opis.
Niech a bedzie permutacjg elementéw zbioru J taka, ze PCI(j) - Pa() "
i ... i POjnj— Oznaczmy przez stj suma czaséw wykonywania i—1 zadan, w,,
nych kolejno z permutacji o, poczynajac Dd zadania c(l) i nie uwzgledniaj*
zadania J, i ¢ J, J c J. Jako dolne ograniczenie przyjmujemy
u - %‘C’; i;l miTIti)

gdzie wicslkosci a/j iy c J sg okreslona nastepujaca

®
au N ffijor AJF * +»J c J*
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Hspdlczynni ki aij sa rowne minimalnej wartosci kosztu zwigzanej z wykonywa-
nie« zadania j—tego jako i—tego w kolejnos$ci, i,j c J.
Ucelu wykazania, ze wielko$¢ okreslona wzorem (3) jest dolnym cgrani-—

czenien(zauwazmy, iz dla kazdego n e H oraz i c¢c J zachodzi

W1
2 pn(kl * siti<i) *
k«l
Stad. z definicji F(tx), z (4) oraz z faktu, Zze funkcje fj sa nietnalejace,
otrzymujemy
n i—1

F<'> — | fnu){ 1 Pn(@) + Pnii)> 2
i=1 j~i

n h
+ 1 fn (i){ Biti(i> + pn (i)} " £ ain (i) *
i=»l il

Ostatecznie dostajemy nastepujaca nieréwnoscé

n

min F<n) i min V * LB
sen sen in,i)

di potwierdza, ze wielko$¢ LB jest dolnym ograniczeniem dla problemu 11).

mk juz wspominalismy, zagadnienie kolejnosciowe definiujace LB znane
Jest w literaturze jako problem przydziatu pracy <AP> z macierzag kosztéw
okreslong przez (4). Do wyznaczania wspo6tczynnikéw a”j , i,j c J proponu-

jmy zastosowanie nastepujacego algorytmu.

jlgorytm A

~ok 1. Wyznacz permutacje a elementéw zbioru J taka, ze PCKi) s pa<2> *

m' S pcT<n)—

~ok 2. Dla kazdego zadania j c¢ Jwyznacz pozycjepj ,naktérejzadani
wystepuje wpermutacji a. W tym celuwykonaj podstawienia )+ I»
i“r1,2,...n.

~°k 3, Podstaw si> O oraz ii” 1.

Kook 4. Dla kazdego J » 1,2,...,nwykonaj]
jezeli pj + i , to podstaw «jj*“ fj »
Jezeli pj < i , to podztaw 4j ta*Pc<ip-

k** 5« Jezeli iwn”~to stop.
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W przeciwnym przypadku podstaw s:= s+Pa”) * i: i+i oraz przejdi

do kroku 4.

Powyzszy algorytm zostat oparty na spostrzezeniu, ze zgodnie z definicja

5ii 9 G J zachodzi
i-1
2 pctk> jeslti pj i i,
knl
i-1
X pc <k) pj + po(i> jesli nyp <1

W konsekwencji droga prostych przeksztatcen +atwo otrzymac¢ zaleznos$¢ rda—

rencyjna wykorzystywanag w Algorytmie A. Algorytm ten, wyznaczajacy nx lici
(0]

, ma ztozonos$é obliczeniowa rzadu OCn*-). 2 kolei z4ozonos$¢ obliczenie«

zagadnienia {AP> wynosi 0(n2*5). Ostatecznie ztozono$¢ obliczeniowa metod)

wyznaczenia dolnego ograniczenia Jest rzedu 0(n”""").
A. 1J/niki obliczen

Algoryt«y HI i H2 zostaty zaimplementowane w Jezyku FORTRAN i przetester
w&ne na mini komputerze IBM PC/XT. Wyliczenie wartosci H(tt) wystepujace w
Kroku 2 tych algorytmow zostato zaimplementowane w farmie procedury o zlc
zonoc¢ci obliczeniowej rzedu O0(n“). W procedurze korzysta sie z faktu, ze
zamiana dwoéch sasiednich zadan <wystepujeca przy badaniu permutacji ze
zbioru O ,n(i >)) nic zmienia terminéw zakonczenia wykonywania wszyst-
kich pozostatych zadan. W konsekwencji do wyliczania wartosci F(p), dla ko
lejnych f ¢ 0(n”~_j,n(i>># mozna zastosowaé¢ odpowiednig formute rekurencyj"
na, zamiast algorytmu o ztozonoséci O0(n). Uzyskujemy w ten sposdéb ztozonoscé
catej procedury 0(n2) zaoiast oczekiwanej 0<n3>.

Do testowania przyjeto -funkcje kosztu wykonania zadania w postaci -fjw
” Wj aaiiCO,t-djJ, J t J. Wykorzystujac jej specyfika zaproponowano dwa der
datkowo warianty H2.1 oraz H2.2 Algorytmu H2. W Algorytmie H2.1 peroutaW*
n c H z kroku 1 jest wyznaczana wg niemalsjacych wartosci Wj . W Algorr
teiie K2.2 peroutacja n c U jest wyznaczana wed#ug niemalejacych wartosci
wj/pJ —tg/dj -

Dla 'azdego « « 20, 50, 80, 100 ora: t = 0.2, 0.4, 0.6, 0.S wylosowano
10 przyktadow problsMsu 11). Dano da przyktadéw! Wwj, p”, dj, jej wylosowani

jako liczby catkowite? odpowiednio przezs
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(@ generator o rozktadzie réwnomiernym na przedziale [4,151,

(b) generator o rozktadzie réwnomiernym ze $rednig réowng 100n(l-t) i1 wa-
riancja 4n,

(c) generator o rozktadzie normalnym ze $rednig 100 i wariancja 25.

Podany sposéb lasowania przyjeto za praca [81. Dla kazdego wylosowanego

przyktadu wyznaczano LB wg (3), FCn®) oraz b#ad
F(nH)—LB w

H —f7~ — * 100 7 9dy F } o* o°x

o] 7., gdy F(nH> = O,

Ht [HI, H2, H2.1, H2.2J. Powyzsza definicja btedu zostata zaczerpnieta z
pracy [21 i reprezentuje wielkos$¢é okreslajaca “potencjalna” mozliwo$¢
zmniejszenia wartosci -—funkcji celu dla otrzymanego uszeregowania, O < <

i 100 (i)»>= O dla uszeregowania optymalnego). Wyniki obliczen przedstawiono

* Tabeli 1.
Analiza wynikéw z Tabeli 1 prowadzi do nastepujacych spostrzezeh:
<i) Srednia wartos¢ btedu waha sie w granicach 3.38% * 7.85%,za$ mak-
symalna wartos$¢ btedu w granicach 5.41% + 13.51%,
(ii) Srednia wartos$¢ btedu maleje ze wzrostem t dla ustalonego n; nie

obserwuje sie natomiast wptywu zmi‘any n przy ustalonym t na te $Sre-

dnia,

maksymalna wartos$¢ biedu maleje ze wzrostem n przy ustalonym t,
(iv) we wszystkich badanych przyktadach Algorytm HI dawat tylko niewiele
gorsze rezultaty (w sensie wartosci in) od pozostatych algorytmow,

(v) tylko dla n = 20 Algorytm HI generowat czasami tak dobre rozwigzania
(w sensie wartosci 1) jak inne algorytmy; dla pozostatych n wptyw
“zapetlenia” kroku 2 Algorytmu HI Jest znaczacy dla wartosci 1,

(vi> réznice, w sensie wartos$ci i) oraz 1, pomiedzy AlgDrytoaoi K2, H2.1,
H2.2 sga niewielkie,

i) Algorytmy H2, H2.1, H2.2 realizowaty co najwyzej 5 razy Krok 2 (wyni-
ka to z podanych czaséw obliczen), mimo iz teoretycznie mogty go wy-
konywaé n razy.

Ogledniajac powyzsze uwagi(wyci agamy nastepujgce wnioski:

“siystkie zaproponowane Algorytmy sa “zadowalajgco dobre"” dla testowanej
klasy przyktadéw losowych,
KPlyw permutacji poczatkowej" jest nieznaczny; wynika to ze spostrzezenia

“V) i <vi).
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7.85 13.51
3.94 11.48
3.13 10.34
3.35 6.42
7.32 11.22
7.58 9.29
7.16 8.88
4.63 6.31
6.98 .10.56
7.61 9.60
5.89 7.79
5.26 6.68
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7.36 8.76
6.17 7.01
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1 cpu
7 1.0
1 1.0
1 0.9
3 1.0
0 3.8
0 3.6
0 3.7
0 3.6
0 14.3
0 14.4
0 14.1
0 14.3
0 22.1
0 22.2
0 22.1
0 22.2

— ¢rednia arytmetyczna oraz Mkayaalna z

biifdu ] w

“ liczba przyktadow,

o wartosci

— Sredni

X,

funkcji

H2
av max«
7.15 11.55
5.33 11.45
4.57 9.72
3.40 6.42
6.81 10.50
7.37 9.26
6.52 7.79
4.03 3.41
6.67 10.18—
7.49 9.46
3.52 *7.73
4.77 6.27
6.95 8:23
7.27 Bi71
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5.52 6. 12
1 cpu
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8 2.3
8 2.3
8 273
7 13.3
9 17.5
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6 21.2
4 48.0.
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6 59.9
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5 83.4
5 102.2
3 105.3
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.52
02

.69
50
.32
77

.88
.27
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.73
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Tabela 1.
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.56
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21
1.8
13.5

14.1
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4.1
30.6
53.1
46.7

60.4
68.5
79.1
85.2

10 wyznaczonych wartosci

dla ktérych dany algorytm znalazt rozwigzani*

calu réwn

min CFin“1), Fin“2

czas abliczedé na

ej

).

IBfl PC/XT]|

Fin“2*1),

Fin“2*2)1!,
W «ec.
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— fakt, ze liczba powtdérzen Kroku 2 w Algorytmach H2, H2.1, H2.2 jest nie—
" u
wielka oraz roéznica w ocenie i) jest wzglednie nalaj sugeruje, ze w wielu

praktycznych sytuacjach wystarczajgce jest uzycie Algorytmu HI.

5. Uwagi koncowe

Przedstawione w pracy algorytmy aproksymacyjne moga by¢ tatwo rozszerze-
ni na jednomaszynowe problemy z dodatkowymi ograniczeniami kolejnos$ciowyai
Iub niezerowymi terminami gotowos$ci zadan do wykonywania, tzn. problemy po-
staci I|prec|rfj oraz 1\rm|£fj — W przypadku pierwszego problemu poczatkowa
pernutacja n e n powinna by¢;; dodatkowo,, dopuszczalnajtzn. zgodna z wyste-
pujacymi ograniczeniami kolejnos$ciowymi. Ponadto w zbiorze O0<rr™_j,n(i))
badane sa tylko permutacje dopuszczalne. Kontrola dopuszczalnos$ci perouta-—
cji nie iwieksza z+ozonos$ci algorytméw. Z kolei w przypadku'drugiego z wy-
mienionych probleméw zmianie ulega sposéb wyliczania wartos$ci F(n) oraz
Krok 2 algorytméw nie moze by¢ implementowany w formie procedury o z4ozo-
nosci 0(n~>. Zatem z4ozonos$é¢ Algorytmu ,Hi jest wtedy rzedu a Algory-
tm H2 0(n3k>.

Algorytmy H+ oraz H2 moga by¢ tez. stosunkowo tatwo zaadaptowane do roz—
sdozywania problemoéw wielMaszynowych, takich jak np. problemy przeptywowe

czy tez problemy gniazdowe J | |Ef]"
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nPiffiJIHSEHHJE mAJirOPHMJ m 3kwl HEPEHOBAHIIH

F63aace
B crarko paocistTpsiBaeTCii GEXOVEInTH-a 3anaEa nepesoB&Nw ¢ EpmejES

cyicar ctoegidctb BHDOJiHeHHs: aanaE.ilpssnojiaraeTCH , eto ctdhMOctb bhuojihse
33 33EH HBJIHOTCH H8yt3H3a?3qSU (JyHKimeU ee BDSMSHH BHJIOJIHeHIiH. fopMyjEipyEie
Eerape aanpoKc"UHOHiImx a.uropHT..a a npGpcTaBlisnoTCH pesyjThrraTH bhehcjsik-
iVJX SKOnapHMSHTOB, npOBSHSHHHX lyiH CliyEaiiHO K30paHHHX nDHiMepOB.

M»f*OX1ttATIOM ALGORITHMS OF 1J|Ifj SEOUEMCINB PROBLEM

8 fima a s vy

The paper deals with one—raachins scheduling problem with
total cost criterion. It is assumed that the Job processing cost
IB .given by a noodpcrearnrip function isnd depends only on Job
completion time, four approxiRaticin algori thee srs proposed for
this problem. The expertpentalJ analysis of the algorithms is also

earned out.



