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Streszczenie. W pracy rozwazany jest model harmonogramowania produkcji w
wielostopniowym systemie produkcyjnym uwzgledniajacy ograniczenia zasobowe oraz
ograniczenia na dolne poziomy zapas6w. Przedstawiono metodga regularnej agregacji
produktéw umozliwiajgcg uzyskanie modelu o zredukowanym wymiarze i strukturze
takiej samej jak model pierwotny. Podano warunki wystarczajgce do przeprowadzenia
regularnej agregacji. Wyznaczono klasg zadan, dla ktérych optymalne rozwigzanie
problemu pierwotnego moze by¢ zawsze wyliczone z optymalnego rozwigzania prob-
lemu zagregowanego.

1, Zadanie harmonogramowania

Struktura produkcji w systemie wielostopniowym jest okreslona przez skierowany graf
acykliczny G[N, E), gdzie wierzchotki N reprezentujg rdzne typy czesci wystepujace w
procesie produkeyjnym, natomiast luki E oznaczajg relacje technologiczne pomiedzy
poszczegblnymi czeSciami. Luk (i,]) istnieje wtedy i tylko wtedy; gdy czes$¢ t jest
~posrednio wykorzystywana do produkcji czesci j. Kazdemu lukowi (t,/) E E przy-
pisana jest waga r,-y okreslajgca iloS¢ czesci typu i potrzebnych do produkcji wyrobu
i (przyjmuje sie r,y = o,jesli luk (:,j) nie istnieje).

W dalszej czesci pracy bedziemy zaktadaé, ze zbidr wszystkich produktéw N =
0)..,n} mozna podzieli¢ na K grup produktéw podobnych Yj.,k = i,..., A", obej-
mujacych wyroby o zblizonych parametrach produkcyjnych. W obrebie danej grupy
produktow podobnych pomija¢ bedziemy koszty wznowien produkcji, natomiast uwz-
glechiac bedziemy jedynie koszty przezbrojeé miedzy produktami réznych grup.

Problem pierwotny harmonogramowania produkcji w systemie wielostopniowym
Polega Na Wyznaczeniu wielkosci produkcji w poszczegolnych okresach, tak ab}' przy
ograniczonych Srodkach wytwaorczych zaspokoi¢ zapotrzebowania zewnetrzne na wy-
rdy oraz minimalizowac koszty.

Problem PI (problem pierwotny)

()

‘Draca cze$ciowo finansowana w ramach problemu R.P.1.02 w temacie 5.3
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przy ograniczeniach
Lt- D+ *@0)- li[)=dn+ g riy*y@ , teENt=1..T @
0 <Xi(t)<Mvk(t), vk{tje {0,1} , iE Nkui= 1,...T;VkQ@)
ckrivkt[t) d" ¢L Pirtxifi) —Qrt , T=1,...,R]t=1,....T 4
yFENGt=0, . (@)
gdzie oznaczenia:
T - horyzont harmonogramowania,
N - zbior wszystkich produktéow N =
Nk - grupa (podzbiér) produktéw podobnych k—1,...,K,

S{ - zbidr bezposrednich nastepnikéw produktu t,tzn. S, = {j : (*,/) EE},

zmienne decyzyjne:
- wielkos$¢ produkcji wyrobu i w okresie i,

»¢(i) - zmienna binarna okreslajgca wznowienie produkcji k-tej grupy pro-
duktéw podobnych,

/-({) * Etan zapasu produktu t pod koniec okresu #,

parametry (wszystkie nieujemne):

aly - koszt wznowienia produkcji k-tej grupy wyrobow w okresie f,

ca * jednostkowy koszt produkcji wyrobu i w okresie t,

ku - jednostkowy koszt magazynowania produktu i w okresie t,

da ' »»potrzebowanie na produkt i w okresie t,

f*J - ilos¢ czedci typu i potrzebnych do produkcji wyrobu j,

tkrt - ilos¢ jednostek zasobu r zuzywanych w wyniku wznowienia produkgji
k-tej grupy w okresie t,

Piri - ilos¢ jednostek zasobu r zuzywanych w wyniku produkcji jednej jed-

nostki wyrobu i w okresie t,
Qrt « wielkos¢ zasobu r dostepna w okresie t,
7,(0) - poczatkowy stan zapasu produktu *,
la ' minimalny dopuszczalny stan zapasu produktu i w okresie t,
M - duza liczba (wigksza niz maksymalna wielko$¢ produkcji).

Problem PI nalezy do trudnych zadan programowania mieszanego. W sposéb SO
sunkowo efektywny udaje sie rozwigzywac jedynie pewne szczeg6lne podklasy pomyi*
szego problemu przy niewielkiej ilosci zmiennych (patrz [1,2,3]). W praktycznych poj-
padk&ch pozostaje wiec koniecznos¢ stosowania algorytmow przyblizonych. Niezalei®
od rodzaju wykorzystywanych metod celowe jest maksymalne uproszczenie probie®
przed zastosowaniem algorytmdw rozwigzujacych.
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Jednymze sposobdéw uproszczenia jest grupowanie produktow wedtug ich podofcien-
ita technologicznego i zastepowanie produktami zagregowanymi. Interesowaé asa
I§ednek tylko takie przeksztatcenia, w wyniku ktorych uzyskuje sie model o identy-
agstrukturze ograniczen jak model pierwotny. Tego rodzaju uproszczenia bedziemy
LsyWet agregacija regularna.

Wdalszej czesci pracy zostang przedstawione warunki grupowania produktow, spo-
skegregacji oraz metoda przejscia z rozwigzania problemu zagregowanego do rozwig-
zan problemu pierwotnego. Rozdziat drugi pracy dotyczy szczegdlnego przypadku,
mowicie systemu jednostopniowego, gdzie nie wystepuja zaleznosci technologiczne
j«miedzy produktami, tzn. dla kazdego i,j G N zachodzi r,y = 0. Bazujgc na resut-
litachtego rozdziatu, w nastepnym punkcie zostang sprecyzowane warunki regularnej
mpegi dla ogdlnego przypadku.

1 Agregacja w systemach jednostopniowyeh

ksegélnym przypadkiem probemn P | jest zadanie harmonogramowania w systemie
jdoostopniowym opisane modelem.
PrddemP2 (system jednostopniewy)

T [K n
min g jC e««*(*) + £)(«**»(*) + (£1)
fiyograniczeniach
A (i-l) +*i{t)-li{t)=iu , ieN;t=1,....T (2-2)
0<*,(t) < Mvk(t), vk(t) G {0,1}, *GNk;t= 1,...,T;k = 1,...,if(2.3)
ekrtvk{t) "b —Qri>r=1,.. . ijt=1,...,T N
i()>1=* (2.5)

ulejg gnipy produktéw podobnych posiadajacych wiasnosci
hn = Hkt, piri = Pm dla kazdego i GlVfcfc= I, ..., K (2.6)

;ograniczenia (2.2,2.3) oraz (2.5) dla poszczegolnychgrup Nk, k = 1,..., S,
kujemy model zagregowany se zmiefinymi

*F(*)=mE*S) (2.7)

“uje sie, ze tak uzyskany model zagregowany jest w ogélnym przypadku jedynie
-¢bicjg problemu P2 (patrz (4]). Mozna jednak wykazac, ze zastgpienie cgranksen
Pnai silniejsze ograniczenia postaci

A(i)>4, fc®)
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gdzie In jest okreslone rekarencyjnym wzorem

i _ i A®) i=o0 @4
{ max (hutij-i ~¢a) t=1I
prowadzi do utworzenia modelu zagregowanego A2, ktory jestw petni réwnoweit]
problemowi P2.
Problem A2
min Jjj: (8ktvk(t) + <7«X*(f) + 2T«A(t)) 0

przy ograniczeniach

A(*-1)+A()-A(*)=2ott *=1,..3T;:t=1,...T @1
0 < Xk{t) <Mvk{t), vk{t)€{0,1} k=1,...KJt=1,..., T @D
Akrtsk{i)PPkAXk(t)<Qri ,r=1,..32;i=1,....r @B

m > F U k=U.. K;t=1t...T @V
gdzie

Dh = it Fkt= E it = =

sfm’ ieWt @
Zauwazmy, ze ograniczenia (2.8) sa redundancyjne w modelu P2, jednakze wwynih
ich sumowania otrzymujemy ograniczenia (2.14), ktére nie s§ redundancyjne w pdy
lemie zagregowanym. Zachodzi nastepujgce twierdzenie [4).

Twierdzenie 1.Problem A2 posiada rozwigzanie dopuszczalne wtedy i tylko uhfa
gdy problem P2 posiada rozwigzanie dopuszczalne. Optymalne rozwigzanie problem
P2 mozna zawsze otrzyma¢ z optymalnego rozwigzania problemu A2 poprzez tjfi-
rwczenie przeptywow dopuszczalnych w K sieciach odpowiadajgcych ograniczeniefl
(2.2,2.3,2.7,2.8).

S. Agregacja w systemach wielostopniowych

W og6lnym przypadku wiasnosci (2.6) nie wystarczajg do przeprowadzenia ttpr
larnej agregacji i musze, by¢ uzupetnione o dodatkowe warunki. Zatézmy, ze w po®
lemie P1 zbiér N mozna podzieli¢ na grupy produktow podobnych Nk,k = 1,
spetniajacych wiasnosci

WI) ca = = Hkt,pin =Pkri dla kazdego i E Nk,k = 1,...,S
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12)Produkty tej samej pupy nie sg potgczone miedzy sobg bezposrednimi lukam”tea.
jezelit,j GNk to (i,j) 4 E.

V@ Wszystkie wyroby tej samej pupy wymagajg do produkcji tych samych pocbas-
poldw i w takich samych ilosciach,tsn. jezeli *,j) G E ij G Nk, tory = ¢Mn
kazdegoj G Nk.

Wonezs przyjmujac (2.7) mozna zagregowaé problem P 1 do nastepujacej postad
Problen Al (problem zagregowany)

“et g jC o (e« *(*)+ CkiXk{i) + BkiFk(t)} (3.1)
psy ograniczeniach
Fk(t-1)+ Xk{t) - 127*(*)= 0w+ J ~ L2w.X}f) k=1,...,2T;i= 1,...,*5.2)
0 < xk{t) <mvk{t),c. vh{t)c{o,1} &=1, —1,...52(3.3)
£(ekrin{t) + PkaX{t)) <Qrt r=1,..., Atb=1,..., 2(3.4)
() > k=1,...,iT;t=1,...,3(3.5)
jdaeDy — zdefiniowane tak jak w (2.15"
*1 = (11iG4 iG gy G A
% = EieNtUij
Fkt = Eietrt\vt lii + Eier4 nlolit*

Fo — sbi6ér produktéw koncowych, FO= {*:i G/f.A = 0}.
Wmodelu Al w wynika agregacji moge pojawi¢ Sie nowe produkty speismjace
isfuiki W1, W2, W3, mimo iz poczatkowo nie zachodzit dla nich warunek W24
kk wiec mozliwa jest wieloetapowa agregacja i w ogolnym przypadku nie mozna
1tfej jednoznacznie przewidzieé, ktore produkty ulegng w rezultacie agregacji. W
~ej czesci rozdziatu ograniczymy sie do omawiania wiasnosci tylko jednego kroku
BigiciL Wszystkie rozwazania mozna jednak przenies¢ indukcyjnie na przypadek
wieloetapowej.

frierdienie 2.Problem Al jest relaksacji} problemu P1.

Funkcja celu (S.1) jest rownowazna (1.1) przy uwzglednieniu warunku WI
"Nstgwienia (2.7). Analogicznie ograniczenia (3.4) sa rdwnowazne ogrankccnkun
IW. Nieréwnosci (S.3) wynikajg s dodania stronami nieréwnosci (1.3) dla i G Nk
PTodpowiednio duzym M. Ograniczeni'. (3.5) otrzymujemy sumujgc stresami
‘plaicsema (1.5) dla i E Nk \ \{ oraa ograniczenia (?Ji) 1L. i G Nk fi'A. Masa»
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sprawdzi¢, ze podobnie jak w przypadku systemdéw jednostopniowych, zastgpieni
nieréwnosci (1.5) przez (2.8) dla produktéw konAcowych nie prowadzi do zadhwd
smian zbioru rozwigzan dopuszczalnych problemu P1. Réwnania (3.2) sg rezultatem
sumowania rownan (1.2) dla poszczegélnych grup produktow podobnych i uzgedhie-
nia warunkow W2 i W3. Z powyzszego wynika, ze kazde rozwigzanie probiera
P stanowi rozwigzanie dopuszczalne problemu A2 i daje takg samg. wartos¢ fung
celu.D

Twierdzenie 3,Jezeli struktura produkcji problemu PI ma charakter acykliczny,it
struktura produkcji problemu zagregowanego zgodnie z wymogami Y/I, W2, WSkcias
charakter acykliczny.

Dowdd. Zatézmy, ze graf struktury produkcji problemu Al zawiera cykl. Wonds
istnieje cigg produktow-agregatow ki, kz,...,km, taki z2 G Sjt ,fa G 57,... . k(
SL- Skoro fg G Sfj,to istniejg takie produkty ii G Nkvj G Ny 2, zej G A, ar
woéwczas z warunku W3 wynika, ze kazdy produkt j G Nfa spelniaj G Ar Ameb
giczne wasnosci zachodzg dla pozostatych par agregatow (ki kj), (£3,ki),..., (kmkl
W rezultacie istnieje taki cigg produktow *1, »i,...,im, zei2 G = ,:3G

co przeczy zatozeniu o acyklicznosci struktury produkcji problemu PI.D

Zadanie harmonogramowania produkcji w systemie jednostopniowym posiadeto A
korzystny wiasnos¢, ze rozwigzanie problemu zagregowanego dawato sie zawsze sfi-
gregowac w spos6b doktadny (Twierdzenie 1). Okazuje sig, ze w og6lnym przypadb
mozliwosci doktadnej dezagregacji sg bardziej ograniczone. Istniejg bowiem paMedy
zadan, gdzie s rozwigzania problemu zagregowanego nie mozna uzyska¢ dopuszcza-
nego rozwigzania problemu pierwotnego.

Wiasnos$é 1.Rozwigzanie problemu Al nie zawsze mozna zdezagregowad tak by tyl
spetnione warunki dopuszczalno/ci zadania P1.

Dowod. Podamy przyktad zadania, w ktorym warto$¢ funkcji celu dla optymebegf
rozwigzania problemu zagregowanego jest mniejsza od wartosci funkcji celu optynul
nego rozwigzania problemu pierwotnego. Rozwazmy problem harmonogramowaMO
nastepujgcych parametrach: n - 3,r2 = 1,r3i -- 1,70 = {1} A = 2,Ni = {1}>#=
{2,3}T = 2,ci2=2,4u — 1,1 = [,i2(00) = 2,esi = 1 i pozostatych parametr«!
rownych zeru. Mozna sprawdzi¢, ze optymalne rozwigzanie problemu jzagregoV\MVP
daje koszt réwny zcru,np. przy Xi(l) = [,Xi(2) - 0,Xj(l) = 0,Z2(2) = o,gp
Xi(t) = zi(i), Xi (i) = »4(i) + %z(t), E= 1,2. Z drugiej strony warto$¢ funkcji ccluds
optymalnego rozwigzania problemu pierwotnego musi by¢ wieksza od zera(gdy* &
moze jednoczesnie zachodzi¢ 21(2) = 0 i 23(1) = 0. O

Przyktad zamieszczony vr powyzszym dowodzie pokazuje, ze w ogélnym pnyp**!
oszacowanie optymalnej warto$ci funkcji celu problemu P I, uzyskane na drodze rcsW
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unia problemu zagregowanego, moze by¢ dowolnie zte, tsn. blad oszacowania moze
wynodk nawet 100%. Na szczescie istniejg dos¢ szerokie klasy sadas, gdzie opty-
mare rozwigzanie problemu zagregowanego mozna zawsze zdezagregowaé w opty-
narerozwigzanie problemu pierwotnego.

Twierdzenie i.Nieck spetnione b&d{} warunki W1,V/2,W3. Jezeli wszystkie produkty
fodlogejgee agregacjit tzn. produkty {t : t G N};,iivy > I,k = 1,..., E}jspehiajg
jtienz warunkéw:

i G Vo
lit  —liji— ~ lii t=1,...,1 (3-6)

tuprobkm Al posiada rozwigzanie dopuszczalne wtedy i tylko wtedyfgdy problem Pl
posiach rozwigzanie dopuszczalne.

Dowdd Zgodnie s twierdzeniem 2 pnJblem Al jest relaksacjg problemu P 1, satem
jedli istnieje rozwigzanie dopuszczalne w P 1, to istnieje rozwigzanie dopuszczalne w
A Mech Xj; (t)tFi.{t},k = 1, = 1,...,T, bedzie rozwigzaniem problemu
A, Pokazemy, ze z tego rozwigzania moze by¢ wyliczone rozwigzanie dopuszczalne
paddemu P 1, csyli Ze istnieje rozwigzanie dopuszczalne w problemie dezagregacji

(i-1) + sii)-J,(t) = dif+ E Tijzjit) ieNkt=1,...tT (3.7
¢ M) =xk (3-8)
m > L Zi{t)>0 (3.9
1 N
(&&= la ieN~nVo
La 8£ IlIt\

Zwarunku W3 wynika, ze

£ »(*)= £ (3.10)
yes; leSi

A= {i:istniejej G Ni oras (»j) € -S). Prawa strona réwnan (3.7) jest wiec

=im i=o
1 max {litilij— —¢a) i —1lj.oe .ie
feewaz na mocy zatozenia (3.6) sachodsi La > Lij-i - ¢a dla kazdegoi £ N,t —

U.,T,wiec la = [a dla dowolnego nawigzania dopesscsainegc Xj(i). Z twierdsa*
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nia 1 wynika zatem, ze problem dezagregacji okre$lony ograniczeniami (373835
posiada rozwigzanie dopuszczalne.O

W literaturze najczesciej jest rozpatrywany w przypadek zadan harmonograméw
nia produkcji z zerowymi stanami poczatkowymi zapaséw i zerowymi dolnymi d
puszczalnymi poziomami zapasow. Jak wynika z twierdzenia 4, problemy takie mob
zawsze dezagregowac w sposob doktadny.

4. Desagregacja

Ograniczenia (3.7,3.8,3.9) facznie z zaleznoscig (3.10) stanowig podstawowy nudl
dezagregacji problemu Al. Rozwigzanie problemu P 1 moze wiec by¢ wyliczone popra
znalezienie przeptywdw dopuszczalnych w K sieciach o strukturze przedstawionej u
rys. 1.

Ryn. 1. Sieé dezagregacji dla k-tej grupy wyrobow.
Fig. 1. The disaggregation network for the k —ih group of products.

Przy dokonywaniu tylko jednego etapu dezagregacji zachodzi wtasno$¢ (3.10), »1®
posauHwame przeptywow dopuszczalnych w deciach z rys. i. moze odbywac sfs
sposob nksslezny, tsn. jednoczesnie np. ca K réwnolegtych procesorach.
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Jak juz wspomniano, proces agregacji moze by¢ przeprowadzany w wiekszej ilosci
egoow niz jeden. Naturalnym sposobem przeksztatcenia rozwigzania wynikowego
problemu zagregowanego w rozwigzanie problemu pierwotnego, jest dezagregacja posz-
tiegdlnych etapow przeprowadzana w kolejnosci odwrotnej niz agregacja. W rezulta-
dewyliczane sa wéwczas wartosci rozwigzan wszystkich posrednich modeli zagre-
gonanych

Okazuje sie, ze proces dezagregacji mozna tez przeprowadzi¢ bezposrednio w jednym
boku. Model dezagregacji stanowig wtedy réwniez ograniczenia (3.7,3.8,3.9), przy
wmzbidr Ni. jest rozumiany jako zbiér wszystkich produktow tworzacych Catate-
arywynikowy agregat, a nie jako zbiér produktow agregowanych w jednym etapie.
Poszukinanie przeptywdw dopuszczalnych w sieciach odpowiadajgcych ograniczeniom
(373839 nie moze sie jednak odbywaé w tym przypadku w sposéb niezalezny,
ponienez whasnos$é (3.10) moze nie zachodzi¢. Z twierdzenia 3 wynika, ze graf struk-
tuy produkcji problemu zagregowanego jest acykliczny, zatem mozna tak zorgani-
né proces dezagregacji, ze wartosci Xj(t) dla j £ 5- beda wyliczane wcze$niegj
niwartosci Sj(z). Najpierw musza by¢ dezagregowane agregaty korncowe, potem ich
poprzednicy, itd..

Pokazemy na zakonczenie,w jaki spos6b mozna dokonywac agregacji i dezagre-
pdi, gdy warunek W nie jest dokfadnie spetniony. Zatozmy najpierw, ze wartosci
parametréw ea,ha,t = 1,..., T dla produktow tych samych grup sa zblizone, lecz
nigkoniecznie rowne. Problem P 1 mozna wtedy zagregowac do postaci Al przyjmujac

pewne koszty zagregowane, np. bedace kombinacjg wypuktg parametrow
€ NKk. Dezagregujac rozwigzanie powyzszego problemu poprzez minimali-
funkcji

z~ "khnli[t))

W ograniczeniach (3.7,3.8,3.9), otrzymujemy suboptymalne rozwigzanie problemu

fl (rozwigzanie to zawsze istnieje, jezeli spetnione sg pozostate warunki sformutowane

*twierdzeniu 4). Od sposobu wynacsania kosztow zagregowanych zalezy oczywiscie
uzyskiwanego rozwiazania.

Qly parametry dlai E Nk,k = 1,...,JT nie sg zgodne, to przy nieduzych
fafeznosdach mozemy przyja¢ w modelu Al wartos¢ = max(p,-rf : *£ Nfc)-
AMensposob ograniczamy zbior rozwigzan dopuszczalnych problemu zagregowanego,
A jezeli zbior ten nie jest pusty, to dla zadan spetniajagcych zatozenia twierdzenia 4
*#amy rozwigzanie dopuszczalne problemu pierwotnego.

ZakoncseBie

podstawie rozwazan przeprowadzonych w pracy mozna zaproponowac nastepujacy
*5%schemat roswigsy”wmia problemu FL
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1 Agregacja Badania.
2. Rozwigzywanie problemu zagregowanego.
3. Dezagregacja rozwigzania zagregowanego.

W wyniku takiego postepowania dla klasy zadan harmonogramowania produkcji g
niajgcej sformutowane w rozdziale 3 warunki regularnosci uzyskujemy optymalne s
wi”zanie problemu pierwotnego. Dla innych zadan rozwigzanie odpowiednio sfomr
towanego problemu zagregowanego stanowi¢ moze jedynie dolne oszacowanie, Kae
moze by¢ wykorzystywane np. w metodzie podziatu i ograniczen.
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CONDITIONS OF THE REGULAR AGGREGATION OF PRODUCTS IN
MULTISTAGE PRODUCTION SYSTEMS

Summary

Production jscheduling model In multistage production system with resource constraints

general Initial and safety stock levels Is considered. We present a method of regular 050*8?*"
of items which allows the aggregated model having the same structure as the original mow >
be obtained The conditions tor regular aggregation ore given and a class of problems 8uow£j

the optimal solution of the original problem to be found from the solution of the aggraQilK
problem Is specified



