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Streszczenie. W pracy rozważany je s t model harm onogram owania produkcji w 
wielostopniowym system ie produkcyjnym uwzględniający ograniczenia zasobow e oraz 
ograniczenia na dolne poziomy zapasów . Przedstaw iono m etodą regularnej agregacji 
produktów umożliwiającą uzyskanie modelu o zredukowanym wymiarze i strukturze 
takiej sam ej jak model pierwotny. Podano warunki w ystarczające do przeprowadzenia 
regularnej agregacji. W yznaczono k lasą  zadań , dla których optym alne rozwiązanie 
problemu pierw otnego m oże być zaw sze  wyliczone z optym alnego rozwiązania prob­
lemu zagregow anego.

1, Zadanie harm onogram ow ania

Struktura produkcji w systemie wielostopniowym jest określona przez skierowany graf 
acykliczny G[N, E ), gdzie wierzchołki N  reprezentują różne typy części występujące w 
procesie produkcyjnym, natomiast luki E  oznaczają relacje technologiczne pomiędzy 
poszczególnymi częściami. Luk (i , j ) istnieje wtedy i tylko wtedy; gdy część t jest 
^pośrednio wykorzystywana do produkcji części j .  Każdemu lukowi (t,/ )  E E  przy­
pisana jest waga r,-y określająca ilość części typu i  potrzebnych do produkcji wyrobu 
i (przyjmuje się r,y =  0, jeśli luk ( :,j)  nie istnieje).

W dalszej części pracy będziemy zakładać, że zbiór wszystkich produktów N  =  
0)...,n} można podzielić na K  grup produktów podobnych Yj.,k  =  i,..., A", obej­
mujących wyroby o zbliżonych parametrach produkcyjnych. W obrębie danej grupy 
produktów podobnych pomijać będziemy koszty wznowień produkcji, natomiast uwz­
ględniać będziemy jedynie koszty przezbrojeó między produktami różnych grup.

Problem pierwotny harmonogramowania produkcji w systemie wielostopniowym 
Polega na wyznaczeniu wielkości produkcji w poszczególnych okresach, tak ab}' przy 
ograniczonych środkach wytwórczych zaspokoić zapotrzebowania zewnętrzne na wy­
roby oraz minimalizować koszty.

Problem PI (problem pierwotny)

(1.1)
n

'Draca częściow o finansow ana w ram ach problemu R.P.1.02 w tem acie 5.3
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przy ograniczeniach

I,(t -  1) +  *,(i) -  Ii[t) =  dn +  g  rjy*y(i) , t €  N ;t =  1, . . . , T  (1.2)

0 < X i(t)< M v k(t), vk{ t je  {0,1} , iE  N k\ ł=  1, ...,T ;V k (1J)

ckrivkt[t) d" ¿L Pirtxifi) — Qrt , T = 1 , . . . ,  R ]t = 1 , . . .  ,T  (1.4)

, * €  N',t =  i ,  . . . , r  (U)

gdzie oznaczenia:
T  - horyzont harmonogramowania,
N  - zbiór wszystkich produktów N  =
Nk - grupa (podzbiór) produktów podobnych k — 1 , . . . ,K ,
S{ - zbiór bezpośrednich następników produktu t,tzn. S, =  { j  : (*,/) E E},

zmienne decyzyjne:
- wielkość produkcji wyrobu i  w okresie i,

»¿(i) - zmienna binarna określająca wznowienie produkcji k-tej grupy pro­
duktów podobnych,

/,-({) • Etan zapasu produktu t pod koniec okresu ł,
parametry (wszystkie nieujemne):
a/y - koszt wznowienia produkcji k-tej grupy wyrobów w okresie f,
ca * jednostkowy koszt produkcji wyrobu i w okresie t,
ku - jednostkowy koszt magazynowania produktu i  w okresie t,
da '  »»potrzebowanie na produkt i  w okresie t,
f*J - ilość części typu i potrzebnych do produkcji wyrobu j ,
tkrt - ilość jednostek zasobu r  zużywanych w wyniku wznowienia produkcji

k-tej grupy w okresie t,
Piri - ilość jednostek zasobu r  zużywanych w wyniku produkcji jednej jed­

nostki wyrobu i w okresie t,
Qrt • wielkość zasobu r  dostępna w okresie t,
7,(0) - początkowy stan zapasu produktu *,
la  '  minimalny dopuszczalny stan zapasu produktu i  w okresie t,
M  - duża liczba (większa niż maksymalna wielkość produkcji).

Problem P I należy do trudnych zadań programowania mieszanego. W s p o s ó b  sto­
sunkowo efektywny udaje się rozwiązywać jedynie pewne szczególne podklasy powyi* 
szego problemu przy niewielkiej ilości zmiennych (patrz [1,2,3]). W praktycznych poj- 
padk&ch pozostaje więc konieczność stosowania algorytmów przybliżonych. Niezalei® 
od rodzaju wykorzystywanych metod celowe jest maksymalne uproszczenie próbie® 
przed zastosowaniem algorytmów rozwiązujących.
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Jednym ze sposobów uproszczenia jest grupowanie produktów według ich podofcień- 
ita technologicznego i zastępowanie produktami zagregowanymi. Interesować asa 
!>5<l$jednak tylko takie przekształcenia, w wyniku których uzyskuje się model o identy- 
cmej strukturze ograniczeń jak model pierwotny. Tego rodzaju uproszczenia będziemy 
usywać agregacją regularną.
W dalszej części pracy zostaną przedstawione warunki grupowania produktów, spo­

sób agregacji oraz metoda przejścia z rozwiązania problemu zagregowanego do rozwią­
zań problemu pierwotnego. Rozdział drugi pracy dotyczy szczególnego przypadku, 
mówicie systemu jednostopniowego, gdzie nie występują zależności technologiczne 
¡«między produktami, tzn. dla każdego i , j  G N  zachodzi r,y =  0. Bazując na resuł- 
litach tego rozdziału, w następnym punkcie zostaną sprecyzowane warunki regularnej 

■ ipegacji dla ogólnego przypadku.

1, Agregacja w  system ach jednostopniow yeh

ksególnym przypadkiem probemn P l  jest zadanie harmonogramowania w systemie 
jdoostopniowym opisane modelem.
Problem P2 (system jednostopniewy)

T [ K n
min g  jC  •««*(*) +  £)(«**»(*) +  (Ł1)

!fiy ograniczeniach

A ( i - l) + * i { t ) - I i { t ) = iu  , i e N ; t = l , . . . , T  (2-2)
0<*,(t) <  M vk(t), vk(t) G {0,1} , * G Nk; t=  1, . . . ,T ; k  =  1, . . . , i f (2 .3 )

ekrtvk{t) "b —Qrł > r  =  1, . .  . ,  ii; t  =  1 , . . . ,  T  {^-^)

i i ( i ) > I *  , (2.5)

uleją gnipy produktów podobnych posiadających własności

hn = Hkt, piri = Pm  dla każdego i GJVfc,fc =  l ,  . . . , K  (2.6)

: ograniczenia (2.2,2.3) oraz (2.5) dla poszczególnych grup Nk, k  =  1 , . . . ,  S ,  
ku jem y model zagregowany se zmień nymi

* * ( * ) = ■ § * $ )  (2 .7 )

•̂ uje się, że tak uzyskany model zagregowany jest w ogólnym przypadku jedynie 
'-¿bicją problemu P2 (patrz (4]). Można jednak wykazać, że zastąpienie cgrankseń 

Pnai silniejsze ograniczenia postaci

A ( i ) > 4 ,  fc®)
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gdzie ln  jest określone rekarencyjnym wzorem

i. _  i A‘(°) i  =  0  (2,5]
{ max ( h u t i j - i  ~  ¿a) t = l

prowadzi do utworzenia modelu zagregowanego A2, który jest w pełni równowaitj
problemowi P2.

Problem A2

min J j  j :  (8ktvk(t) +  <7« X*(f) +  2T«Ą(t)) (2.10)

przy ograniczeniach

Ą ( * - 1 )  +  Ą ( i ) - Ą ( * )  =  2>tt , * =  l , . . . , J T ; t = l , . . . , T  (2.11)
0  < X k{t) < M vk{t), vk{t) €  {0,1} , k  =  1, . . . ,K ] t  =  1, . . . ,T  (2.12)

^ k r t » k { i ) P P k ń X k(t)< Q ri , r  =  l , . . . , J 2 ; i  =  l , . . . , r  (2.15)

m > F ü  , k  = U . . . ,K ; t  =  l t . . . ,T  (2.M)

gdzie

Dh = Ę  ¿it Fkt=  E  lit  =  =  (2.15)
sefiTt ieWł

Zauważmy, że ograniczenia (2.8) są redundancyjne w modelu P 2 , jednakże w wynih 
ich sumowania otrzymujemy ograniczenia (2.14), które nie s§ redundancyjne w prob’ 
lemie zagregowanym. Zachodzi następujące twierdzenie [4).

Twierdzenie 1 .Problem A2 posiada rozwiązanie dopuszczalne wtedy i tylko uhfa 
gdy problem P2 posiada rozwiązanie dopuszczalne. Optymalne rozwiązanie problem 
P2 można zawsze otrzymać z optymalnego rozwiązania problemu A2 poprzez trjfi- 
rwczenie przepływów dopuszczalnych w K  sieciach odpowiadających ograniczeniefl 
(2.2,2.3,2.7,2.8).

S . Agregacja w  system ach wielostopniow ych

W ogólnym przypadku własności (2.6) nie wystarczają do przeprowadzenia ttpr 
larnej agregacji i muszę, być uzupełnione o dodatkowe warunki. Załóżmy, że w prô  
lemie P l zbiór N  można podzielić na grupy produktów podobnych N k,k  =  1, 
spełniających własności

Wl) ca =  = Hkt,piń = P kri dla każdego i  E Nk,k  =  1, . . . , S
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12) Produkty tej samej pupy  nie są połączone między sobą bezpośrednimi luŁam^tea. 
jeżeli t , j  G N k to ( i,j)  4  E .

W3) Wszystkie wyroby tej samej pupy  wymagają do produkcji tych samych pocbas- 
polów i w takich samych ilościach, tsn. jeżeli (*', j )  G E  i j  G Nk, to r,y =  ¿Mn 
każdego j  G N k.

Wówcza3 przyjmując (2.7) można zagregować problem P l  do następującej postad 
Problem A l  (problem zagregowany)

“““ g j C  (•«*'*(*)+  CkłX k{i) +  BkiFk(t)} (3.1)

psy ograniczeniach

Fk( t - 1) +  X k { t)  -  !?*(*) =  0 w  +  J ^ 12w .X}(f) k  =  l ,  . . . , 2T;i  =  1,  . . . , * 5 .2 )

0 < X k { t)  < M v k { t ) ,c. vh{t) G {0 , 1} & =  1, — 1, . . . s2(3.3)

£ ( e k r i n { t )  +  P k ń X { t ) )  < Q r t  r  =  1 , . . . , Ą ł  =  1, . . . , 2 ( 3 .4 )

■Ffc(t) >  k  =  1 , . . . ,  iT; t  =  1 , . .  .,3(3.5)

jdae D y  —  zdefiniow ane ta k  ja k  w  (2. 15^

*1 =  ( l : i G 4 i G ą y G Ą
%  =  E ieN tU ij

Fkt = Eietrt \vt  Iii +  Eier4 nl/o lit*
Fo —  sb iór  prod u k tów  końcow ych , F0 =  { * :  i  G / f . Ą  =  0 } .

W modelu Al w wynika agregacji mogę pojawić śię nowe produkty speismjące 
i5f'uiki Wl, W2 , W3, mimo iż początkowo nie zachodził dla nich warunek W2L 
kk więc możliwa jest wieloetapowa agregacja i w ogólnym przypadku nie można 
1 tfej jednoznacznie przewidzieć, które produkty ulegną w rezultacie agregacji. W 
^fej części rozdziału ograniczymy się do omawiania własności tylko jednego kroku 
!9igiciL Wszystkie rozważania można jednak przenieść indukcyjnie na przypadek 

wieloetapowej.

frierdienie 2.Problem A l  jest relaksacji} problemu P l.

Funkcja celu (S.1) jest równoważna (1.1) przy uwzględnieniu warunku Wl 
' Nstgwienia (2.7). Analogicznie ograniczenia (3.4) są równoważne ogrankccnkun 
IW). Nierówności (S.3) wynikają s dodania stronami nierówności (1.3) dla i  G Nk 
P̂T odpowiednio dużym M . Ograniczeni'. (3.5) otrzymujemy sumując stresami 
'płaicsema (1.5) dla i  E Nk \  Vg oraa ograniczenia (?Ji) 1L. i  G Nk fi 'Ą. Masa»
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sprawdzić, że podobnie jak w przypadku systemów jednostopniowych, zastąpieni 
nierówności (1.5) przez (2.8) dla produktów końcowych nie prowadzi do żadnyd 
smian zbioru rozwiązań dopuszczalnych problemu PI. Równania (3.2) są rezultatem 
sumowania równań (1.2) dla poszczególnych grup produktów podobnych i uwzględnię- 
nia warunków W2 i W3. Z powyższego wynika, że każde rozwiązanie probiera 
P I stanowi rozwiązanie dopuszczalne problemu A2 i daje taką samą. wartość funicj 
celu.D

Tw ierdzenie 3, Jeżeli struktura produkcji problemu PI ma charakter acykliczny,it 
struktura produkcji problemu zagregowanego zgodnie z wymogami Y/l, W2, WSłcias 
charakter acykliczny.

Dowód. Załóżmy, że graf struktury produkcji problemu A l zawiera cykl. Wówcks 
istnieje ciąg produktów-agregatów k i ,k z , . . . ,k m, taki że G Sjt , f a  G 5 ^ , . . . , k ( 
SL-  Skoro fcj G S£j,to  istnieją takie produkty ii G Nkv j  G Ny_2, że j  G Ą,. Alf 

wówczas z warunku W3 wynika, że każdy produkt j  G Nfa spełnia j  G Ąr  Anab 
giczne własności zachodzą dla pozostałych par agregatów (ki,k j), (£3, k i) ,. . . ,  (km, kl 
W rezultacie istnieje taki ciąg produktów *1, »i,. . . , i m, że i'2 G , ¿3 G 

co przeczy założeniu o acykłiczności struktury produkcji problemu Pl.D

Zadanie harmonogramowania produkcji w systemie jednostopniowym posiadało Ą 
korzystny własność, że rozwiązanie problemu zagregowanego dawało się zawsze sdffl- 
gregować w sposób dokładny (Twierdzenie 1). Okazuje się, że w ogólnym przypadb 
możliwości dokładnej dezagregacji są bardziej ograniczone. Istnieją bowiem przykłady 
zadań, gdzie s rozwiązania problemu zagregowanego nie można uzyskać dopuszcza­
nego rozwiązania problemu pierwotnego.

W łasność 1.Rozwiązanie problemu A l nie zawsze można zdezagregowaó tak,by tyl 
spełnione warunki dopuszczalno/ci zadania PI.

Dowód. Podamy przykład zadania, w którym wartość funkcji celu dla optymabegf 
rozwiązania problemu zagregowanego jest mniejsza od wartości funkcji celu optynul 
nego rozwiązania problemu pierwotnego. Rozważmy problem harmonogramowaMO 
następujących parametrach: n -  3 ,r2i =  l , r 3i -- 1,70 =  { l} ,A  =  2, N i =  {1}>#= 
{2,3},T =  2 ,ci2 =  2 , ¿u  —  1, C21 =  l , i 2(0 ) =  2 ,esi =  1 i pozostałych param etr«! 

równych zeru. Można sprawdzić, że optymalne rozwiązanie problemu ¡zagregoWMP 
daje koszt równy zcru,np. przy X i(l)  = l,X i(2 ) -  0 ,X j(l) =  0 ,Z 2(2) =  0, gp 
X i(t) =  zi(i), X i (i) =  x% (i) + %z(t), £ =  1,2. Z drugiej strony wartość funkcji celu dis 
optymalnego rozwiązania problemu pierwotnego musi być większa od zera(gdy* & 
może jednocześnie zachodzić 21 (2) =  0  i 2 3 (1) =  0 . □

Przykład zamieszczony vr powyższym dowodzie pokazuje, że w ogólnym pnyp*“ ! 
oszacowanie optymalnej wartości funkcji celu problemu P l, uzyskane na drodze rcsW
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unia problemu zagregowanego, może być dowolnie złe, tsn. błąd oszacowania może 
wynodć nawet 100%. Na szczęście istnieją dość szerokie klasy sadaś, gdzie opty­
malne rozwiązanie problemu zagregowanego można zawsze zdezagregować w opty­
malne rozwiązanie problemu pierwotnego.

Twierdzenie i.N ieck spełnione b§d{} warunki W1,V/2,W3. Jeżeli wszystkie produkty 
foólcgcjgce agregacji^ tzn. produkty {t : t G N};, ¡iV |̂ > l ,k  = 1 , . . . ,  E } j spełniają 
jtien z warunków:

i G Vo
lit  — liji—l ~  l i i  t  =  1, . . . , 1T (3-6)

tuprobkm A l posiada rozwiązanie dopuszczalne wtedy i tylko wtedyf gdy problem PI 
posiada rozwiązanie dopuszczalne.

Dowód Zgodnie s twierdzeniem 2 pnJblem A l jest relaksacją problemu P I, satem 
jaeli istnieje rozwiązanie dopuszczalne w P I, to istnieje rozwiązanie dopuszczalne w 
Al. Mech Xj;(t)tFi.{t},k =  1 , =  1, . . . ,T, będzie rozwiązaniem problemu
Al, Pokażemy, że z tego rozwiązania może być wyliczone rozwiązanie dopuszczalne 
problemu P l, csyli że istnieje rozwiązanie dopuszczalne w problemie dezagregacji

/ ł( i - l )  +  sri ( i ) - J , ( t )  =  dif+  E  TijZjit) i e N k, t = l , . . . tT  (3.7)

¿ ^ )  = x k  (3-8)

m > L  Zi{t) > 0 (3.9)

la  ieN ^ n V o  
La 8 £  II t  \
W 3 wynika, że

£  '»/*»(*) =  £  (3.10)
yes’; leSi

Ą = { i : istnieje j  G Ni oras (», j )  €  -S). Prawa strona rćwnań (3.7) jest więc

= i m  i = o
1 max { l i t i l i j—i — ¿a) i — l j . • •, .i •

feeważ na mocy założenia (3.6) sachodsi La > L i j- i  -  ¿a dla każdego i  £  N ,t  — 
U.,T, więc l a  =  [a  dla dowolnego nawiązania dopesscsainegc Xj(i). Z twierdsa*

(&»& =  j

Zwarunku
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nia 1 wynika zatem, że problem dezagregacji określony ograniczeniami (3.7,3.8,3.Sj 
posiada rozwiązanie dopuszczalne. □

W literaturze najczęściej jest rozpatrywany w przypadek zadań harmonogramów 
nia produkcji z zerowymi stanami początkowymi zapasów i zerowymi dolnymi do­
puszczalnymi poziomami zapasów. Jak wynika z twierdzenia 4, problemy takie mob 
zawsze dezagregować w sposób dokładny.

4 .  D esagregacja

Ograniczenia (3.7,3.8,3.9) łącznie z zależnością (3.10) stanowią podstawowy modd 
dezagregacji problemu Al. Rozwiązanie problemu P I może więc być wyliczone popna 
znalezienie przepływów dopuszczalnych w K  sieciach o strukturze przedstawionej u 
rys. 1.

Ryn. 1. Sieć dezagregacji dla k-tej grupy wyrobów.
Fig. 1. The disaggregation network for the k — ih  group of products.

Przy dokonywaniu tylko jednego etapu dezagregacji zachodzi własność (3 .10), »1® 
posauHwame przepływów dopuszczalnych w dęciach z rys. i .  może odbywać sfs 
sposób nkssleżny, tsn. jednocześnie np. ca K  równoległych procesorach.
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Jak już wspomniano, proces agregacji może być przeprowadzany w większej ilości 
etapów niż jeden. Naturalnym sposobem przekształcenia rozwiązania wynikowego 
problemu zagregowanego w rozwiązanie problemu pierwotnego, jest dezagregacja posz- 
tiególnych etapów przeprowadzana w kolejności odwrotnej niż agregacja. W rezulta­
cie wyliczane są wówczas wartości rozwiązań wszystkich pośrednich modeli zagre­
gowanych.
Okazuje się, że proces dezagregacji można też przeprowadzić bezpośrednio w jednym 

boku. Model dezagregacji stanowią wtedy również ograniczenia (3.7,3.8,3.9), przy 
uym zbiór Ni. jest rozumiany jako zbiór wszystkich produktów tworzących ©3tate- 
cmy wynikowy agregat, a nie jako zbiór produktów agregowanych w jednym etapie. 
Poszukiwanie przepływów dopuszczalnych w sieciach odpowiadających ograniczeniom 
(3,7,3.8,3.9) nie może się jednak odbywać w tym przypadku w sposób niezależny, 
ponieważ własność (3.10) może nie zachodzić. Z twierdzenia 3 wynika, ze graf struk­
tury produkcji problemu zagregowanego jest acykliczny, zatem można tak zorgani- 
tow&ó proces dezagregacji, że wartości Xj(t) dla j  £  5,- będą wyliczane wcześniej 
ni wartości Sj(ź). Najpierw muszą być dezagregowane agregaty końcowe, potem ich 
poprzednicy, itd..
Pokażemy na zakończenie, w jaki sposób można dokonywać agregacji i dezagre- 

pcji, gdy warunek W l nie jest dokładnie spełniony. Załóżmy najpierw, że wartości 
parametrów ea ,h a ,t  =  1 , . . . ,  T  dla produktów tych samych grup są zbliżone, lecz 
niekoniecznie równe. Problem P I  można wtedy zagregować do postaci A l przyjmując 

pewne koszty zagregowane, np. bedące kombinacją wypukłą parametrów 
€ Nk. Dezagregując rozwiązanie powyższego problemu poprzez minimali- 

funkcji

z ~  "k hnli[t))

W ograniczeniach (3.7,3.8,3.9), otrzymujemy suboptymalne rozwiązanie problemu 
fl (rozwiązanie to zawsze istnieje, jeżeli spełnione są pozostałe warunki sformułowane 
* twierdzeniu 4). Od sposobu wynacsania kosztów zagregowanych zależy oczywiście 

uzyskiwanego rozwiązania.
Gdy parametry dla i  E Nk,k  =  1 , . . . , JT nie są zgodne, to przy niedużych 

fafeżnośdach możemy przyjąć w modelu A l wartość = max(p,-rf : * £  Nfc)- 
^ fen sposób ograniczamy zbiór rozwiązań dopuszczalnych problemu zagregowanego, 
^ jeżeli zbiór ten nie jest pusty, to dla zadań spełniających założenia twierdzenia 4 
‘*#amy rozwiązanie dopuszczalne problemu pierwotnego.

ZakońcseBie

podstawie rozważań przeprowadzonych w pracy można zaproponować następujący 
*5% schemat roswiąsy^wmia problemu FŁ
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1. Agregacja Badania.

2 . Rozwiązywanie problemu zagregowanego.
3. Dezagregacja rozwiązania zagregowanego.

W wyniku takiego postępowania dla klasy zadań harmonogramowania produkcji speł­
niającej sformułowane w rozdziale 3 warunki regularności uzyskujemy optymalne rcs- 
wi^zanie problemu pierwotnego. Dla innych zadań rozwiązanie odpowiednio sformu­
łowanego problemu zagregowanego stanowić może jedynie dolne oszacowanie, które 
może być wykorzystywane np. w metodzie podziału i ograniczeń.
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B paôOTa paoossarpsBaeTOff aogejs Kajrenmapsoro rraaKHpDsams b uHoroyp- 
HSBoa npoB3BoscTB9KHO0 cectcmq , yuHTHBaBmeS peoypcHHe orpaHHueHHK H orgtr 
HOBEsi jm  HHXBero ypoBiia sanacoB. JJpn m ro s  peryrapHoa arrperauHH my*  
sa o peaynHpoBaHHEM pa3ùapoM. üshh nooTaTousue yomoBHS ana npoBejpHHS g* 
ryanpHoa arrporaiiza. QnpegaaëH aaaoo sajtan ryis pememm nepBtrfflounpoow

CONDITIONS OF THE REGULAR AGGREGATION OF PRODUCTS IN 
MULTISTAGE PRODUCTION SYSTEMS

Summary

Production ¡scheduling model In m ultistage production system  with resource constraints 
general Initial and safe ty  stock  levels Is considered. We presen t a  m ethod of regular 050*8?“°" 
of item s which allows the agg regated  model having the sam e structure a s  the original mow >" 
be  ob ta ined  The conditions tor regular aggregation ore given and  a c la s s  o f problems 8uow£j 
the optimal solution of the original problem to  b e  found from the solution of the aggraOilK 
problem Is sp ec ifie d


