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ZAGADNIENIE WRAZLIWOSCI ROZWIAZAN OPTYMALNYCH ZADAN SZEREGOWANIA

Streszczenie. Wartykule sformutowano zadania optymalizacji uw-
zglgdnlajqce przyblizona znajomo$¢ parametréw opisujgcych proces
produkcyjny. Celem optymalizacji jest znalezienie rozwigzania mato
wrazliwego (w sensie kryterium) na zmiany parametréw tak zwanego
rozwigzania bezpiecznego. Na przyktadach poréwnano rozwigzania bez-
pieczne z rozwigzaniaml optymalnymi w sensie $rednim.

1 Wstep

Poszukiwanie rozwigzan optymalnych zadan szeregowania wystepujacych
wautomatyzacji dyskretnych proceséw produkcyjnych wigze sie, na'ogot-, z
rozwigzaniem ztozonych probleméw dyskretnej optymalizacji wymagajacych
duzego naktadu czasu obliczern i pamieci komputera. Efektem tych obliczen
jest rozwigzanie (optymalne lub przyblizone), ktére jest dobre jedynie
dla konkretnych danych operacyjnych rozpatrywanego zadania szeregowania
(tzn. dla konkretnego zestawu liczb)..Czesto niewielka zmiana danych
(parametréw) powoduje, ze wyznaczone z tak duzym naktadem S$rodkéw (czasu
1pamieci komputera) rozwigzanie jest rozwigzaniem nie tylko znacznie od-
legtym od optymalnego (zupeinie inne uszeregowanie), ale takze ztym w
sensie wartosci kryterium. Wpracy ograniczymy sie jedynie do badania
*plywu zmian parametréw procesu na warto$¢ kryterium optymalizacji. Nie
bedzie nas natomiast interesowac r6znica miedzy uszeregowaniem wyznaczo-
na przy niepetnej informacji o wartosciach parametrow opisujagcych proces
auszeregowaniem optymalnym dla konkretnego zestawu danych.

Szereg autoré6w zajmowato sie badaniem probleméw stochastycznego szere-
gowania (por. prace [i], [2],[31.[>1.[5]1.,01.[71, [12]). Wpracach tych
przyjmuje sie znajomo$¢ rozkiadu prawdopodobieristwa parametréw procesu
(na ogét sa to rozktady typu wyktadniczego).

Whniniejszym artykule niepetna informacja o wartosciach parametrow
procesu bedzie polegata na znajomosSci parametréw opisujacych proces je-
dynie z pewng doktadnoscig. To znaczy przyjmiemy, ze znana jest tylko
maksymalna i minimalna warto$¢, jaka moga przyjmowac¢ konkretna parametry,
przy czym wszystkie wartosci z okreslonego przedziatu sa réwnouprawnione
(formalnie wyniki mozna interpretowac¢ tak, jak gdyby rozktady parametrow
bity rownomierne w odpowiednich przedziatach).
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Celem pracy jest znalezienie rozwigzania stosunkowo mato wrazliwego
(w sensie wartosci kryterium) na zmiany parametrow opisujgcych proces.
2 gruncie rzeczy mamy do czynienia z catg klasg konkretnych zadan szere-
gowania réznigcych sie miedzy sobg w niewielkim stopniu. Musimy znalez6
takie uszeregowanie, ktore bedzie zadowalajgce, niezaleznie od tego, jaki
konkretny zestaw parametrow zrealizuje sie w praktyce.

2. Sformutowanie problenu optymalizacji bezpiecznej

Przyjmijmy, Zze rozpatrujemy pewne zagadnienie szeregowania n zadan,
nazwijmy je t?. Zagadnienie to opisane jest przez wektor parametréw pro-
cesu. 'Z= (Xj,.e.,7"), przy czym wartosci parametrow mieszczg sie w kost-
ce o wymiarach TP »i =1,...,m. Liczby t" oraz okreS$lajg at
powiednio minimalng i maksymalng warto$¢ parametru TL (i =1,... m)i
sg dane. Oznaczmy przez 3T dopuszczalne uszeregowanie bedgce pewnym ros-
wigzanlea zagadnienia 9 . Niech H oznacza zbi6r wszystkich takich usre-

regowan. Przez K(5f, ,... ,Tfl) oznaczmy funkcje kryterium optymalizacji.
Funkcja ta zalezy od uszeregowania 3Tf] oraz od warto$Sci parametrow opi-
sujagcych proces t = (Xjt..., Xm). Wklasycznym zagadnieniu szeregowania
wektor Tr Jest ustalony i znany z géry. Nalezy znalez¢ takie uszeregowa-
nie 3T*(",... ,Tm), ktére minimalizuje (ewentualnie maksymalizuje) war-
tosé kryterium K(3P, .,fm) przy ustalonych warto$ciach Zx
pis ... ,fa) oznacza, ze optymalne uszeregowanie 3Ta w zagadnieniu

iP zalezy w kazdym przypadku od konkretnych wartos$ci parametréw procesu
Ticee e»tjj. Jezeli nie znamy doktadnie tych konkretnych warto$ci paramet-
row powstaje problem sformutowania nowego zagadnienia decyzyjnego, ktore
pozwoli wybra¢ w miare dobre rozwigzanie problemu 7 mimo nie”-posiadania
petnej informacji o wartoSciach parametrow opisujagcych proces.

Wniniejszej pracy proponujemy szukanie tak zwanego rozwigzania bez-
piecznego.

Definicja. Przez uszeregowanie bezpieczne bedziemy rozumie¢ usze-

€]
@
@
gdzie > O jest daas.
Kt jest pewng warto$cig progowag kryterium optymalizacji, ktéra nie po*
winna by¢ przekroczona niezaleznie od tego, jakie konkretne wartosci

przyjmujg parametry K ., Xa* Naturalnie dla pewnych wartos$ci ro«M'
zanie zadania (1)-(3) moze a og6le nie istnie¢. Jak pokaze dalsza smali*1
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rozwigzanie problemu (1)-(3) nie jest trudniejsze niz rozwigzanie odpo-
wiadajgcego mu klasycznego (to znaczy z ustalonymi parametrami) zadania
szeregowiania.

Rozpatrzmy problem tzw. "najgorszego przypadku", to znaczy problem
ainimaksowy:

min \ max K ( T \ (a)
w«n S k.iikh t
i=i,...,m
tatwo zauwazyé, ze w typowych zadaniach szeregowania funkcja
K3 t-*-i'Gj) jest niemalejaca funkcjg parametrow 'C”,...,Tja. Na pewno
dotyczy to szerokiej klasy zagadnien szeregowania, w ktérych parametry
okre$laja czasy (koszty) wykonywania zadanja kryterium optymalizacji wy-
aaga minimalizacji czasu realizacji, kosztéw badz innych zasobdw.
Przy tym zatozeniu, dla dowolnego dopuszczalnego uszeregowania Orsilj
spetniona jest nierownos¢:

KUT;, ., fA) A K@ST; , Tm)
tAN Zx N TE, 0=

Wten sposob zadanie minimaksowe (4) sprowadza sie do rozwigzania

‘klasycznego" zagadnienia szeregowania postaci: znalez¢ uszeregowanie
minimalizujagce K@T;T#,..., Tm), przy skrajnych (maksymalnych) war-

tosciach parametrow (i =d,....m) opisujagcych proces produkcyjny.

Optymalna warto$¢ funkcji, kryterialnej =21, T TA,L
's.,im) jest najmniejszg warto$ciag prosowa Kb, przy ktorej istnieje roz-
wigzanie zadania (1)-(3). A wiec uszeregowanie OTK(T1,...,Tm) jest naj-
lepszym (w sensie warto$ci Kb) uszeregowaniem bezpiecznym. Jest to usze-
regowanie, ktdre gwarantuje nam, ze niezaleznie od tego, jakie wartosci
freyjma parametry opisujace proces (jesli tylko mieszczg sie w zakre$lo-
nch granicach), to poniesione koszty (warto$é funkcji kryterialnej) nie
ledg wieksze niz = K@k(T1,..., Tm;T,,, ..., T*). Natomiast'jezeli wy-
razany, by Kb speiniato warunek Kb< Kme3C> to rozwigzanie dopuszczalne
problemu (1)-(3) w ogdle nie istnieje.

Whioski ptyngce z tych rozwazan sg w sumie do$¢ proste. JeS$li wiemy,
la funkcja kryterialna KiT;n,.. «,'t") jest niemalejgcg funkcjg ze wzgle-

dina warto$ci parametrow to réwniez rozwigzanie (uszerego-
*anie) heurystyczne problemu szeregowania 3* przy przyjetych maksy-
melnych warto$ciach parametrow f » = T4, = «i®* ussfi_

regowaniem bezpiecznym,spetniajgcym warunki (1)-(3), jesli tylko
e..,Tm jest mniejsze,co najwyzej réwne wartoéci progowej Eh*
Przeprowadzona do tej pory, analiza dotyczy uwzglednienia tzw.tinajgor-
arep przypadku". Poréwnajmy rozwiazanie bezpieczne z innyn stosowaayn
*szeregowaniu stochastycznym, podejsciem, ktérym jest szukanie uszere-
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gowsnia najlepszego w sensie $rednim (por. [10] ). Wnaszym przypadku v
szeregowanie jest najlepszym uszeregowaniem w sensie $rednim, jesli
minimalizuje oalke

Xs (o * J K@"1 10, rman drm @
tin-'diii 7i
i Bif eee|ni
a

Warto$¢ X5 (X)/3dy (Tj.-t;) jest rowna Sredniemu kosztowi uszeregowanial,

Poniewaz w naszym przypadku zadna z warto$ci *L ™ mieszczacych sie wpne
dziale [*1%], i =1,...,m nie jest wyr6zniona, mozemy przyjac, ze wk
tor parametrow *C= jest realizacja a.niezaleznych zmiennyct
losowych o rozktadzie réwnomiernym w odpowiednim przedziale. Stad Sredhi
koszt uszeregowania « ma interpretacje wartos$ci oczekiwanej.
tatwo zauwazy¢, ze to samo uszeregowanie 3f £p minimalizuje roéwniez

catke

J (cor.t,,...,~) = KOTIr(C1,..,.ta)i'tl,....rm)dri,...A

A Tt - (€]

Tok wiec uszeregowanie optymalne w sensie $rednim Olir zapewnia i
niez najmniejszg w sensie $rednim odlegto$¢ od warto$ci rozwigzania qij-
malnego dla kazdej konkretnej realizacji danych (parametrow =t opisuja-
cych proces). Wpewnych konkretnych sytuacjach koszt realizacji uszere«
wania !fAr moze byé Jednak bardzo duzy, znacznie przewyzszajacy koszt
uszeregowania bezpiecznego.

Rozwigzanie problemu wyznaczenia uszeregowania H minimalizujg5?
K7iST) wydaje sie w og6lnym przypadku dos$¢ trudne. Samo wyznaczenie B5
tael funkcji K” (ST) moze by¢ dos$¢ kilopotliwe, jes$li postaci caixi pod-
azarze tjn i =1,...,m nie mozna wyznaczy¢ w sposéb iteracji
Samo zatozenie o liniowos$ci funkcji K(7] 'kj,... .f*) wzgledem parametrs*

tutaj nie wystarczy. Parametry te bowiem w ogélnym przypadku
moga by¢é miedzy sobag powiazana.

3. Przyktad! zagadnienie jednomaszynowe z kryterium minimalizacji.® '
niego czasu -przeptywu zadan

Rozpatrzmy klasyczne zagadnienie szeregowania n niezaleznych, niePs
dzielnych zadan wykonywanych na jednej maszynie (jednym procesorze), c'
ay realizacji zadan og réwne Cit 1 =1 n .Kryterium optymaliza51
Jeat minimalizacja Sredniego czasu przeptywu P (Sredniego czasu przeW
wania zadan ® systemie) bedacy« Srednim czasem zakonczenia realizacji ®
dan réwnym
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gdzie 0= CJT(1),... ,3T(n)) jest uszeregowaniem zadah na maszynie.

Jak wiadomo (por. [1}, Sredni czas przeptywu jest minimalizowany
przez uszeregowanie zadan w kolejnos$ci nie malejagcych czaséw ich wykony—
»aula.

Przyjmijmy teraz, ze nie znamy doktadnych czaséw wykonywania zadan £j_»
1§1,...,n. Wiemy jedynie, ze ~ A A i =1,...,n.

tatwo zauwazy¢, ze funkcja kryterialna

=
jest dla kazdego konkretnego uszeregowania X funkcja nie malejacg ze
wzgledu na czasy wykonywania zadan (i =1,...,n).
Uszeregowanie bezpieczne Xb otrzymamy wiec porzadkujgc zadania wed-
fug nie malejgcych wartosci maksymalnych czaséw wykonywania (i =1,...
Naturalnie musimy przy tym przyja¢ zatozenie, ze warto$¢ progowa
tryterium spetnia warunek

Zupetnie inne bedzie uszeregowanie optymalne w sensie $rednia K¢r<

Zamerry, ie catke

isl

Mteay wyliczy¢ w sposob iteracyjny jako

poniewaz - tE(L) + V (i))(V (i) ' Sd)**
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Aw> =- n <*3-v ot to-1*1)
n 3=l 1=1 2
Wtej sytuacji, czego nalezato sie spodziewaé, uszeregowanie 3T
jest identyczne z uszeregowaniem wedlug nie malejgcych $rednich czasds
wykonywania zadan (T~ + t~/2, i =1,...,n (por. [11]).
Nalezy mle¢ $wiadomos¢, ze je$li dla pewnego uszeregowania $ spet-
niony bedzie warunek

A1+1) *TSCi)” 1 = V«*.n-1 ]
to uszeregowanie to jest optymalne dla kazdego zestawu parametréow T

NMAC Ti» * = "?eee »a) i minimalizuje Sredni czas przeptywu zadai
(Sredni czas przebywania zadan w systemie). Niezaleznie bowiem od tego,
jakie bedg czasy realizacji zadan i =1,...,n, uszeregowanie T
porzadkuje w tym przypadku zadania wedlug nie malejgcych wartoséci czassi
ich wykonywania. Rozwigzanie 3T nie jest wiec,przy spetnionym warunku
(8))wrailiwe na zmiany parametrow.

Niech na przyktad n = 2 i =1, tg =n, = 10, T2 = 8. Uszerego-
waniem bezpiecznym bedzie tutaj uszeregowanie (2,1), natomiast uszerego-
waniem optymalnym w sensie S$rednim,- uszeregowanie (1,2).

Uszeregowanie (2,1) gwarantuje, ze wartos¢ funkcji celu nie bed2ie
wieksza niz 26. Gdyby jednak zrealizowat sie zestaw parametrow
7, o 8,woOwczas zastosowanie uszeregowania optymalnego w sensie Srednis
spowoduje wzrost wartosci kryterium do 28.

4. Przykitad - zagadnienie komiwojazera

Wprzeciwienstwie do poprzedniego problemu, ktory byt zagadnienies
wielomianowym, problem komiwojazera nalezy do klasy zagadnien NP-zupel-
nych. Bywa on formutowany w rézny sposéb (por. [8]). Wniniejszej prac/
postuzymy sie nastepujgcym sformutowaniem:

Dany jest graf peiny Gz obcigzonymi tukami, scharakteryzowany pMel
pare (K,c), gdzie N= ~1,...,n™ jest zbiorem wierzchotkéw, natomiastc
je3t funkcja kosztu przyporzadkowujaca parom wierzchotkéw (krawedzioa
grafu G) liczby rzeczywiste. Funkcja kosztu c speinia nastepujgce wera-
ki:

ciJ " °jii dla w3E>Bticicil 1,3 6

Gj "0 dla wszystkich 1,j £ N.

Czasami przyjmuje sie rowniez warunek tréjkata

cij + cjk”™ eikidln wszystkich i,j,k € K.

X przypadku zastosowan zceadcler.ia komiwojazera w uszeregowaniu produk-
cji warunek ten zazwyczaj nie bywa speiniony, Totez nie bedziemy @
uwzglednia¢ w dalszych rozwazaniach.
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Ay rozwigza¢ zagadnienie komiwojazera;nalezy wyznaczy¢ takie uszere-
gowenie 31= (3T(1) ,X(2),... ,X(n)) wierzchotkdw grafu N = ktore
alnimalizuje koszt trasy komiwojazera réwny

n
TSP(3f?c) = £  c3r(i)3r(i+i)* <95
i=1
gdzie X(n+1) = X(1).
Wklasycznym zagadnieniu komiwojazera wartoéci ¢c”, i,j 6 H sg znane.

Podobnie jak poprzednio zalézmy, ze nie znamy z goéry konkretnych wartos-
ci ¢c™, wiemy natomiast, w jakim zakresie sie mieszczg. To znaczy,dla
kazdej pary (i,j), i,j ¢ N.znamy wartosci t~ oraz , przy czym

tijnr °ijn 2ij* 1,3 €5*

Zauwazmy, ze tak jak w poprzednim przyktadzie funkcja kryterialna
ISP(T;c) jest niematejagcag funkcjg parametrow i,j € H

Sajlepsze uszeregowanie bezpieczne Xb otrzymamy wiec rozwigzujac za-
gadnienie komiwojazera z funkcjg kosztow T#j, i,j € H.

Jezeli maksymalna warto$é kosztéw , ktérg jestesmy skionni ponosic,
jest nie mniejsza niz koszt pewnego rozwigzania heurystycznego X-n.za-
gadnienia komiwojazera z funkcjg kosztéw rowniez réwng T", i,j € S,
czyli

TSPETL, T )< Ej
towtedy uszeregowanie b jest rébwniez uszeregowaniem bezpiecznym ze
rcgledti na wartosé

Hatoaiast najlepsze uszeregowanie w sensie $rednim otrzymamy ni-
olaalizujagc po X catkeapostaci

T3T(1)8r(2) T3v(n)3f(1) n
TSPz (an = J | Voo°y(i)3r(i+'"cer{1)S(2)*, *

#Ue 3(n+1) * X(1).
2 wzgledu na liniowo$¢ funkcji TSP~.c) wzgledem parametrow c,po od-
potiednich przeksztatceniach otrzymamy

n a
tspz (X) - f] 0*5 (t*i>sti*i) *
i»i 1*1

¢ V(i>ar(ix-1))*
Slill agr(l).
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Tak wiec TSPj. (S) jest funkcjg celu w zagadnieniu komiwojazera z koszta-
mi Srednimi ¢~ = 0.5(Ti;j + € N

Podobnie jak  poprzednio , tatwo pokazaé¢ przyktady, wkd
rych uszeregowanie optymalne w sensie $rednim da gorsze wyniki niz usze-
regowanie bezpieczne.

5« Zakonczenie

Zagadnienie badania wrazliwo$ci rozwigzan probleméw dyskretnej cptyss-
lizacji, a do tego typu zadan nalezg zadania szeregowania produkcji, jest
sprawg niezwykle trudng ze wzgledu na specyficzng nieliniowo$¢ tkwigcq i
tych problemacht (por. np. [9])* Proponowane w pracy podej$cie polegaja-
ce na szukaniu rozwigzan bezpiecznych jest swoistg metodg "odwrazliwia-
nia" zadan optymalizacji poprzez zastgpienie problemu optymalizacyjnego
szukaniem rozwigzan™ a dopuszczalnego (o koszcie ograniczonym z gory),
ktére jest niewrazliwe na zmiany parametrédw opisujacych proces (zmieny
v okreslonym zakresie).

Jest to podejscie, ktdre moim zdeniem pozwala unikngé putapek doktad-
nej optymalizacji, szczegOlnie w przypadku zagadnien HP-zupeinych przy
niedoktadnej (np. obarczonej btedem pomiarowym) znajomos$ci parametréw o
plaujacych proces.
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M 3 jyBCTBHTEHLHOCTH OOTMAIJBHtfX PMEHKS! UFOBMvi OIITM HSIJIP!
NCCJERMOBATEIIiISHOCTH  OQEPAKHH

Pe3aae

B padoTe paecMaTpHBaeToa 3asaHa orrraMHsanEH troosesoBaT&aBHOQTE
038pann3 b yciiOBHHx HeonpeseaeHHOOTH napaaeTpoB npopecca. llpejtaosesE
©a noflxosa . llepBHfl bto sajiaRa HaxosatHHEa tokoS nocliesoBatsjiBHoora oae™
pawS , KOTopas odecneHHBaeT sejtaeaaS yposesB KOHtepHS orrraiajnHocoH.
BtopoS noflxofl saEsmeTca b Honojr&soBaHHS ycpojraeHHoro no napauespax spx-
ispaa ODTHIffiuiiHOCTS. UpsuepH noEaaHBajyr, vso aepm& 1103x00 se”*ss k dsaao
(63onacHHa pemesiiis! 0?HocaTejiESO k Heonpenaa8HHOOTa itapaKSTpoB;,

S3SITIVITY ANALYSIS OF OPTIMAL SOLUTIONS IN SCHEDULING
PECRLEIS

3gaaat|j

Hie paper deals with optimal scheduling problems under
«certainties in initial data. It is assumed that parameters
Ascribing operations are not given but they take values
toknown intervals. Two approaches for finding schedules are
proposed and investigated. The first of them, called safely
scheduling, consists in finding schedules, which ensure a
Pte8cribed-level of an optimality criterion. For comparison
Purposes the second approach is investigated using seen value 0l
° optimality criterion with respect to uncertain parswetors,
fcuoples show that safely solutions are more robust to parameter
tocertalntiea.



