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Streszczenie. Referat przedstawia implementację mikrokomputerową 
algorytmu rozdziału zasobów w sieciowym planowaniu przedsięwzięć 
(cf. [8J) oraz jego uogólnienie na przypadek wielokryterialny 
(cf. [9]). Rozpatruje się deterministyczny system rozdziału zasobów 
odnawialnych, nieodnawialnych i podwójnie ograniczonych między czyn
ności niepodzielne.

1. Wprowadzenie

Od szeregu lat w ramach badań operacyjnych intensywnie rozwijane jest 

wspomaganie podejmowania decyzji dotyczących realizacji przedsięwzięć zło
żonych ze skończonych zbiorów prac zwanych czynnościami. Czynności te są 

na ogół powiązane ograniczeniami kolejnościowymi typu relacji częściowego 
porządku, przedstawianej najczęściej za pomocą grafu. Oo realizacji przed
sięwzięcia służą określone zasoby dostępne w ograniczonych ilościach. Każda 

czynność zgłasza zapotrzebowanie na te zasoby, a czas jej wykonywania za
leży w ogólności od ich rodzaju i ilości. Celem jest taki rozdział zasobów 

między czynności w czasie, by spełniając ograniczenia kolejnościowe,wykonać 
przedsięwzięcie w jak najlepszy sposób z jednego lub wielu punktów widzenia.

Ustalenie terminów wykonywania czynności nazywa się generowaniem harmo

nogramu. Określony model przedsięwzięcia obejmujący definicję zbioru zaso
bów, zbioru czynności i zbioru kryteriów oceny harmonogramów nazywa się 

systemem rozdziału zasobów [l].
W niniejszej pracy rozpatrujemy deterministyczny system rozdziału zaso

bów odnawialnych, nieodnawialnych i podwójnie ograniczonych między czynnoś

ci niepodzielne. Ola każdej czynności dopuszcza się wiele możliwych warian
tów przydziału zasobów; każdemu wariantowi odpowiada określony czas wykony

wania czynności. Zakłada się, że wszystkie dane liczbowe są liczbami c*l' 
Powitymi. Ograniczenia kolejnościowe między czynnościami dane są w postaci
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grafu acyklicznego, spójnego, w konwencji "czynność na łuku". Zaproponowany 

algorytm oparty jest na idei metody podziału i ograniczeń. Jak wiadomo, w 
metodzie tej znajomość dobrego rozwiązania początkowego pozwala na znaczne 

ograniczenie nakładów obliczeniowych,ponieważ szybciej i częściej następuje 
ucinanie generowanego drzewa rozwiązań. W pracy uzyskujemy dobre rozwiąza
nie początkowe za pomocą procedur priorytetowych, które w pewnych przy
padkach mogą nawet samodzielnie generować rozwiązania zadowalające. Proce
dury te oparte są na zastosowaniu specjalnych funkcji nadających priorytet 

czynnościom przedsięwzięcia; przydział zasobów odbywa się w kolejności 

określonej przez funkcję priorytetową.
Proponowana netoda uwzględnia rćżne kryteria typu czasowego lub koszto

wego. Onauia się również jej uogólnienie mające na celu generowanie harno- 
nogramóu kompromisowych ze względu na oba typy kryteriów brane jednocześnie 

pod uwagę.
a kolejnych rozdziałach pracy sformułujemy zadanie rozdziału zasobów, 

przedstawimy priorytetowe algorytmy generujące wstępne rozwiązania heu
rystyczne dla optymalnego algorytmu podziału i ograniczeń. Podamy również 
propozycje modyfikacji tego algorytmu w celu przekształcenia go w algoryta 
heurystyczny, a także propoz-ycję optymalnego i heurystycznego algorytau 

optymalizacji wielokryterialnej.

2. Sformułowanie problemu

H niniejszym artykule zastosujemy definicję systemu rozdziału zasobów 

zaproponowaną w pracach [l, 8, 10}:

S * ( R ,  A,  <  , Q)

gdzie:

R - skończony zbiór zasobów dostępnych dla realizacji czynności przedsię
wzięcia,

•A - skończony zbiór czynności,

-<- relacja częściowego porządku w zbiorze A, przedstawiana n a j c z ę ś c i e j  

za pomocą grafu,

Q - skończony zbiór kryteriów oceny wykonania przedsięwzięcia.

U zbiorze fi wyróżniany trzy kategorie zasobów:

1. Zasoby odnawialne, dla których tylko liczba jednostek w każdej chwili 

wykonywania czynności jest ograniczona, np. siła robocza, maszyny.
2. Zasoby nieodnawialne, dla których tylko zużycie w okresie w y k o n y w a n i a  

czynności jest ograniczone, np. energia, środki finansowe, w o d a .surowce.

3. Zasoby podwójnie ograniczone, dla których ograniczenia dotyczą zarówno 
liczby dostępnych jednostek u każdej chwili realizacji przedsięwzięciai 

jak i zużycia u okresie tej realizacji, najczęściej spotykanym zasobea
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podwójnie ograniczonym są środki finansowe, dla których ograniczona jest
nie tylko całkowita suma, lecz także intensywność inwestowania w każdej
jednostce czasu realizacji przedsięwzięcia.

Oostępne zasoby mogą być:

1) jjodzielne w sposób dyskretny, np. siła robocza, maszyny, środki finanso

we! oraz
2) jjodzielne w sposób ciągły, np. moc, energia.

W niniejszej pracy uwzględnimy tylko zasoby podzielne w sposób dyskretny. 
Dyskretność zasobów pociąga za sobą dyskretny charakter zapotrzebowań czyn

ności na zasoby.
W systemie są określone wektory dostępności na wszystkie rodzaje i kate

gorie zasobów:

B° = CB°.........B°)

Bn = (B?.........Bp )'

epl = (Bp l .........Bpl)

BP2 = C B f .........Bp2)

gdzie: B° - ograniczenie dostępności zasobów odnawialnych,
8n - ograniczenie dostępności zasobów nieodnawialnych,
Bp~ - ograniczenie dostępności zasobów podwójnie ograniczonych w

każdej chwili realizacji przedsięwzięcia,
Bp2 - ograniczenie zużycia zasobów podwójnie ograniczonych w okre

sie realizacji przedsięwzięcia.

Dla każdej czynności przedsięwzięcia określone są możliwe warianty przy
działu zasobów odnawialnych, nieodnawialnych i podwójnie ograniczonych w

każdej jednostce czasu wykonywania. Ola czynności a^ warianty te podane są 
w postaci następujących wektorów dla poszczególnych kategorii zasobów:

k = 1, 2,..., n

IIr—H
O 

♦

(Rkll’
R°
kl2’ '• • ■ RkiP )

,0 . 
kw " (Rkwl- Rkw2’ ■ Rkwp>

n = 
ki (Rkl l’ «kl 2* •• • • Rklv>

-n * 
kw <Rkwl- Rnkw2 * •* • • RU v >

k = 1, 2,..., n

Rkl 1 (Rkll’ Rkl2’ • Rklu^

Rka " ^Rkwl* Rkt#2* * Rkwu}
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gdzie w jest liczbę wariantów, a v i u, odpowiednio, liczbę rodzajów zaso
bów nieodnawialnych i podwójnie ograniczonych.

Model matematyczny czynności przedstawia jej realizację w funkcji do

starczonych zasobów. Zakłada się przy tym, że czynność jest wykonywana tyl
ko wtedy, gdy dostarczono jej zasobjw zgodnie z jednym z wariantów określo
nych w jej zapotrzebowaniu. Modelem matematycznym jest tutaj czas wykonania 
danej czynności zależny od wybranego wariantu przydziału zasobów. Ola ka

żdej czynności przedsięwzięcia zdefiniowany jest więc wektor:

°k = (dkl> •••’ dkw^’ k = 1, 2 ..., n

gdzie dkj (J*l,...,w) określa czas wykonywania czynności a^ pod warunkien

przydzielenia jej zasobów zgodnie z wariantem j.
W pracy tej zakładamy brak możliwości przerywania wykonywania czynności, 

co jest charakterystyczne dla przedsięwzięć wykonywanych z udziałem ludzi. 

Ola każdej czynności podany jest ponadto:
- dyrektywny termin rozpoczęcia wykonywania

- dyrektywny termin zakończenia wykonywania 5^.
Czynności ze zbioru A nogę być niezależne, czyli jednocześnie gotowe do 

uykonania lub też zależne według relacji częściowego porzędku określonej w 

zbiorze A. Jak już wspomnianio, relację .< przedstawia się najczęściej w
postaci grafu skierowanego, acyklicznego, w konwencji "czynność na łuku". 

Dodatkowo może być określona relacja podporzędkowania. Dana czynność noże 
być wykonywana równolegle z czynnością,której jest podporządkowana lub też 

po jej zakończeniu.
Elementami zbioru Q sę kryteria optyraalności. Mogę to byó kryteria (fun- 

cjc celu) typu czasowego lub kosztowego. Jednak przed przedstawieniem roz

patrywanych w pracy kryteriów podany definicję harmonogramu.

Rozwiązanie dopuszczalne (harmonogram) definiuje się jako macierz:

h ll' h 12’ •••* hln

^21 * ^ 229 * * * 1 ^2n

gdzie h^*, i • l,...,n, oznacza jednostkę czasu, w której należy rozpocząć 

wykonywanie czynności a ^  natomiast h21, i • określa numer wa

riantu przydziału zasobów.

V niniejszej pracy będziemy rozpatrywali następujące kryteria:

1. Całkowity czas wykonywanywania przedsięwzięcia:

T * max (t?) 
z 1 € A  1

gd2ie tj - termin zakończenia wykonywania czynności a^
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2. Aktualna wartość zysku:

AWZ = max ( Z  ( I  Rkh„.j " k e  Ct /kh-.jlx.+B") 
t=l k e C t 2k t_1 2 ^ c g

gdzie: Ĉ . - zbiór czynności wykonywanych (aktywnych) w okrasie t,
- aktualna wartość współczynnika dyskonta, dla okresu t, przy 

stopie procentowej równej I ^ ^

«t - ' - r T - i - 1 '

5. Równomierność wykorzystania zasobów odnawialnych(

Kryterium to stosowane jest w stosunku do poszczególnych rodzajów zaso

bów odnawialnych. Możliwe są tutaj dwa sformułowania:
- maksymalne zapotrzebowanie na zasób:

F = min (max ( 21 , ) ) K l i p
l i t i T  k £ C t 2k

-suma kwadratów różnic między wartością dostępną a wykorzystaną:

F = min ( i  (B° - Z  i 1 < 1 < P
t=i k e c t 2k

V< Średnie ważone opóźnienie wykonania czynności:

OP = min <t£ - <5k ) )

5. Całkowite opóźnienie wszystkich czynności:

LCO = min (21 (tz - 6 ) )
k=l

6. Ważony przepływ czynności:

n
WP = min (i Z Cd. (tz - oC ) )

n k=l k k  k

•̂ średnie ważone spóźnienie czynności:

SWS a min (^ 21 max(b,tk - )

łączne’ zużycie zasobu nieodnawialnego:
n

ŁZZN » m i n ( ' ^  dkh Rkh,wl ) 
k»l /K
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9. Łączne zużycie zasobu podwójnie ograniczonego:

ŁZZP = min ), 1 <  u

10. Ważone zużycie, czyli koszt wykonania wszystkich czynności zbioru A:

■2 ■ .10 < £  < i  * I ,  °ko2k ,'S C 2k., >

gdzie c" i cj - wagi reprezentujące koszt jednostkowy zasobów nieodnawial

nych i podwójnie ograniczonych.

Ola zapewnienia istnienia rozwiązania dopuszczalnego przyjmuje się, że 
żadna ze składowych wektorów zapotrzebowań zasobowych czynności nie prze
kracza dostępnej ilości odpowiedniego rodzaju zasobu w systemie.

Przyjmując, że kryterium optymalności jest czas wykonania zbioru A oraz 
że zbiór A zawiera czynność an będącą następnikiem wszystkich pozostałych 

czynności przedsięwzięcia, zadanie wyznaczania optymalnego harmonogramu mo

żna sformułować w następujący sposób:

zminimalizować T = hlf| + dnh
2n

przy ograniczeniach:

(1) h lj + djh,, <  hli ' j £  Sk ’ k c 1 ....."
■ 2j |

(2) ¡ 5 c t * * * * '  K h 2k< w  l « t 4 T .

(3) Rkh , 4  B" j - 1  ,v
k m l ^ k  Kn2kJ

(*> I  «Eh o ^  Bm1 > m « l,...,u
k £ C t 2k m

(5) i K H k "  *  BS2 l.•'

k " hlk * dkh-( 6 > * k  ■ h i k  *  « W .  -  1  .  X -  1 .
2k

gdzie Sk jest zbiorem numerów bezpośrednich poprzedników c z y n n o ś c i  

ak (k*l,...,n).

Pierwszy z warunków dotyczy spełnienia ograniczeń kolejnościowych, drugi na

tomiast spełnienia ograniczeń zasobowych związanych z zasobami odnawialnymi) 
trzeci z zasobami nieodnawialnymi, a czwarty i piąty z zasobami pridwójo’5 
ograniczonymi. Szósty warunek zapewni-> ciągłość wykonywania czynności.
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). Heurystyczne algorytmy priorytetowe

Główną cechą tych algorytmów jest zastosowanie funkcji nadawania priory
tetów czynnnościom przedsięwzięcia. Priorytet ten ustala kolejność przy

dzielania zasobów do czynności. Algorytm taki zaproponował po raz pierwszy 
J.E.Kelley jr. [5] i nazwał go równoległym.
Poniżej przedstawiamy algorytm równoległy dla przypadku wielu wariantów 

przydziału zasobów do czynności przedsięwzięcia, zapisany w pseudo-pascalu. 

Kryterium oceny harmonogramu jest całkowity czas realizacji przedsięwzię
cia. Dla uproszczenia uwzględniono w tej procedurze tylko zasoby odnawialne.

procedure PR;

[Opis zmiennych procedury:

.N - zbiór numerów czynności niewykonanych,
L - lista czynności uporządkowana według nierosnącej wartości fun

kcji priorytetowej,

P - zbiór numerów czynności gotowych do wykonania,
Q - zbiór numerów czynności aktualnie wykonywanych,

Calculate - funkcja obliczania,
Fpr - funkcja priorytetowa określona na zbiorze A, 
choice - funkcja przydziału wariantu, 

choicel, choice2 - funkcje wyboru,
tail - funkcja umieszczająca czynnoś.ć na końcu listy, 

w - maksymalna liczba zdefiniowanych wariantów przydziału zasobów. 
Pozostałe symbole zgodne są z oznaczeniami zdefiniowanymi wcześniej} 

begin
j\.ustalenie warunków początkowych }

N *- (1,... .n);
L,P,Q —  CO);

•for i-«— 1 to n do Calculate (F Ci)); 
repeat p

choicel (max (F (i)).;
l<i<n pr 

tail (l>-*-(i);
N •*- N - (i ) 

until N = (0);

• , • ...
1 generacja harmonogramu }
repeat .
{ generacja liczby czynności gotowych do wykonania} 
for i from L do 

begin
b ■*- true; , 
for j from S, do 

begin
if ( j £ L  v j £  P v j £ Q )  then b— false 
if b then
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begin
L— L - (i);
P— P + (i) 

end 
end 

end;
{ generacja zbioru Ct J; 
while b do 

begin
choice (h,.,i,b); 
if b then 

begin

hli<*~T;
P - P  - (i);

. 0*-Q ♦ (i);
pO n® —  r O r O bO «o
B1....... Bp B1 “ ih2il' * Bp " ih2ip

end
end;

{zakończenie Wykonywania czynności j 
choice2 ( min (d));

i irom Q 
T - T  ♦ di}

for j from Q do 
ii dj = dj then

begin
O— Q - Ci);

B?  Bp -  B? ♦ *Sh2jl» BP + RJh2jP
end

until L,P,Q =■ (0) 
end;

Funkcja Colculate (Fpr).powoduję obliczenie dla każdej czynności wartoś

ci priorytetu, która to wartośó determinuje kolejność “pobierania" czyn
ności do przydziału zasobów. Dla pozostałych kryteriów zdefiniowanych « 

rozdziale 2 przyjęto następujące funkcje:

Kryteria 1,3,0,9,10: Przydziel maksymalny priorytet tej czynności, która 
posiada minimalną wartość najpóźniejszego momentu rozpoczęcia jej 

wykonywania, wynikającą z analizy drogi krytycznej projektu.

Kryterium 2: Przydziel maksymalny priorytet tej czynności, która posiada 
wariant przydziału wybranego zasobu o minimalnej wartości.

Kryteria 4,7: Przydziel maksymalny priorytet tej czynności, dla której wy*
^  i.

rażenie ------ - osiąga wartość minimalną. ,
u k

Kryterium i: Przydziel maksymalny priorytet tej czynności, ktćra posiada 

minimalną wartość dyrektywnego terminu zakończenia wykonywania.

Kryteriun &: Przydziel maksymalny priorytet tej czynności, dla ktćrcj WV'

raionie — — — .. osiąga wartość minimalną.uJk
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Funkcja choice (h2i) powoduje przydział wariantu przydziału zasobów do
aktualnie rozpatrywanej czynności. Dla poszczególnych kryteriów zastosowano

wstępujące procedury przydziału wariantu:

Kryteria: 1 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7

procedure choice (h2,,i,b); 
begin

b-*- false; ' 
for i from P do 

for w ■*- 1 to r do

if. R iwl> • •1 1 Riwp ^  Bl> • • • Bp ihen

begin
h^j—  w; b — true

end
end;

Kryterium 2,0,5,10: Przydziel wariant przydziału zasobów minimalnej wartoś

ci zapotrzebowania na Wybrany Zasób.

lAlporytm oparty na metodzis-podziału i ograniczeń

Algorytmy priorytetowe dostarczają dobrych rozwiązań początkowych dla 
¡¡Igory.tmu opartego na metodzie podziału i ograniczeń,który umożliwia wyzna

czenie rozwiązania optymalnego^ Polega ona na ograniczonym przeglądzie prze

strzeni rozwiązań mającej strukturę drzewa. Algorytm optymalny oparty na tej 
cetodzie zaproponowano w pracy .[8]'. Algorytm ten można zastosować dla róż
nych funkcji celu. Umożliwia on decydentowi udział w procesie poszukiwania 

cozwiązania kompromisowego v/ trybie dialogowym.
* praktyce ze względu na długi czas obliczeń algorytmu optymalnego ograni

cza się liczbę przeglądanych rozwiązań, wobec czego brak'jest gwarancji, żs 
-trzymane rozwiązanie jest optymalne. Taki algorytm je3t więc algorytmem 

turystycznym umożliwiającym poprawienie-rozwiązań początkowych dostarczo

nych przez algorytmy priorytetowa.

h Implementacja algorytmu

P-owyższy algorytm optymalny i heurystyczny zsiapłasantowano na eikrukoa- 
jPeter IBM XT/AT., '
’zogramy napisane zostały w języku TURBO-PASCAL 2 srykorzystanlem pakietu 

¡zaficznego Turbo Graphix Toolbox firmy Borland, Ola każdej funkcji celu 
"zjlsano osobny program. Programy wywoływane aą z programu głównego za

"osocą funkcji choin.
* głównym menu programu znajdują się następująca opcje:

- czytanie danych do pliku,
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- algorytmy priotytetowe,
- algorytm podziału i ograniczeń,

- modyfikacja danych.
W dwóch środkowych opcjach kolejne menu umożliwia wybranie odpowiedniego 

algorytmu jednokryterialnego.
W przypadku uruchomienia algorytmu opartego na metodzie podziału i ograni
czeń należy liczyć się z dłuższym czasem obliczeń. W każdym przypadku is
tnieje jednak możliwość przerwania obliczeń i przeglądania aktualnie naj
lepszego ze znalezionych rozwiązań. W przypadku uznania tego rozwiązania za 
zadowalające algorytm zatrzymuje się,a w przeciwnym razie obliczenia są kon

tynuowane.

6. Przykład działania programu

W celu zilustrowania działania programu rozważmy następujące przedsię

wzięcie, będące elementem zespołu prac wykonywanych w jednej ze spółdziel
ni rolniczych w dziale produkcji roślinnej. Przedsięwzięcie to obejmuje 12 

czynności. Graf ograniczeń kolejnościowych przedstawiono na rys. 1, nato
miast parametry każdej czynności zamieszczono w tablicy 1. Program ten roz
wiązujemy dla kryterium czasu realizacji przedsięwzięcia.

SJ8.1 . Graf ograniczeń kolejnościowych 
Gra pił ot aeguontial oonstrelnta
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- Tabela 1

Nr
czyn.

Podporządkowanie
czynności

Czas
wykonywania

Zapotrzebowanie 
pracownicy traktory

na zasoby 
pieniądze

1. 2 8 8 10
4 4 4 6

2. 2 26 / 26 30
4 13 13 17

3. 2 2 40 22 40
4 20 10 23

4. 3 10 20 25
6 5 10 15

5. 4 3 12 0 3
6 6 0 2

6. 4 4 66 23 50
8 33 12 30

7. 2 40 24 41
4 20 12 25

8. 7 5 24 24 26
10 12 12 15

9. 2 46 46 45
. i 4 23 23 26

10. 9 1 20 20 18
2 10 10 U

11. 2 20 0 4
4 10 0 2

12. 11 4 . 24 14 20
8 12 7 12

■ i  ■>
Ograniczenie na dostępność zasobów: 8° = 80, 8^ = 40, * 1000

Wynik zastosowania procedury priorytetowej pokazany jest na rys. 2. Har
monogram ten był następnie ulepszany za pomocą algorytmu typu podziału i 

ograniczeń. Po pięciu minutach otrzymano harmonogram pokazany na rys. 3.
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Rys.2. Harmonogram otrzymany za pomocą procedury priorytatowej 

Fig.2. Sohedaling program obtained by priory subroutine

Ryo.3. Ulapszony ■harmonogram otrzymany za pomocą algorytmu
typu podziału i ograniczeń 

fig.3« l a p r o w d  sob.aduii.ng progres obtainad by bound and branobea tsathoo

7. Uogólnienie na przypadek wislokryterlalny

Algorytm typu podziału i ograniczeń uogólniono w [?j na przypadek wie- 
lokryterialny. Program algorytmu, wielokryterialnego wykorzystuje procedury 

opracowane dis przypadku j&dnokryterlalnego, włącznie z procedurami prio
rytetowymi .

Koncepcja algorytmu wielokryterialnago polega na zastosowaniu procedury 
dialogowej składającej' sią z trzech kroków powtarzanych w sposób iteracyjny.
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W kroku pierwszym (przygotowawczym) wyznacza się harmonogramy optymalne 

lub suboptymalne ze względu na pojedyncze kryteria. W wyniku tego kroku 
uzyskuje się harmonogram idealny, który w ogólności jest niedopuszczalny, 
li kroku drugim (obliczeniowym) poszukuje się harmonogramu dopuszczalnego 

leżącego w minimalnej odległości od harmonogramu idealnego w sensie po
większonej normy.-Czebyszewa (ważona kombinacja norm i L^J.W kroku trze
cim decyzyjnym przedstawia się ten harmonogram decydentowi do oceny i je
śli ten uzna go za najbardziej kompromisowy,to algorytm zatrzymuje się. W 
przeciwnym razie decydent zapytywany jest,na jakim kryterium gotów jest 

stracić, i o ile, by zyskać na innych. Informacja ta jest podstawę modyfi
kacji zbioru rozwiązań dopuszczalnych dla następnego kroku obliczeniowego 

itd.
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HHOTCKPiiTEPmLHHH AJTUPHTM PA5HEM PECyPCOB B CETEB064 flMHHPO- 
BAHTO 0 ETQ HHKPOKOMIILSTEPHAS MHEMEHTAI[®I

P e s b  m e

B otarae fla§Tca MHKposoMHiBTepHaH HMimeseHTarpsji ajrropHTua pas^ejia pe- 
oypoos 3  ceieBOM njarapoBaHEH a Taraie ero ocSodnjQHaa Ha MHoroKpHTepHajBBHS 
anynafi. B OTaTta paocwaTpHBaeTOH fleTepuaHHpOBaHHaa cueTens pas^ejta peoyp- 
o o b  odHOBasaMHx , BawJHOBjmeMHx h  B flB o m e  o rp a m iq eH H u x  msusy H eflejm sH M  
jtaflOTHBHMH«

A MULTICRITERIA RESOURCE-CONSTRAINED PROJECT SCHEDULIN6 

ALGORITHM AND ITS MICROCOMPUTER IMPLEMENTATION.

8 u a  a a r j

The paper presents a microcomputer implementation o-f a 
resource—constrained project scheduling algorithm tct. C8I) and 
its generalization to the multicriteria case tcf. C93>. A 
deterministic system o-f renewable, nonrenowabl e and 
doubly-constrained resource allocation is considered.


