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ZAGADNIENIE SZEREGOWANIA
Z OGRANICZENIAMI CZASOW OCZEKIWANIA

Streszczenie. W pracy rozwazany jest jednomaszynowy problem szere-
gowania z kryterium w postaci maksymalnego terminu zakonczenia wyko-
nywania wszystkich zadan. W problemie tym przyjmuje sie dodatkowo, ze
istniejg ograniczenia kolejnosciowe wykonywania zadan,przy czym z
kazdym ograniczeniem tego typu sa zwigzane dolne i gérne ograniczenie
czasu oczekiwania pomiedzy zadaniami. Dla problemu przeprowadzana
jest analiza ztozonosci obi iczeniowej oraz proponowany algorytm roz-
wi gzania.

1 Wstep

W pracy rozwaza sie jednomaszynowy problem szeregowania z kryterium w
postaci maksymalnego terminu zakonczenia wykonywania wszystkich zadan. Za-
k#ada sie, ze dodatkowe ograniczenia kolejnosciowe wprowadzane sa poprzez
okreslenie dolnego i gérnego ograniczenia czasu oczekiwania pomiedzy para
zadan zwigzanych tym ograniczeniem. Problem ten w ogélnym przypadku jest
silnie NP-trudny. W celu jego rozwigzania mozliwe jest zastosowanie kilku
"typowych” podejs¢. Pierwsze polega na zastosowaniu algorytmu aproksymacyj-
nego (przyblizonego). Drugie, na zastosowaniu metody podziatu i ograniczen
Iub metody programowania dynamicznego. Oba podane podejscia posiadaja ogol-
nie znane wady i zalety. Wydaje sie, ze dla zagadniehn o wiekszych rozmia-
rach jedynym sensownym podejsciem jest"zastosowanie algorytméw aproksyma-
cyjnych. Aktualny stan badan dotyczacych zagadnien jednooaszynowych, opra-
cowany na podstawie 204 pozycji literaturowych, przedstawiona w pracy C10J.
2 pracy tej wynika, ze nie sa znane zadne algorytmy rozwigzywania omawiane-
o problemu w przypadku ogélnym.

W prezentowanej pracy przeprowadzono analize ztozonosci obliczeniowej
kilku szczeg6lnych przypadkéw problemu oraz przedstawiono metody wyznacza-
nia géornego i dolnego ograniczenia dla proponowanego algorytmu rozwigzania
opartego na metodzie podziatu i ograniczenh.

Wyniki otrzymane w pracy moga by¢ bezposrednio wykorzystane w algoryt-

mach rozwigzywania probleméw znacznie ogélniejszych, np. Ul, t23.
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Praca byta czesciowo finansowana przez RP.1.02 "Teoria sterowania i op-

T
tymalizacji uktadoéw dynamicznych i proceséw dyskretnych.
2. Sformutowanie problemu

Dany Jest zbidr n niezaleznych zadan J = i1,2,...,ni, ktére nalezy wy-
konah na jednej maszynie. Dla kazdego zadania okreslony Jest czas wykonywa-:
nia Pj > 0, JeJ. Dodatkowo dana jest takze relacja R c J xJ, ktoérej graf
jest acykliczny, oraz liczby djj> 0 i D~ >0 , (i,J) ¢ R, i,je J. Rela-
cja R przedstawia ograniczenia kolejnosci wykonywania zadan wynikajace z
porzadku technologicznego. Wielkosci d™ oraz Djj reprezentuja, odpowied-
nio. dolne i gdérne ograniczenie czasu oczekiwania pomiedzy terminem zakon-
czenia zadania i-tegooraz terminem rozpoczecia zadaniaj-tego, tzn.

dij - SJ “ <Si +Pi> i Dij * Ci’jJ) cR ul
gdzie Sj jest terminem rozpoczecia zadania j, j e J. Przyjmuje sie, ze w
kazdej chwili, czasowej maszyna moze realizowa¢ co najwyzej jedno zadanie
oraz realizacji zadania nie mozna przerywa¢. Problem polega na znalezieniu
uszeregowania (reprezentowanego przez zestaw termindéw rozpoczecia Sj , j £
c J¥, ktére minimalizuje maksymalny termin zakonczenia wykonywania wszyst-
kich zadan oraz spednia ograniczenie (1)., tatwo pokaza¢, ze jezeli istnieje
co najmniej Jedno uszeregowanie sped#niajgce ograniczenie (1), to w zbiorze
uszeregowa¢ optymalnych istnieje uszeregowanie, dla ktorego zadania rozpo-
czynaja sla najwczesniej Jak mogg. Zatem nasze rozwazania mozemy ograniczyi
do uszeregowac¢ opisanych permutacjg fi zadan za zbioru J. Dla danej persuta-

cji fi terminy rozpoczecia zadan wyznaczane sa z zaleznosci

sn(i) “ "Mi-U+PnuU-11 ~ (_)<Sj+Pj+djn(i>>:>’ i-1.2,"...,n, 2>
r nQ

gdzie S~"0) m O m Pr(0) °r*z Bj m iit (i,jJ> c R>. Kolejnos¢ n, dla ktoérej

spedni one jest takze ograniczenie (1) (dla terminéw Sj wyznaczonych z @3>
bedziemy nazywa¢ kolejnoscia dopuszczalng. Zbiér kolejnosci dopuszczalnych
oznaczony bedzie dalej przez f:.. Zatem powyzszy problem formutuje sie naste-

pujaco. Znaleze kolejnos¢ wykonywania zadan n* c 2, dla ktorej
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Cmax () “ t“£in <Sn(i) + Pfi)) <>

oraz SNQ) » i “ 1,2,...,n sa terminami wyznaczonymi z zaleznosci () dla
permutacji n. Problem ten nie wystepuje w og6lnie przyjetym systemie klasy-
fikacyjnym probleméw szeregowania 193, zatem w dalszym ciggu pracy bedzie
oznaczany przez 1jprec,d”j, J |Cmax. Odpowiednie problemy otrzymane przez
relaksacjeopostaci djj = 0 oraz DiJ = a, li,j) e R beda oznaczane jako
1jprec [Cmagj. , 1iPrec,dL |Cmax , 1Jprec,D. |CHflax .

Problem wyznaczenia termindéw Sj z zaleznosci (2) moze by¢ sprowadzony do
problemu wyznaczania drég w grafie Bn=> (J,R u EN), gdzie J jest zbiorem wie-
rzchotkéw, zas R u En zbiorem H#ukéw, En = U "Z* t<n(i>,nti+l))>. Wszystkie
wierzchotki posiadajg obcigzenie réwne pj ,duki (i,j)e R obciazenie .
za8 tuki  (i,j)c En obcigzenie zerowe. Terminy Sj przedstawiaja ddugos¢ naj-
dtuzszej drogi dochodzacej do wierzchodtka j, zas$ Craax(n) jest ddugosciag
najdtuzszej drogi w tym gra-fie. Zatem zdozono$¢ obliczeniowa algorytmu re-
alizujacego wzér (@) jest O<n-t-|R]I.

W dalszym ciggu pracy relacja R bedzie przedstawiana réwniez za pomocg
zbioréw bezposrednich poprzednikéw Bj = ii: (i,j)eR> oraz zbioréw bezposre-
dnich nastepnikéw Aj = <is (J,i)eR3, j e J. Odpowiednio niech Bj , Aj beda
zbiorami wszystkich (niekoniecznie bezposrednich) poprzednikéw i nastepni-
kov zadania j, j c J.

a Pewne wkasnosci problemu

Znane w literaturze problemy 1|prec |[Cnax, 1jprec|Lmax, 1|prec,rj jCc ™~,
I|prec,rj |Lmax, 1|prec, id”]|* moga byé, poprzez odpowiednie zdefiniowanie
danych, sprowadzone do problemu 1|prec, j, J |[Cfiax. Zatem rozwazany pro-
blem jest znacznie ogdélniejszy od kazdego z ww; wymienionych. Co wiecej,
sozna pokaza¢, ze jego wersja decyzyjna jest problemem NP-zupednya, nawet
iatli poszukujemy tylko dowolnej kolejnosci dopuszczalnej. Przeprowadzona
analiza ztozonosci obliczeniowej dla szczegdlnych przypadkéw ogélnego pro-
blenu 1 |Pret,dij,Dij]Caax doprowadzita do uzyskania nastepujacych rezulta-
ww.

Noblem A.

Jest to problem 1 jprec |Craax- Optymalng kolejno$s¢ mozna otrzymac¢ przez
‘Porzadkowanie grafu <J,R) relacji R w D(n+|R]) Kkrokach.

Noblem B.

Jest to probtaa 1|ptec,d™j |C&ox z nastepujacymi dodatkowymi zatozeniami i
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istnieje doktadnie jedno zadanie k e J i podzbiér K £ J taki, ze R’=

= @@cK<(k»J>> s R> oraz dij > 0 dla a "j> £ R** dij * 0 dla tl>J) E RXR’-

Opisana ponizej procedura wyznacza optymalng kolejnos¢ dla tego problemut

(@ wyznacz optymalng kolejnos¢ z wykonywania zadan dla problemuflpostaci
I|prec|Caia, ze zbiorem zadan B,, oraz relacja R ograniczona do tego
zbioru <patrz Problem A),

() wyznacz optymalng kolejnos¢ u wykonywania zadan dla problemuspostaci
Ilprec|Cmax ze zbiorem zadan G, = J \ (BG u A") oraz relacjga R ograni-
czong do tego zbioru (patrz Problem A),

(© wyznacz optymalng kolejnos¢ wykonywania 5 zadan dla problemuopostaci
1|prec,rj |CmX ze zbiorem zadan Aj, , relacjg R ograniczong do tego
zbioru, wartosciami rj = dj,j dla j e Koraz rj = 0 dla j e A, \ K
Kolejnos¢ £ mozna wyznaczy¢ algorytmem podanym w pracy Clii w O(n")
krokachf

() optymalna kolejnos¢ n* dla Problemu B ma posta¢ n*= <rkuf.

tatwo zauwazy¢, ze wyznaczenie n* wymaga O(n"™) krokéw. M celu uzasadnienia
poprawnosci przedstawionego powyzej postepowania zauwazmy wpierw, ze dla

problemu I]prec|Cfil. zachodzi Cmax<®> - ~ eJ Pj. Stad Cmax<a> = Jj~Pj

jest dolnym ograniczeniem terminu Sj, w Problemie B. Podobnie Cmax(i)

wyznaczone w p. (b) jest najkrotszym terminem zakonczenia zadan ze zbioru
AN Zatem JesSli CHfAx(°>"JljcA pj * ZjcC zadar,ia za zbioru nalezy

umiesci¢ "pomiedzy'" zadaniem k oraz zbiorem Aj, i wtedy cmaxin*> “ Cmax<0,+
+Pk*C«aX<£). W przeciwnym przypadku umieszczajgc zadania ze zbioru G, jak
poprzednio otrzymamy | 3 (0O+p~n AN - LieJ PJ " C°

konczy dowdd optymalnosci n*.

Problem C.

Jest to problem *IBrac,dij "m«x z z*iozer>i®rai jak w Problemie B,z tym
ze R UjCk <<J,k)* C R. Opisana ponizej procedura wyznacza optymalng ko-
lejnos¢ dla tego problemu:

(@) wyznacz optymalng kolejnos¢ c wykonywania zadan dla problemuOpostaci
S|prec|Cflax ze zbiorem zadan oraz relacja R ograniczong do tego
zbioru (patrz Problem A),

(b> wyznacz optymalng kolejnos¢ w wykonywani a zadan dla probleouipostaci
1 (proc zo zbiorem zadanh Ck - J \ (Bj- u Ak) oraz relacja R ograni-
czona do togo zbioru (patrz Problem A),

<C> wyznacz optymalna kolejnos¢ wykonywania i zadan dla problemu«postaci
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1|prec,qj|Cmax ze zbiorem zadan Bk , relacja R ograniczong do tego
zbioru, wartosciami = dj~ dla j e Koraz gqj * 0 dla J e \ K.
Optymalng kolejnos¢ mozna wyznaczy¢ algorytmem podanym w pracy Cl1J%w
0<n2) krokach,

© optymalna kolejnos¢ n* dla Problemu B ma posta¢ rt*« Suka.

Podobnie jak poprzednio wyznaczenie n% wymaga 0(n2) krokéw,zas$ uzasadnienie

poprawnosci postepowania jest w pedni analogiczne.

Problem D.

Jest to problem 1|PrBC»dijlcmax z dodatkowym zatozeniem, ze istnieje
podzbiér K * <u,v,w> £ J, (u,v),(v,w) c R,dla ktérego duv > O, > 0.
Problem ten jest silnie NP-trudny. Do wykazania tego faktu mozna skorzys-

ta¢ z problemu podziatu <2-podziatu) C123.

Problem E. *
Jest to problem 1|Prec»Dijlcoax z nastepujacymi dodatkowymi zatozeniami:
Ii) graf (J.,R) relacji R mozna zdekomponowa¢ na pewna liczbe roztacznych

+ancuchéw c,, ... ,csOpostaci Cj “ (cil,...,civ >, gdzie c J oraz Jest

dtugoscig tancucha i, i“l,...,B, lii) D < o0, j=l,..evl-1, i*l,=_.
cijcij+l
Problem ten posiada rozmazanle optymalne«postaci »”»CjCj .~.csc,
gdzue o Jest dowolng kolejnosma zadan ze zbioru J \ (Cj u ... u cf). Do-

wéd tego faktu jest oczywisty.

fYoblea F.

Jest to problem 1|Prlrc»Dij ICmax 2 nastepujacymi dodatkowymi zatozeniami:
Istnieje zadanie k ¢ J i podzbiér K S J, taki, ze R*» Ujck <lk*j)> £ R,
oraz Djj < u dla li,j) ¢ R”, DJ - «dla [liiJ) i R\R’. Rozwazmy problem
IlpreclL™ ze zbiorem zadan Ak , relacja R ograniczong do tego zbioru,
oraz dj - DfdJ ,Jc K, dj > 9, je AMK. JesSli dla optymalnej kolejnosci fi dla
+go problemu zachodzi L~1i1) S 0,to optymalna kolejnos¢ dla Problemu F ma
posta¢ n* m auké, gdzie kolejnosci a i u sg wyznaczone Jak w Problemie 8. M
Przeciwnym przypadku fi * 0. Kolejnos¢ S mozna wyznaczy¢ algorytmem podanym
wpracy C33 w 0In2) krokach. Uzasadnienie optyoalnosci n* Jest analogiczne
d przedstawionego dla Problemu B. Podobny rezultat uzyskuje cie ,gdy relacja

Jest«postaci R** Uj*k tCJ,k)+ £ R.

Irobioo 6.
Jest to proébie» 1|proc,dtj.P,j |C,,W z dodatkowym zaktozeniem, zs istnieja

zadania u.v « J, (u,v> e 8, dla ktérych duv > 0 oraz Duy < a . Probio®
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ten Jest silnie NP-trudny. Da wykazanie tego -faktu mozna skorzysta¢ z pro-

blemu podziatu <2-podziaZu>.
«3. Dolne ograniczenia

Wyznaczenie dolnego ograniczenia w metodzie podziatu i ograniczen mozna
sprowadzi¢ do problemu 1 |prec,d™ “»Dj "P—(ex 2 oc*powiednio zdefiniowang rela-
cja R, wynikajaca z przyjetej reguty podziatu drzewa rozwigzan. Do wyzna-
czania dolnego ograniczenia dla w: .problemu proponuje sie nastepujgce po-
dejsciat
(@ zastosowanie odpowiednich relaksacji umozliwiajacych sprowadzenie roz-

wazanego problemu do Jednego z probleméw A-C, E-F opisanych w rozdz.3,

dla ktorych istnieje algorytm wielomianowy,
<b> zastosowanie odpowiednio sformutowanego problemu 1 |prec,rj,qj |[Omax (Iub
jego dolnego ograniczenia).
Podejscie (@) nie wymaga komentarza. Idea podejscia (b) polega na przyjeciu
re " Ofjesli Bk « 0, k ¢ J. Nastepnie zaktadajac, ze dla kazdego zadania
i c Bk zostata ustalona wartos¢ ri , to wartos¢ rk jest réwna optymalnej
wartosci funkcji celu dla problemu 1 |prec,rj,qjlCmax ze zbiorem zadan Bk ,
relacja R ograniczong do tego zbioru, oraz Pj *djk , j ¢ Bk , q =0,
J c BJABE = Poniewaz tak sformutowany problem jest w dalszym ciggu NP-trud-
ny, zatem nalezy go zastgpi¢ odpowiednim dolnym ograniczeniem. Najlepszy
efekt mozna osiggna¢ stosujac jako dolne ograniczenie problem I]prec,pntn,
rj.qil~«ax * algorytmem o zdozonosci 0(n2> C33. Niewiele stabszy rezultat
mozna otrzyma¢ stosujac jako dolne ograniczenie problem 1]pmtn,rj,qj |Coax z
algorytmem o zdtozonosci Ofnlogn) t43. Dolne ograniczenie tego typu jest re-
komendowane do praktycznych zastosowan C133. Przedstawione dwa przypadki
prowadzg do otrzymania procedur wyznaczania wartosci rk , k ¢ J o zhozo-
nosciach 0In") oraz 0<n*'logn) J odpowiednio/ Jako alternatywne dolne ograni-
czenie proponuje sie problemtpostaci 1]rj,Qj«g4 |JCRAX. Uprowadzajac niewitl”
kie zmiany w Algorytmie modyfikacyjnym opisanym w pracy C133 otrzymaay pro-
cedure wyznaczania wartosci rk , k ¢ J o ztozonosci 0(n2). Wyznaczenie war-
tosci qf , t ¢ J Jest w pedni analogiczne.

Jato dolne ograniczenie dla problemu 1|proc,djj ,Dij)CMX proponuje »i?
przyja¢ problem i |prec,petn,r lTub 1 IPtn»rj» icQax * danymi rk .
Sk « k t J okreslonymi powyzej. Z¥ozonos$¢ takiego dolnego ograniczenia Je*t
odpowiedni* CKn3). 0<n2logn> lub 0<n2) w zaleznosci od zastosowanego sposobu

wyznaczania wartosci rk ,qk ,k c J. Niewagtpliwie interesujacym zagadnienie*
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jest wykazanie wzajemnych zaleznos$ci pomiedzy wszystkimi opisanymi dolnymi
ograniczeniami .

W przypadku og6lnego problemu 1| prec,DjjlIcraax pojawi a sie f~r-zupeiny
problem istnienia dowolnej kolejnosci dopuszczalnej. Przy rozstrzyganiu te-
g problemu pomocne sa odpowiednio skonstruowane dolne ograniczenia. Dla
kazdej pary (k,l)e R takiej, ze Dkj < a(wyznaczmy dolne ograniczenie
optymalnej wartosci funkcji celu dla problemu 1jprec,rj,qj(Cma, ze zbiorem
zadan Ck = Ak n Bk ,z relacja R ograniczong do tego zbioru, oraz wartoscia-
mrj =d,;J ,je itn CE , rj » 0, je (Ak\Ak>n Ck ,qj = djx , je Bj ®Ck ,
Al = 0, je (B™XB™) n Ck. Jezeli zachodzi C( > Dkl (to nie istnieje zadna do-
puszczalna kolejno$s¢ wykonywania zadan ze zbioru J. Zagadnienie doboru dol-

nego ograniczenia dla problemu 1 |prec, rj,.qj przedyskutowano wczesniej .
5. Gbérne ograniczenie

Rozwazmy problem 1 |prec,dij 2 wartosciami qj ,je J wyznaczonymi w
sposéb opisany w poprzednim rozdziale. Nastepujacy algorytm aproksymacyjny

generuje przyblizong kolejnos¢ u wykonywania zadah dla tego problemu.

Algorytm aproksymacyjny*
(i) podstaw bj s= 1BjIl, rj s= 0, je J, QUEE t= S, k :=0,H:=0,
(ii) do QUEE wpisz wszystkie zadania je J, dla ktérych bj=0 oraz
rzadkuj QUEE wg; niemalejacych wartosci rj ,

(iii) jezeli QUEE = to stop,
(iv) wez pierwsze zadanie z QUEE i nazwij je 1j jesli H< r* ,toH :=r1j ,
() wyznacz zbiér K = Cje QUEE: r_j < HJ oraz" zadanie j*eKtakie,

qjt = maxjek- qj ; podstaw QUEE := QUEE \ Cj*), k := k+l1, r(k> := j*.
H s= H+Pjt ,

(vi) dla kazdego ie Aj* wykonaj krok (vii),

(vii) postaw ri 2= max fr™,H+dj<~> , b~ s= bN-1. Jezeli 38 0,to zadanie 1
wpisz do QUEE przeporzadkowujac QUEE wg niemalejacych wartosci r»,

(viii) przejdz da kroku <iii).

Z¥ozonos¢ powyzszego algorytmu jest O(n“~>- Dla problemu 1Jprec, j,D~~ |CHix
proponuje sie wprowadzi¢ nastepujace modyfikacje: w kroku (i) doda¢ podstaw
R} 22 <t je J; w kroku (V) zadanie j* wybiera¢ wg warunku Rj* * “injcK Rj *
H kroku Cvii> doda¢ podstaw R™ r* minfRi . Oczywiscie w kolejnosci n
Otrzymanej zarowno Algorytmem aproksymacyjnym,jak i jego zmodyfikowang wer-

mogg wystepowaé¢ naruszenia ograniczen zwigazanych z Djj. Aktualna war-
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tos¢ goérnego ograniczenia UB uzywana w algorytmie podziatu i ograniczen

jest aktualizowana w oparciu o wartos¢ H otrzymang powyzszym algorytmem.

6. Algorytm

Konstrukcja algorytmu typu podziatu i ograniczen dla rozwazanego proble-
mu moze by¢ prowadzona w ramach jednego z nastepujacych podejsc¢!
- podejscie oparte na budowie czesciowego uszeregowania zadan, np. 1141,
- podejscie oparte mapojeciu- Sciezki krytycznej i bloku zadan, np. 181,
- podejscie oparte ma analizi$ klik w gra-fie dysjunktywnym, np. 151.
Ocena, ktére z wymienionych podejs$¢ jest najbardziej odpowiednie do kons-
trukcji algorytmu rozwigzywani a(wymaga zaprojektowania odpowiednich 3 algo-
rytméw i wykonania komputerowych badah poréwnawczych. Ponizej podane zosta-
na tylko istotne elementy algorytméw zrealizowanych w ramach ww podejsc.

Podejscie oparte ma budowig czesciowego uszeregowania zadan polega na ba-
daniu uszeregowa¢, w ktérych zadania na pewnej liczbie poczatkowych pozycji
posiadaja ustalong kolejnos¢ wykonywania, za$ pozostate zadania nie maja
okreslonej kolejnosci wykonywania. Niech U £ J oznacza zbidér zadan uszere-
gowanych, o kolejnos¢ ich wykonywania, zas$ N = J\U zbidér zadan nieuszerego-
wanych. Otrzymanie nowego uszeregowania jest mozliwe poprzez wybdér pewnego
zadania j e N oraz utworzenie kolejnosci c¢j,” tj. umieszczenie zadania j »a
pozycji |U|+1 —szej. Zadanie j jest wybierane ze zbioru zadan szeregowal-
nych E = licN: BjSUJ. Dodatkowo, mozliwe jest zawezenie zbioru E poprzez
wprowadzenie prostych testéw opartych na odpowiednich dolnych ogranicze-
niach. Tak np. jesli zachodzi Cmax (o>+Pj+max”~eft "ji~i - LO;to jE E. Podob-
nie jesli ®axicg dij+JicN pi + UB” to 2aleinoic:i tego typu mozna po-
da¢ wiecej, takze w oparciu o wartosci rk ,gk ,ke J, ktérych sposéb wyzna-
czania opisano w rozdz.4. Pracochdonnos¢ badania tak sformutowanych testéw
w odniesieniu do korzysci wynikajacych z ich zastosowania w algorytmie moze
by¢ oceniana tylko na drodze eksperymentalnej. PodejScie oparte na budowie
czesciowego uszeregowania zadah przy ustalaniu kolejnosci “od konca” jest w
pedni analogiczne. Do zalet omawianego podejscia nalezy prostota opisu al-
gorytmu oraz +atwos¢ implementacji programowej. Korzystajac z faktu, ze w
kazdym wezle drzewa rozwigzan uszeregowanie czesciowe moze by¢ opisana pe-
wng relacja C73, to wyniki otrzymane w rozd2 .4-5 moga by¢ bezposrednio wy-
korzystane w algorytmie zaprojektowanym na bazie tego podejscia.

Podejscie blokowe wykorzystuje fakt, za problem wyznaczania wartosci Sj

.Jc 0 dla ustalonej n oraz posiada odpowiednig interpretacje gr*f0o*4
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(patrz rozdz.2). W zwigzku z powyzszym mozemy zde-finiowa¢ pojecie Sciezki
krytycznej (w grafie Gn> oraz pojecie bloku zadan (jako podzbioru kolejnych
zadan ze Sciezki krytycznej wykonywanych bez przerw pomiedzy nimi). Dalej,
sozna wykaza¢ podstawowe twierdzenie eliminacyjne zwigzane z blokami zadanh
oraz zbudowa¢ drzewo rozwigzan w typowy dla tego podejs$cia sposéb, np. [71.
Ketody wyznaczania dolnych i gérnych ograniczen dla tego algorytmu oméwiono
h rozdz_4-5.

Podejscie oparte na analizie klik w grafie dysjunktywnym w zasadzie moz-
ma uwaza¢ za podejscie posrednio zwigzane z tworzeniem uszeregowa¢ czescio-
wych poprzez ustalanie zadan na poczatkowych albo koncowych wolnych pozyc-
jach réwnoczesnie. Podejscie ta wymaga okreslenia zbioru U zadan uszerego-
wanych na poczatkowych pozycjach, zbioru W zadan uszeregowanych na kohco-
wych pozycjach, zbioru N = J\(U u W) zadan nieuszeregowanych, zbioru E za-
dan szeregowatnych na pierwszej wolnej pozycji oraz zbioru S zadan szerego-
walnych na ostatniej wolnej pozycji. Jezeli |E|] = 1 lub jS] = 1, to kolejne
Jadanie do uszeregowania zostato jednoznacznie okreslone i moze by¢ uszere-
gowane. W przeciwnym przypadku dla zadan ze zbioru N zostaja wprowadzone
dodatkowe ograniczenia kolejnosciawe, wynikajace z ustalenia pewnego +uku
dysjunktywnego. Konsekwencja tego jest zawezenie zbioru E lub S, odpowied-
nio. Podobnie jak pierwszym omawianym podejsciu, mozliwe jest takze wpro-

wadzenie dodatkowych testéw zawezajacych zbiory E i S.
7. Zakonczenie

Przyktadem mozliwosci zastosowania przedstawionego problemu jest algo-
rytm aproksymacyjny dla gniazdowego zagadnienia kol ejnosci owego opisany w
pracy [11. Podstawowa idea tego algorytmu polega na wyznaczaniu uszeregowa-
nia na pojedynczej maszynie, przy zatozeniu, ze uszeregowani a dla innych
maszyn zostaty juz wczed$niej ustalone. Autorzy pracy [11 zastosowali w tym
PSlu odpowiednio zdefiniowany problem 1]|r~, iCmax- BezposSrednim tego efek-
t® jest generowanie rozwigzah niedopuszczalnych oraz mozliwos¢ 'zapetlenia
SE' procedury aproksymacyjnej. Wszystkich tych kdopotéw mozna unikngé¢ sto-
jac problem 1 |prec,dtj |C(e;. zamiast 11r™,qj |CMax-

Zagadnienie 1 |Prec>dijlcmax o°ze by¢ réwniez stosowane jako alternatywna
&toda wyznaczania dolnego ograniczenia dla problemu gniazdowego, posrednia

sensie pracochtonnosci) pomiedzy proponowanym w pracy [61 dolnym cgrani-
Pieniem I-maszynowyolpostaci 1 |rj»dj !CQax oraz 2-maszynowyia$postaci

"Niprec.rj.gjlcn.
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Przewiduje sie takze zastosowanie zagadnienia 1IPrec»dt j>Dsj icraax do wy~
znaczania dolnego ograniczenia oraz jako algorytm pomocniczy w algorytmach

aproksymacyjnych, w realizowanym systemie wspomagania decyzji dla szerego-

wania zadan [23.
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3fKA~ WEHOBAHHfl C DTPAffiraEHHAM BPMEHH  OIHAAHHH

P93 DMe

B cTSTie npesoTaBzaexoa ogHOManrgHma npotSneiia HspejroBaHHH 0 spETePa-
IMHHHH\VH3aipiH MBECHVBIEDHOO DEOHTBHHH BtUTO]II-B-I-EI BCOX SaflS?. B 8TOf
E[J(I)-(Ij\%e"e nBaHHlsaeTOJl xaKze , ttd oy"ecTBpar orpamreeHHa oneﬁenaocTH bhdou-

sana’i a GKKHHV orpamneHHEU aToro THua osssaHO hhxh68 h Bepxnee
orpaHtreeHHa BpeueHH  ozanaHHH Meajny BunojBaewHMK sana™ana. Jlaa aiofi npwJ-
jeuH I_j{JESTOH aHajiHS  bhthcjiht0iibho2 oiozhooth a xamte npejtsaraexoa aaropHTM
peneHEa.

ASCHEDULING PROBLEM WITH WAITING TIME CONSTRAINTS

Summary

The paper deals with one-machine scheduling problem with
»inimum maximum completion time criterion. It is also assumed
that there exist preceding constraints, and for each pair of jobs
linked by these constraints the lower and upper bounds for waiting
time between processing the jobs are given. For this problem the
computational complexity analysis is carried out and solution al-
9orithm is propo§ed.

» .



