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Streszczenie. W pracy rozważany jest jednomaszynowy problem szere­
gowania z kryterium w postaci maksymalnego terminu zakończenia wyko­
nywania wszystkich zadań. W problemie tym przyjmuje się dodatkowo, że 
istnieją ograniczenia kolejnościowe wykonywania zadań,przy czym z 
każdym ograniczeniem tego typu są związane dolne i górne ograniczenie 
czasu oczekiwania pomiędzy zadaniami. Dla problemu przeprowadzana 
jest analiza złożoności obi iczeniowej oraz proponowany algorytm roz- 
wi ązania.

1. Wstęp

W pracy rozważa się jednomaszynowy problem szeregowania z kryterium w 
postaci maksymalnego terminu zakończenia wykonywania wszystkich zadań. Za­
kłada się, że dodatkowe ograniczenia kolejnościowe wprowadzane są poprzez 
określenie dolnego i górnego ograniczenia czasu oczekiwania pomiędzy parą 
zadań związanych tym ograniczeniem. Problem ten w ogólnym przypadku jest 
silnie NP-trudny. W celu jego rozwiązania możliwe jest zastosowanie kilku 
"typowych" podejść. Pierwsze polega na zastosowaniu algorytmu aproksymacyj­
nego (przybliżonego). Drugie, na zastosowaniu metody podziału i ograniczeń 
lub metody programowania dynamicznego. Oba podane podejścia posiadają ogól­
nie znane wady i zalety. Wydaje się, że dla zagadnień o większych rozmia­
rach jedynym sensownym podejściem jest'zastosowanie algorytmów aproksyma­
cyjnych. Aktualny stan badań dotyczących zagadnień jednooaszynowych, opra­
cowany na podstawie 204 pozycji literaturowych, przedstawiona w pracy C10J. 
2 pracy tej wynika, że nie są znane żadne algorytmy rozwiązywania omawiane­
go problemu w przypadku ogólnym.

W prezentowanej pracy przeprowadzono analizę złożoności obliczeniowej 
kilku szczególnych przypadków problemu oraz przedstawiono metody wyznacza­
nia górnego i dolnego ograniczenia dla proponowanego algorytmu rozwiązania 
opartego na metodzie podziału i ograniczeń.

Wyniki otrzymane w pracy mogą być bezpośrednio wykorzystane w algoryt­
mach rozwiązywania problemów znacznie ogólniejszych, np. Ul, t23.
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Praca była częściowo finansowana przez RP.1.02 "Teoria sterowania i op-
tttymalizacji układów dynamicznych i procesów dyskretnych.

2. Sformułowanie problemu

Dany Jest zbiór n niezależnych zadań J = i1,2,...,ni, które należy wy­
konań na jednej maszynie. Dla każdego zadania określony Jest czas wykonywa-: 
nia Pj > 0, Je J. Dodatkowo dana jest także relacja R c J x J, której graf
jest acykliczny, oraz liczby djj > O i D ^  > 0 , (i, j) c R, i, j e J. Rela­
cja R przedstawia ograniczenia kolejności wykonywania zadań wynikające z 
porządku technologicznego. Wielkości d^^ oraz Djj reprezentują, odpowied­
nio. dolne i górne ograniczenie czasu oczekiwania pomiędzy terminem zakoń­
czenia zadania i-tego oraz terminem rozpoczęcia zadania j-tego, tzn.

dij - SJ “ <Si + Pi> i Dij * Ci’j) c R U1

gdzie Sj jest terminem rozpoczęcia zadania j, j e J. Przyjmuje się, że w 
każdej chwili, czasowej maszyna może realizować co najwyżej jedno zadanie 
oraz realizacji zadania nie można przerywać. Problem polega na znalezieniu 
uszeregowania (reprezentowanego przez zestaw terminów rozpoczęcia Sj , j £ 
c Jł, które minimalizuje maksymalny termin zakończenia wykonywania wszyst­
kich zadań oraz spełnia ograniczenie (1)., Łatwo pokazać, że jeżeli istnieje 
co najmniej Jedno uszeregowanie spełniające ograniczenie (1), to w zbiorze 
uszeregować optymalnych istnieje uszeregowanie, dla którego zadania rozpo­
czynają slą najwcześniej Jak mogą. Zatem nasze rozważania możemy ograniczyi 
do uszeregować opisanych permutacją fi zadań za zbioru J. Dla danej persuta- 
cji fi terminy rozpoczęcia zadań wyznaczane są z zależności

Sn(i) “ ^ M i - U + P n U - l l  ’ <Sj+Pj+djn(i>>:>’ i-1.2,'... ,n, <2>
r n (i)

gdzie S ^ 0) ■ 0 ■ Pr(0) °r*z Bj m ii t (i,j> c R>. Kolejność n, dla której 
spełni one jest także ograniczenie (1) (dla terminów Sj wyznaczonych z (2) >, 
będziemy nazywać kolejnością dopuszczalną. Zbiór kolejności dopuszczalnych 
oznaczony będzie dalej przez f:. Zatem powyższy problem formułuje się nastę­
pująco. Znaleze kolejność wykonywania zadań n* c 2, dla której
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Cmax(n) “ t“£in <Sn(i) + PfI<i)) <*>

oraz Sn Q) » i “ 1,2,...,n są terminami wyznaczonymi z zależności (2) dla 
permutacji n. Problem ten nie występuje w ogólnie przyjętym systemie klasy­
fikacyjnym problemów szeregowania 193, zatem w dalszym ciągu pracy będzie 
oznaczany przez 1 jprec,d^ j, j |Cmax. Odpowiednie problemy otrzymane przez 
relaksacjeopostaci djj = 0 oraz DiJ = a, li,j) e R będą oznaczane jako 
1 jprec |Cmaj. , 1 iPrec, dL |Cmax , 1 Jprec, D. |Cfflax .

Problem wyznaczenia terminów Sj z zależności (2) może być sprowadzony do 
problemu wyznaczania dróg w grafie Bn=> (J,R u E^), gdzie J jest zbiorem wie­
rzchołków, zaś R u En zbiorem łuków, En = U "Z* t<n(i>,nti+1))>. Wszystkie 
wierzchołki posiadają obciążenie równe pj ,łuki (i,j)e R obciążenie ,
zaś łuki (i,j)c En obciążenie zerowe. Terminy Sj przedstawiają długość naj­
dłuższej drogi dochodzącej do wierzchołka j, zaś Craax(n) jest długością 
najdłuższej drogi w tym gra-fie. Zatem złożoność obliczeniowa algorytmu re­
alizującego wzór (2) jest 0<n-t-|R|l.

W dalszym ciągu pracy relacja R będzie przedstawiana również za pomocą 
zbiorów bezpośrednich poprzedników Bj = ii: (i,j)eR> oraz zbiorów bezpośre­
dnich następników Aj = <is (j,i)eR3, j e J. Odpowiednio niech Bj , Aj będą 
zbiorami wszystkich (niekoniecznie bezpośrednich) poprzedników i następni­
ków zadania j, j c J.

?■ Pewne własności problemu

Znane w literaturze problemy 1 |prec |Cnax, 1 jprec|Lmax, 1 |prec,r j jC^^^, 
l|prec,rj |Lmax, 1 |prec,id^|* mogą być, poprzez odpowiednie zdefiniowanie 
danych, sprowadzone do problemu 1 |prec, j, j |Cffiax. Zatem rozważany pro­
blem jest znacznie ogólniejszy od każdego z ww; wymienionych. Co więcej, 
sożna pokazać, że jego wersja decyzyjna jest problemem NP-zupełnya, nawet 
iatli poszukujemy tylko dowolnej kolejności dopuszczalnej. Przeprowadzona 
analiza złożoności obliczeniowej dla szczególnych przypadków ogólnego pro­
blemu 1 |Pr®t,dij,Dij|Caax doprowadziła do uzyskania następujących rezulta­
tów.

Noblem A.
Jest to problem 1 jprec |Craax- Optymalną kolejność można otrzymać przez 

“Porządkowanie grafu <J,R) relacji R w D(n+|R|) krokach.

Noblem B.
Jest to probł aa 1 |ptec,d^ j |C&ox z następującymi dodatkowymi założeni ami i
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istnieje dokładnie jedno zadanie k e J i podzbiór K £ J taki, że R’ =

= (JjcK <(k»J>> s R> oraz dij > 0 dla a ’j> £ R’* dij * 0 dla tl>j) E RXR’-
□pisana poniżej procedura wyznacza optymalną kolejność dla tego problemut
(a) wyznacz optymalną kolejność z wykonywania zadań dla problemuflpostaci 

l|prec|Caia„ ze zbiorem zadań B,, oraz relacją R ograniczoną do tego 
zbioru <patrz Problem A),

(b) wyznacz optymalną kolejność u wykonywania zadań dla problemuspostaci 
l|prec|Cmax ze zbiorem zadań Cj, = J \ (B(, u A^) oraz relacją R ograni­
czoną do tego zbioru (patrz Problem A),

(c) wyznacz optymalną kolejność wykonywania 5 zadań dla problemuopostaci 
1 |prec,rj |CmaJ< ze zbiorem zadań Aj, , relacją R ograniczoną do tego 
zbioru, wartościami r j = dj,j dla j e K oraz rj = O dla j e Aj, \ K. 
Kolejność £ można wyznaczyć algorytmem podanym w pracy Clii w O(n^) 
krokachf

(d) optymalna kolejność n* dla Problemu B ma postać n*= <rku£.

Łatwo zauważyć, że wyznaczenie n* wymaga O(n^) kroków. M celu uzasadnienia 
poprawności przedstawionego powyżej postępowania zauważmy wpierw, że dla 
problemu l|prec|Cffla>. zachodzi Cmax<Ti> - ^ eJ Pj. Stąd Cmax<cr> = J j ^ P j

jest dolnym ograniczeniem terminu Sj, w Problemie B. Podobnie Cmax(i) 
wyznaczone w p. (b) jest najkrótszym terminem zakończenia zadań ze zbioru 
A^. Zatem Jeśli Cfflax (°>"JljcA pj * ZjcC zadar,ia za zbioru należy

umieścić "pomiędzy" zadaniem k oraz zbiorem Aj, i wtedy cmaxin*> “ Cmax<0,+ 
+Pk*C«aX <£). W przeciwnym przypadku umieszczając zadania ze zbioru Cj, jak 
poprzednio otrzymamy ■= ( O + p ^ ^  - LieJ PJ ' C°
kończy dowód optymalności n*.

Problem C.
Jest to problem * l®3rac,di j !^m«x z z*iozer>i®rai jak w Problemie B,z tym 

że R’“ UjCi<; <<J,k)ł C R. Opisana poniżej procedura wyznacza optymalną ko­
lejność dla tego problemu:
(a) wyznacz optymalną kolejność c wykonywania zadań dla problemuOpostaci 

S|prec|Cfflax ze zbiorem zadań oraz relacją R ograniczoną do tego 
zbioru (patrz Problem A),

(b> wyznacz optymalną kolejność w wykonywani a zadań dla probleouipostaci 
1 (proc zo zbiorem zadań Ck - J \ (Bj. u Ak) oraz relacją R ograni­
czoną do togo zbioru (patrz Problem A),

<C> wyznacz optymalną kolejność wykonywania i zadań dla problemu«postaci
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1|prec,qj|Cmax ze zbiorem zadań Bk , relacją R ograniczoną do tego
*Vzbioru, wartościami = dj^ dla j e K oraz qj * O dla J e \ K. 

Optymalną kolejność można wyznaczyć algorytmem podanym w pracy C11J'w 
0<n2) krokach,

(g) optymalna kolejność n* dla Problemu B ma postać rt*« Suka.

X 2Podobnie jak poprzednio wyznaczenie n wymaga 0(n ) kroków,zaś uzasadnienie 
poprawności postępowania jest w pełni analogiczne.

Problem D.
Jest to problem 1|PrBC»dijlcmax z dodatkowym założeniem, że istnieje 

podzbiór K * <u,v,w> £ J, (u,v),(v,w) c R,dla którego duv > 0, > 0.
Problem ten jest silnie NP-trudny. Do wykazania tego faktu można skorzys­
tać z problemu podziału <2-podziału) C123.

- .

Problem E. *
Jest to problem 1 |Prec»DijIcoax z następującymi dodatkowymi założeniami: 

li) graf (J,R) relacji R można zdekomponować na pewną liczbę rozłącznych 
łańcuchów c,,... ,cs0postaci Cj “ (cil,...,civ >, gdzie c J oraz Jest

długością łańcucha i, i“l,...,B, lii) D < o, j-=l, . . •v1-l, i **1, • . .cijcij+l
Problem ten posiada rozwiązanie optymalne«postaci »^»CjCj .• .csc,

j ■ *gdzie o Jest dowolną kolejnością zadań ze zbioru J \ (Cj u ... u cf). Do­
wód tego faktu jest oczywisty.

fYoblea F.
Jest to problem 1 |Prlrc»Di j lCmax 2 następującymi dodatkowymi założeniami: 

Istnieje zadanie k c J i podzbiór K S J, taki, że R*» Ujck <lk*j)> £ R, 
oraz Djj < u dla li,j) c R’, D^j - « d l a  liiJ) i R\R’. Rozważmy problem 
llpreclL^^ ze zbiorem zadań Ak , relacją R ograniczoną do tego zbioru, 
oraz dj - DfcJ ,Jc K, dj > 9, je A^\K. Jeśli dla optymalnej kolejności fi dla 
ł»go problemu zachodzi L^^li) S 0,to optymalna kolejność dla Problemu F ma 
postać n* ■ aukć, gdzie kolejności a i u są wyznaczone Jak w Problemie 8. M 
Przeciwnym przypadku fi ** 0. Kolejność S można wyznaczyć algorytmem podanym 
w pracy C33 w Oln2) krokach. Uzasadnienie optyoalności n* Jest analogiczne 
do przedstawionego dla Problemu B. Podobny rezultat uzyskuje cię ,gdy relacja 

Jest «postaci R** Uj*k tCJ,k)ł £ R.

Irobioo 6.
Jest to próbie» 1|proc,dtj.P,j |C„„W z dodatkowym założeniem, żs istnieją 
zadania u.v « J, (u,v> e 8, dla których duv > O oraz Duy < a . Probio®
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ten Jest silnie NP-trudny. Da wykazanie tego -faktu można skorzystać z pro­
blemu podziału <2-podziaZu>.

• 3. Dolne ograniczenia

Wyznaczenie dolnego ograniczenia w metodzie podziału i ograniczeń można 
sprowadzić do problemu 1 |prec,d^ ̂ »Dj ̂ l*-(nax 2 oc*powiednio zdefiniowaną rela­
cją R, wynikającą z przyjętej reguły podziału drzewa rozwiązań. Do wyzna­
czania dolnego ograniczenia dla ww: . problemu proponuje się następujące po- 
dejściat
(a) zastosowanie odpowiednich relaksacji umożliwiających sprowadzenie roz­

ważanego problemu do Jednego z problemów A-C, E—F opisanych w rozdz.3, 
dla których istnieje algorytm wielomianowy,

<b> zastosowanie odpowiednio sformułowanego problemu 1 |prec,rj,qj |Cmax (lub 
jego dolnego ograniczenia).

Podejście (a) nie wymaga komentarza. Idea podejścia (b) polega na przyjęciu 
rfe " 0 fjeśli Bk « 0, k c J. Następnie zakładając, że dla każdego zadania 
i c Bk została ustalona wartość ri , to wartość rk jest równa optymalnej 
wartości funkcji celu dla problemu 1 |prec,rj,qj|Cmax ze zbiorem zadań Bk , 
relacją R ograniczoną do tego zbioru, oraz Pj *> djk , j c Bk , qj = 0 ,
J c B|ABfc • Ponieważ tak sformułowany problem jest w dalszym ciągu NP-trud­
ny, zatem należy go zastąpić odpowiednim dolnym ograniczeniem. Najlepszy 
efekt można osiągnąć stosując jako dolne ograniczenie problem l|prec,pntn, 
r j,q i l^«ax * algorytmem o złożoności 0(n2> C33. Niewiele słabszy rezultat 
można otrzymać stosując jako dolne ograniczenie problem 1 ]pmtn,rj,qj |Coax z 
algorytmem o złożoności Ofnlogn) t43. Dolne ograniczenie tego typu jest re­
komendowane do praktycznych zastosowań C133. Przedstawione dwa przypadki 
prowadzą do otrzymania procedur wyznaczania wartości rk , k c J o złożo- 
nościach Oln') oraz 0<n*"l ogn) J  odpowiednio/ Jako alternatywne dolne ograni­
czenie proponuje się problemtpostaci 1 |rj,Qj«q4 |CRAX. Uprowadzając niewitl' 
kie zmiany w Algorytmie modyfikacyjnym opisanym w pracy C133 otrzymaay pro­
cedurę wyznaczania wartości rk , k c J o złożoności 0(n2). Wyznaczenie war­
tości qfc , t c J Jest w pełni analogiczne.

Jato dolne ograniczenie dla problemu 1 |proc,dj j ,Dj j )CM X  proponuje »i? 
przyjąć problem i |prec,petn,r lub 1 lP**tn»rj »«»j icQax * danymi rk .
śk « k t J określonymi powyżej. Złożoność takiego dolnego ograniczenia Je*t 
odpowiedni* CKn3). 0<n2logn> lub 0<n2) w zależności od zastosowanego sposobu 
wyznaczania wartości rk ,qk ,k c J. Niewątpliwie interesującym zagadnienie*
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jest wykazanie wzajemnych zależności pomiędzy wszystkimi opisanymi dolnymi 
ograniczeniami.

W przypadku ogólnego problemu 1 | p r e c , D j j lcraax pojawi a się f^-zupełny 
problem istnienia dowolnej kolejności dopuszczalnej. Przy rozstrzyganiu te­
go problemu pomocne są odpowiednio skonstruowane dolne ograniczenia. Dla 
każdej pary (k,l)e R takiej, że Dkj < a (wyznaczmy dolne ograniczenie 
optymalnej wartości funkcji celu dla problemu 1 jprec,rj,qj(Cma„ ze zbiorem 
zadań Ck = Ak n Bk ,z relacją R ograniczoną do tego zbioru, oraz wartościa­
mi rj = d,;J ,je ftfc n Cfc , rj » 0, je (Ak\Ak> n Ck ,qj = djx , je Bj ft Ck , 
Aj = o, je (B^XB^) n Ck. Jeżeli zachodzi C( > Dkl (to nie istnieje żadna do- 
puszczalna kolejność wykonywania zadań ze zbioru J. Zagadnienie doboru dol­
nego ograniczenia dla problemu 1 |prec, r j, q j przedyskutowano wcześniej.

5. Górne ograniczenie

Rozważmy problem 1 |prec,dij 2 wartościami qj , je J wyznaczonymi w 
sposób opisany w poprzednim rozdziale. Następujący algorytm aproksymacyjny 
generuje przybliżoną kolejność u wykonywania zadań dla tego problemu.

Algorytm aproksymacyjny*
(i) podstaw bj s= ]Bj |, rj s= 0, je J, QUEE t= S, k :=0, H :=0,
(ii) do QUEE wpisz wszystkie zadania je J, dla których bj = 0 oraz upo­

rządkuj QUEE wg; niemalejących wartości rj ,
(iii) jeżeli QUEE = to stop,
(iv) weż pierwsze zadanie z QUEE i nazwij je lj jeśli H < r̂  ,to H := rj , 
(v) wyznacz zbiór K = Cje QUEE: r-j < HJ oraz" zadanie j*e K takie, ze

qjt = maxj Ek- qj ; podstaw QUEE := QUEE \ Cj*), k := k+1, r(k> := j*.
H s= H+Pjt ,

(vi) dla każdego ie Aj* wykonaj krok (vii),
(vii) postaw ri 2= max fr^, H+d j<^ > , b,̂  s= b^-1. Jeżeli 38 O,to zadanie 1 

wpisz do QUEE przeporządkowując QUEE wg niemalejących wartości r^, 
(viii) przejdź da kroku <iii).

Złożoność powyższego algorytmu jest 0(n“̂>- Dla problemu 1 Jprec, j , D ̂  ̂|Cfflax 
proponuje się wprowadzić następujące modyfikacje: w kroku (i) dodać podstaw 
Rj 2te <*ł je J; w kroku (v) zadanie j* wybierać wg warunku Rj* * “injcK Rj * 
H kroku Cvii> dodać podstaw R^ r* minfRi . Oczywiście w kolejności n
Otrzymanej zarówno Algorytmem aproksymacyjnym,jak i jego zmodyfikowaną wer- 

mogą występować naruszenia ograniczeń związanych z Djj. Aktualna war-
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tość górnego ograniczenia UB używana w algorytmie podziału i ograniczeń 
jest aktualizowana w oparciu o wartość H otrzymaną powyższym algorytmem.

6. Algorytm

Konstrukcja algorytmu typu podziału i ograniczeń dla rozważanego proble­
mu może być prowadzona w ramach jednego z następujących podejść!
- podejście oparte na budowie częściowego uszeregowania zadań, np. 1141,
- podejście oparte na pojęciu- ścieżki krytycznej i bloku zadań, np. 181,
- podejście oparte na analiziś klik w gra-fie dysjunktywnym, np. 151.

Ocena, które z wymienionych podejść jest najbardziej odpowiednie do kons­
trukcji algorytmu rozwiązywani a( wymaga zaprojektowania odpowiednich 3 algo­
rytmów i wykonania komputerowych badań porównawczych. Poniżej podane zosta­
ną tylko istotne elementy algorytmów zrealizowanych w ramach ww podejść.

Podejście oparte na budowią częściowego uszeregowania zadań polega na ba­
daniu uszeregować, w których zadania na pewnej liczbie początkowych pozycji 
posiadają ustaloną kolejność wykonywania, zaś pozostałe zadania nie mają 
określonej kolejności wykonywania. Niech U £ J oznacza zbiór zadań uszere­
gowanych, o kolejność ich wykonywania, zaś N = J\U zbiór zadań nieuszerego- 
wanych. Otrzymanie nowego uszeregowania jest możliwe poprzez wybór pewnego 
zadania j e N oraz utworzenie kolejności cj,' tj. umieszczenie zadania j »a 
pozycji |U| + 1 —szej. Zadanie j jest wybierane ze zbioru zadań szeregowal- 
nych E = licN: BjSUJ. Dodatkowo, możliwe jest zawężenie zbioru E poprzez 
wprowadzenie prostych testów opartych na odpowiednich dolnych ogranicze­
niach. Tak np. jeśli zachodzi Cmax (o>+Pj+max^eft ^ji^i - L©;to j£ E. Podob­

nie jeśli ®axicg dij+JicN pi ł UB’ to 2aleinoic:i tego typu można po­
dać więcej, także w oparciu o wartości rk ,qk , ke J, których sposób wyzna­
czania opisano w rozdz.4. Pracochłonność badania tak sformułowanych testów 
w odniesieniu do korzyści wynikających z ich zastosowania w algorytmie może 
być oceniana tylko na drodze eksperymentalnej. Podejście oparte na budowie 
częściowego uszeregowania zadań przy ustalaniu kolejności “od końca” jest w 
pełni analogiczne. Do zalet omawianego podejścia należy prostota opisu al­
gorytmu oraz łatwość implementacji programowej. Korzystając z faktu, że w 
każdym węźle drzewa rozwiązań uszeregowanie częściowe może być opisana pe­
wną relacją C73, to wyniki otrzymane w rozd2 .4-5 mogą być bezpośrednio wy­
korzystane w algorytmie zaprojektowanym na bazie tego podejścia.

Podejście blokowe wykorzystuje fakt, za problem wyznaczania wartości Sj 
. Jc 0 dla ustalonej n oraz posiada odpowiednią interpretację gr*f0*4
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(patrz rozdz.2). W związku z powyższym możemy zde-finiować pojęcie ścieżki 
krytycznej (w grafie Gn> oraz pojęcie bloku zadań (jako podzbioru kolejnych 
zadań ze ścieżki krytycznej wykonywanych bez przerw pomiędzy nimi). Dalej, 
sożna wykazać podstawowe twierdzenie eliminacyjne związane z blokami zadań 
oraz zbudować drzewo rozwiązań w typowy dla tego podejścia sposób, np. [71. 
Ketody wyznaczania dolnych i górnych ograniczeń dla tego algorytmu omówiono 
h rozdz.4-5.

Podejście oparte na analizie klik w grafie dysjunktywnym w zasadzie moż­
na uważać za podejście pośrednio związane z tworzeniem uszeregować częścio­
wych poprzez ustalanie zadań na początkowych albo końcowych wolnych pozyc­
jach równocześnie. Podejście ta wymaga określenia zbioru U zadań uszerego­
wanych na początkowych pozycjach, zbioru W zadań uszeregowanych na końco­
wych pozycjach, zbioru N = J\(U u W) zadań nieuszeregowanych, zbioru E za­
dań szeregowałnych na pierwszej wolnej pozycji oraz zbioru S zadań szerego- 
walnych na ostatniej wolnej pozycji. Jeżeli |E| = 1 lub jS| = 1, to kolejne 
Jadanie do uszeregowania zostało jednoznacznie określone i może być uszere­
gowane. W przeciwnym przypadku dla zadań ze zbioru N zostają wprowadzone 
dodatkowe ograniczenia kolejnościawe, wynikające z ustalenia pewnego łuku 
dysjunktywnego. Konsekwencją tego jest zawężenie zbioru E lub S, odpowied­
nio. Podobnie jak pierwszym omawianym podejściu, możliwe jest także wpro­
wadzenie dodatkowych testów zawężających zbiory E i S.

7. Zakończenie

Przykładem możliwości zastosowania przedstawionego problemu jest algo­
rytm aproksymacyjny dla gniazdowego zagadnienia kol e jności owego opisany w 
pracy [11. Podstawowa idea tego algorytmu polega na wyznaczaniu uszeregowa­
nia na pojedynczej maszynie, przy założeniu, że uszeregowani a dla innych 
maszyn zostały już wcześniej ustalone. Autorzy pracy [11 zastosowali w tym 
PSlu odpowiednio zdefiniowany problem 1 |r^, ¡Cmax- Bezpośrednim tego efek- 
t*® jest generowanie rozwiązań niedopuszczalnych oraz możliwość "zapętlenia 
S'Ę" procedury aproksymacyjnej. Wszystkich tych kłopotów można uniknąć sto­
jąc problem 1 |prec,dt j |C(na;. zamiast 1 Ir^,qj |CMax-

Zagadnienie 1 |Prec>dijlcmax o°że być również stosowane jako alternatywna 
8etoda wyznaczania dolnego ograniczenia dla problemu gniazdowego, pośrednia
sensie pracochłonności) pomiędzy proponowanym w pracy [61 dolnym cgrani- 

Pieniem l-maszynowyolpostaci 1 |r j»dj !CQax oraz 2-maszynowyia$postaci 
'^iprec.rj.gjlC^.
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Przewiduje się także zastosowanie zagadnienia 1 lPrec » dt j > Ds j icraax do wy~
znaczania dolnego ograniczenia oraz jako algorytm pomocniczy w algorytmach
aproksymacyjnych, w realizowanym systemie wspomagania decyzji dla szerego­
wania zadań [23.
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3lflKA WEHOBAHHfl C DTPAfflraEHHflM BPMEHH OIHflAHHH 

P 9 3 D M e

B cTSTie npesoTaBzaexoa ogHOManrgHma npotSneiia HspejroBaHHH o spETepa- 
!M HHHHMH3aipiH MaECHMaJEbHOrO CpOEH DEOHTBHHH BtUTOJIHBHHH BC9X SaflS1?. B 8T0fl 
jpodaeiie npaHHisaeTOJi xaKze , t t d  oy^ecTBpar orpamreeHHa onepenaocTH bhdou- 
H9HM sana^i a  GKaKHHM orpamneHHEu aToro THua osssaHO hhxh68 h Bepxnee 
orpaHtreeHHa BpeueHH ozanaHHH Meajny BunojBaewHMK sana^ana. JJaa aiofi npwJ- 
jeuH jjaSTOH aHajiHS bhthcjiht0iibho2 oiozhooth  a  xamte npejtsaraexoa aaropHTM 
peneHEa.

A SCHEDULING PROBLEM WITH WAITING TIME CONSTRAINTS 

S u m m a r y

The paper deals with one-machine scheduling problem with 
»inimum maximum completion time criterion. It is also assumed 
that there exist preceding constraints, and for each pair of jobs 
linked by these constraints the lower and upper bounds for waiting 
time between processing the jobs are given. For this problem the 
computational complexity analysis is carried out and solution al-
9orithm is proposed.'» : V'. .. .


