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WIELOKRYTERIALNE PROBLEMY ROZDZIAtU ZASOBOW CIAGEYCH
WKOMPLEKSIE OPERACII NIEZALEZNYCH

Streszczenie. Wpracy rozpatruje sie problemy rozdziatu zasobow
ciggtych, podwodjnie ograniczonych miedzy operacje niezalezne, opi-
sane nieliniowymi réwnaniami wigzacymi predko$¢ ich wykonywania
z chwilowymi przydziatami zasobow. Sformutowano problemy optymali-
zacji wektorowej, w ktdrych oprécz kryteriow T (czas wykonywania
zbioru operacji) i Ltnax (maksymalne opdznienie wykonania operacji),
uwzglednia sie poziomy chwilowej dostepnos$ci i sumarycznego zuzycia
zasobow.

1. Wstep

Problematyka sterowania rozdziatem zasobéw ciggtych pomiedzy operacje
0 modelach w postaci rownan rézniczkowych: predkos$¢ wykonywania - ilosci
zasobow przydzielonych w danej chwili,uprawiana jest juz od ponad dwu-
dziestu lat (por. [4] ). Zainteresowanie tg problematyka wynika z dwoch
faktow. Po pierwsze, w wielu sytuacjach praktycznych mamy do czynienia
z zasobami podzielnymi w sposob ciggty (np. moc, intensywno$¢ inwesto-
wania, dzienna liczba roboozogodzin) lub takimi, ktére z natury sg po-
dzielne w spos6b dyskretny., ale z uwagi na duzg liczbe mozliwych przy-
dziatdw moga by¢ w przyblizeniu traktowane jako ciagte (np. strony
wspolnej pamieci operacyjnej w wieloprocesorowych systemach komputero-
wych). Po drugie, wspomniane modele operacji pozwalajg na zbadanie
podstawowych wtasnosci sterowan optymalnych w zaleznos$ci od kryterium
optymatnos$oi, prawych stron modeli operacji, ograniczen zasobowych
1 kolejnosciowych, co jest nastepnie wykorzystywane do jak najefektywniej-
szego wyznaczania tych sterowan, w szczegdlnos$ci w sposob analityczny.
Wazna jest rowniez praktyczna tatwo$¢ budowy rozwazanych modeli® np.
wtedy, gdy predkos$é wykonywania operacji zalezy od natezenia pradu
elektrycznego (wszelkie maszyny z silnikami elektrycznymi, wanny elektro-
lityczna) lub w systemach komputerowyoh, gdy zalezy cna od przyznanej
liczby stron pamieci operacyjnaj.

Jesli chodzi o sformutowanie deterministyczne i zasoby gtownie ciggte,
to podstawowe wyniki zostaty podsumowane w ¢ Niektdre uogolnienia
zawierajg praoe [6] , [L?] , [L8] . Probleny, w ktoérych operacje o powyz-
tzych modelach oprécz zasobow ciggtych zadajg do swego wykonania takze
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zasobow dyskretnych,rozpatrywano szerzej w rozdziale 7 praoy , pod-
sumowujac tam szereg wczesniejszych wynikéw. Zdeoydowana wiekszo$¢ wy-
mienionych wynikéw dotyczyta minimalizacji czasu wykonania kompleksu
operacji}jedynie w [7»83 rozpatrywano takze kryterium catkowe. W [133
sformutowano i rozwigzano problem szeregowania operacji przed liniami
krytycznymi, majacy szozegdlne znaczenie w wypadku operacji produkcyj-
nych.

Wspomnijmy takze liczne prace poswiecone sformutowaniu probabilistycz-
nemu, np. [2,3] .

Wszystkie powyzsze prace byly poswiecone problemom jednokryterialnyn.
W.ogdblnosci jednak chodzi o optymalny, w okre$lonym sensie, kompromis
miedzy wieloma kryteriami, 00 prowadzi do wielokrytarialnego podejmowa-
nia decyzji. Dla dyskretnych zadan zasobowych problemy wielokryterialne
byty rozwazane w[9,10]» natomiast dla zgdan ciggtych i zasobéw odna-
wialnych”. podlegajacych tylko ograniczeniu chwilowej dostepnos$oj)w[l4].
Wtej pracy sformutujemy problemy optymalizacji wektorowej dla zasobéw
ciggtych, podwdjnie ograniczonych, to znaczy takich, dla ktorych ogra-
niczone sg zaréwno ohwilowa dostepno$é, jak i sumaryczne zuzycie. Jest
to kategoria zasobow najogolniejsza z punktu widzenia ograniczen zaso-
bowych, a rozpatrywanie obu ograniczen (chwilowej dostepnos$ai i-suma-
rycznego zuzycia) jest szczegdlnie istotna w problemach syntezy, gdy
chodzi o wyznaczenie.iloSci zasoboéw zapewniajgcych wykonanie danego
kompleksu operacji przy zadanej jako$ci. Wszczegdlnos$ci wymienione na
poczatku przyktady zasobow ciaggtych sg typowymi zasobami podwojnie
ograniczonymi, dla ktorych w og6lnosci sg ograniczone odpowiednio;
energia, tgczne naktady, tgczna liczba roboczogodzin.

Wrozdziale 2 podamy matematyczne sformutowanie problemu. Rozdziaty
3 i 4 zawierajg sformutowanie probleméw optymalizacji wektorowej,odpo-
wiednio dla czasu wykonania kompleksu operaoji i maksymalnego opdznie-
nia operaoji, jako sktadowych wektora kryteriow obok poziomdédw chwilowej
dostepnos$ci i sumaryoznego zuzycia zasobéw. Uwagi koncowe stanowig
tre§¢ rozdziatu 3»

2. Sformutowanie problemu

Rozpatrzmy n niezaleznych operacji o modelach
9i.][ ii2(t),...,nis(t)] , ~(05=0, sifCj.)*~ (1)

gdzie: x”™(t) jest stanem operaoji i w chwili t,
Uik(t) jest iloscig zasobu k przydzielonego do operaoji i w
chwili t, k=1,2,...,s; 8 jest liczbg zasohodw,
jest funkcjg ciggta, niematejaaa,
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jest (nie znanym z goéry) momentem zakonczenia wykonywania
operacji i,
jest stanem koncowym operacji i.

Warto$¢ x”~(t) jest obiektywng miarg praoy zwigzanej z realizacjg ope-

racji i do chwili t.lub, wwypadku operacji produkcyjnych, iloscig
produktu powstajgog wwyniku realizacji tej operacji do chwili t.
Odpowiednio jest obiektywng miarg praoy zwigzanejz realizacjg ope-
racji i lub zadang iloScig produktu powstajgcg w wyniku realizacji tej
operacji.

Zasoby sg podwodjnie ograniczone, to znaczy podlegaja ograniczoniom
Chwilowym (dla kazdego t)

JT Uit(t) ¢ k=1,2,...,s (2)
i=1
oraz catkowym
n . Ci
ak(t;) dt ¢ Mjj, ¥=1,2,...,b (5)
gdzie NjjjISi,. oznaczajg odpowiednio poziom chwilowej dostepnosci i cat-
kowitego zuzycia zasobu k.

Jesli poziomy k=1,2,...,s, sg znane, to problem polega na
wyznaczaniu odcinkami ciggtych funkcji wektorowych ui(t) = [up”t),
ul2(t),.» >, Uis(t }j , UjNt) " Oi ,2,.,.,n; kul,2,...,s, spetniajacyeh.
(1), (2) i (3) oraz ewentualnie dodatkowe warunki, np. dit
1=1,2,...,n, gdzie d" sg zadane, je$li takie funkcje istniejg. Zbior

tych funkcji dla wszystkich i nazywa¢ bedziemy sterowaniem dopuszczalnym.
Hozns réwniez poszukiwaé sterowania optymalnego, to znaczy takiego ste-
rowania dopuszczalnego, ktdre ekstremalizuje przyjete kryterium oceny
wykonania kompleksu operacji Q. Ogo6lniejszy problem otrzymujemy jednak,
jgsli przyjmiemy, ze poziomy NjjjMje nie sg znane, ale sg traktowane
(taoznie z kryterium'Q) jako kryteria w problemie optymalizacji wielo-
kryterielnej. Wdwdch kolejnych rozdziatach chcemy sformutowaé proble-
ny optymalizacji wektorowej z kryteriami k=1,2,...,s oraz
4=S = max-[Ci} lub Q= =m|x{Ci - dt} .

Tak ogo6lny problem Jest trudny do rozwigzania, gdyz bez dodatkowych
zatozen nie mozna udowodni¢ praktycznie zadnych witasnosci sterowan
optymalnych dla ustalonych poziomoéw k=1,2,,..,s. Dlatego w dal-
szym ciggu przyjmiemy, zo zasoby uczestniczg w wykonywaniu poszczegol-
nych operacji w znanych proporcjach, to znaczy

UMt) = GSVv (t). 1=1,2,<<.,U[ k=1,2,.».jS €))
gdzie Kj(t)c[osl]] « C ag dana, t=1c2,...,u| ks!,2s....s.
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Zatozeni© to jest czesto dobrze uzasadnione w praktyce, gdy proporcje
miedzy zasobami wynikajg ze wzgledéw technologicznych lub np. ze zwigzku»
miedzy sitg roboczg a naktadami finansowymi (ptace, koszt stanowisk pra-
cy itd.). Hawet jednak wtedy, gdy tak nie jest, mozna rozwigza¢ odpo-
wiedni problem dla réznych warto$ci o%- i wybra¢ najbardziej satysfak-
cjonujgce rozwigzanie.

Biorgc pod uwage (4), mozemy zapisa¢ (1) wpostaci

SEJi -~ [urD], Xi(0) =0, £fCi) = Wi (5)

gdzie N~ [UIi(t)3 =tpi[oilUi(t),Ci2U i(t),...toiaui(t)J ,i=1,2,...,u,
natomiast (2) i (3) wpostaci

a /

°lkui(t) £ Hj. dla kazdego t, k=1i,2,...,s (6)
i*1
n
X °ik J  ux(t)dt 1~ k*1,2,, 7)
i>=1

Woystarczy zatem poszukiwa¢ fonkojiskalarnyoh Ui(t) zamiast funkcji
wektorowych u”t), i=1,2,...,n.

3. Problemy optymalizacji wektorowej z kryterium T

taoznijmy od przypomnienia wyniku uzyskanego dla ustalonych pozio-
mow Bjj, Jljj, k=1,2,...",s (por. C113 ). Wtym celu oznaczmy przez R
zbior wszystkich punktéw u * (ai,U2»...,nn), 14.6 [0,1], i=1,2,...,n,
W a-wyniarowoj rzeczywistej przestrzeni Euklidesowej, spetniajacych
nieréwnos¢

Yy °ik®i N Bk (8)
i»l

orss prze* 7k zbior wszystkich punktow v * (¥1 »T2»**»»T0) zdefinicraa-
nyah nastepujaco ”
wC Tk<=>f £ Bdzie Ti * il(ri)t i»1,2,...,n 9)

przy ezym sg funkcjami z (5), eo oznaoza, t0 (9) jest przeksztalce-
niem wzajemnie jednoznacznym.

tatwo zauwazyé, te R* i V* sg zbiorami dopuszczalnych, unormowanych
przydziatéw zaaobu k z pominieciem (7), odpowiednio w oktadzie wapdt-
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rzednych r i v. Biorgc pod uwage caty zbior ograniczen (6), otrzymujemy
" B S

odpowiednie zbiory R = O Rj, oraz V= O W.
k=1 *=1

Wynik, ktéry chcemy przypomnieé¢, jest nastepujacy.
Twierdzenie 1 . —
Dla ustalonych N”, Mj, k=1,2,...,s oraz dla spetnionych ograniczen (7),
minimalny czas wykonania kompleksu operacji niezaleznych, jako funkcja
stanéw koncowych operacji w = (w ,w2,... >n), moze by¢ zawsze wyrazony
wzorem

Tflin (w) = T* (W) = min?*T>0 : w /T £ conv Vj
gdzie conv V jest powlokg wypukig zbioru 7.
Korzystajac z tego wyniku, mozna wykazaé ponizsze twierdzenia, uogdlnia-
jac odpowiednie twierdzenia podane w [11] dla jednego rodzaju zasobu.

Twierdzenie 2

Dla ustalonych pozioméw NA, k=1,2,...,s, i dla wklestych fi,

i=1,2,...,n, sterowanie optymalne istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
n

Tt“m Tk i Iik I Tk ' N> Jfel»2,...fs (103}

gdzie fj"'" jest funkcjag odwrotng do f~, przy czym nierdwno$¢ jest ostra
dla $cisle wklestych f~, i=1,2,...,n.
Twierdzenie 3

Jes$li poziomy N~ M, k=1,2,...,s, sg ustalone, f* sg wkleste, 1=1,2,.,.,
..,n, oraz nierowno$¢ (10) jest spetniona (zyd*dla fA Scisle wklestych),
to zawsze istnieje sterowanie optymalne, w ktéorym wszystkie operacje

sg wykonywane w peini rownolegte, wykorzystujagc state ilosci zasobéw

= civ (wrT), i=1,2,...,n; k=1,2,...;s (11)

1*» BgX£ *£ }

*
gdzie Tj,. jest jedynym dodatnim pierwiastkiem rdéwnania

n n
Tk X °lk Xil(wi/Tk) » Wk, jesli X Oikfl1(»i/Tk >$ H (12)
1=1 i=1
lub réwnania
a \
£EAL(Tj/ Tk) » Nk, W przeciwnya rasie. (13)

1=1
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Zauwazmy, Ze wyznaczenie sterowania optymalnego wymaga w tym wypadku

rozwigzania co najwyzej 2s roéwnan typu (12) lub (15), i ze réwnania te

moga by¢ niekiedy rozwigzane w sposob analityczny, w szczegdlnos$ci dla
~ _1/bi or i

£N = sj. Ui , MiM\N«2,1,45 , 1=1,2,...,n.

Dowody twierdzen 2 i 5 oparaja sie na fakcie, ze dla wklestych fit
1=1,2,...,n, zbior V jest wypukly, czyli V= conv 7, a stad punkt prze-
ciecia prostej v =w/ T z brzegiem tego zbioru jest zawsze dopuszczal-
nym, ‘unormowanym przydziatem zasobéw ( w ukladzie wspo6trzednych v).
0 ogo6lInosci niestety tak nie jest, a tym samym nie mozemy wykaza¢ tak
ogo6lnych i atrakcyjnych obliczeniowo wynikéw. Istnieje jednak kilka
waznych podprzypadkéw, w ktérych mozna wykorzysta¢ znajomo$¢ a priori
pcstaoi zbioru oonv 7. Bodaj najwazniejszy z nich jest przypadek funkoji
fi, 1=1,2,*..,n, wypuktych i takich, ze VC S, gdzie S jest sym-
pleksam rozpietym na punktach (0, 0,...,0, f£ (uf ), 0,0,...,0), przy
czym

»i = min"Hk/ c"} (14)
znajduje sie na i-tej pozyoji (por. rys.1 dla n=&=2).

*Bys«l. .Przyktadowe zbiory 7 i oonv7 S dla 0=s=2
Fig.1. Esamples ofmseta 7 and conW = S for n=s=2

S tej sytuacji mamy oczywiscie conv?7 = S i korzystajac z togo mozna wy-
keaa¢ kolejne dwa twierdzenie.

gfflerdzeaie 4
Dla ustalonych pozioméw Hk, ak, k=1,2,...,e, i dla wypuktych ££, i=1,2,.
e»,n, takich, ze 00077 = S, sterowanie optymalne, istnieje wtedy i tylko
stady, gij a
*Hk 2 ) ~ineloici ia*1,2,» .,sb (15)
o' -1 ' -
gSslo Hijjd ui* cg zdefiniowano wzéren (14)i
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Twierdzenie 5

Jes$li poziomy Hjj., M k=1,2,...,s, sg ustalone, sg wypukte, 1=1,2,.,.
..,n, i takie, ze convVW =S, a ponadto zachodzi (15)» to optymalna jest
szeregowe wykonywanie operacji iloSciami zasobow u” zdefiniowanymi

w twierdzeniu 4.

Na podstawie powyzszych twierdzehn mozemy sformutowa¢ odpowiednie pro-
blemy optymalizacji wektorowej w sytuacji, gdy poziomy N,
k=1,2,...,s, nie sg ustalone.

Probiem_1_

Dla fj_t i=1,2,...,n, wklestych i spetniajacych (10) dla kazdego M~>0,
k=1,2,...,s, problem optymalizacji wektorowej dla Q= T ma postac

min NMIN2, .. . NB; li] »Lig»e e *>Ns* /|
przy ograniazeniach

T=max $ Tjj j"

gdzie , fc=1,2,...;s, jest jedynym dodatnim pierwiastkiem rtssnania
(12) lub (15) (por. tw.5)
N0, k=1,2, ... ,s.
Problem 2

Dla fif i=1,2,...,n, wypuklych i takich, zo convV =S, problem opSyyma-
lizaoji wektorowej dla Q= T ma postac

Din LH1'N2,...,Ns; Hj, 122 ee*jrs? A3

przy ograniczeniach

N 4
T= 2_ ®il fi (“i »
1=1
&
Uj- T2 f21eeefs
gdzio ai jost dcna uzoron (14), = c$x

N Of Ifcl,2, ©»,5e
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4. Problem? optymalizacji wektorowej z kryterium Lma-r

Zalézmy obecnie, ze dla operacji i zdefiniowany Jest pozadany termin
zakonAczenia wykonywania d”~, i=1,2,...,n. Uporzadkujmy terminy dji_ tak, ze
&irdg - ... id n_g- dn i oznaozmy przez > O cze$¢ operacji i (czyli

oze$¢ w”), wykonywang w przedziale £d-j_a, dj), j=1,2,...,n; dO0 = 0.
Przez dopuszczalny podzial operacji na czes$ci realizowane w powyzszych

przedziataoh rozumiemy cigg nie ujemnyoh liczb rzeczywistych
i

£3» , takich, ze 2N N o= wi» i=1»2,...,n,

i=J, J=1 d=i
dla ktorych spetnione sg ograniczenia zasobowe. Mozna wykaza¢ nastepu-
jace twierdzenie [i33 t bedace uogdblnieniem twierdzenia 1 z £12 "].
Twierdzenia 6

Dla ustalonych pozioméw k=1,2,...,n, sterowanie, w ktérym dla
operaoji i, i=1,2,...,n, istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje dopuszczalny podziat operaoji na cze$ci wykonywane w przedzia-
tach £dj_1t dj), J=1,2,...,nj dO0 = 0, dla ktérego

Td ~{~dlI | NK\ k=i J-Uk ALi~- dj -dj-i» d=1o2, ese- > do=°
gdzie Tj Jest minimalnym czasem wykonywania cze$ci operacji | Nijjifj’
uJk dest zuiyoiem zasobu k wprzedziale [dj_a, dj).

Postugujac sie powyzszym twierdzenia®mozemy wykorzysta¢ wyniki
przedstawione w twierdzeniach 2-5 dla sformutowania nastepujacych
probleméw optymalizacji wektorowej, gdy poziomy k=1,2,...,s, nie
eg ustalone.

E*£.blag_3_

Dla iel,2,...,n, wklestych i spetniajgcych (10) dla kazdego M>0,
k»1,2,...,s, problem optymalizacji wektorowej dla Q= 1”"- ma pdstac

przy ograniczeniach

*1 (AZILALi* {Hltal»W } L 1~ dl + Lmax

Xij BWt 1*1,2,...,n
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! Nk § %c, k=1,2,«..,s

d=i

N> Me Akt k=1,2,...,s; j=1,2, ¢ .n
gdzie

x_ . C*7 AT - . - . .
T) = mjpc-"Tjjj-r , Tjjj. jest jedynym dodatnim pierwiastkiem

rownania
i N5, —+ X
Nk X, ik A (Xij/Tjkr = uk> do6li .2 cik fi (xij/~jk 3¢k
¢=3 i=]
lub réwnania
n
Z clk fi (ni®CDjj,) = W przeciwnym razie.
i
Problem 4
Dla f~, i=1,2,...,n, wypuktych i takich, ze conv Y =S, problem opty-

malizacji wektorowej dla Q = Lmax aa postac

min "N/ ,K2,«. ¢« ,NSj lij jMg,. m. »135 "3x3

przy ograniczeniach
w— W/ (Y ) di_ + Ljaa™ i=1,2,...,n
dni

uﬁk

ﬁ.‘<3
[y

*
wi / fil (™) ~ Mi» h=1»2,.»«»8

¥ * *
gdzie . jest dane wzorem (14), upj- = otlc uk

diji,  ~ O, 3ti1,2,

5» Uwagi korncowe

PrzedstawiliSmy sformutowania probleméw optynalizsoji wektorowej
dla najogolniejszej kategorii zasob6éw podwdjnie ograniczony oh, gdy
poziomy ich chwilowej dostepno$ci i sumarycznego zuzycia nie sa ustalo-
ne, a kryterium sterowania stancji czas wykonania kompleksu operacji
lub maksymalna opdznienie wykonania operacji. Do rozwiazania sfortsuto-
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wanych probleméw mozna zastosowaé rézne podejscia, m.in. opisane wij"5"].
Mozliwe sg bardziej lub mniej bezposrednie uogélnienia przedstawionego
podojsoia. Do tych pierwszych nalezg np. problemy operacji zaleznych
dis Q=T, gdy mozna wykorzysta¢ znane podejsScie z porzadkowaniem wierz-
ohotkéw sieci operacji (por.np. [11 ), czy problemy operacji nieza-
leznych dla Q = I>maxt momenty gotowos$oi operacji do wykonywania sg
rézne. (por. [12,137]). Do drugich mozna zaliczy¢ m.in.'problemy operacji
zaleznyoh dla Q = Lmaxi wymagajace kombinacji wspomnianych podejs¢.
Podkreslmy jeszcze, ze stosowanie modeli ciggtych jest obliczeniowo uza-
sadnione wtedy, gay mozna wykaza¢ i wykorzysta¢ pewno wtasnos$ci stero-
wan, jak to pokazaliSmy wtej pracy. Gdy tak nie jest, prostsze oblicze-
niowo problemy otrzymujemy dyskretyzujgo przedstawiony model.
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MHOrOKPHTEPKAJIEHHE UPOBJIS,® PAGHPEJIEIIMH NRITPKPABHHI PEC7FCOB B
KCMHEKSE HE3ABKCIiS;5JX OUEPAQ]ffl
4

P8sBUS

B padoTe paccuowpeHH npodheaa paonpeie”eHHH HenpepsBHHx Ssa&HH orpa-
BHeEH: paoypcoB ueimy HessBECBVHVB onepannHMa,  oiiecshhhmh sejEHefiEHVH
yeBHHBVK  0BssBBasffijEVs cKopoora BHWjIEQHHH Stex onepaitEfl o pacnpese-
aenseti pecypooB a onpedeueEHOM KOMEHTO. QjpopMyjmpoBaHH npo&nessH bsktophoA
oamcsaanHH , b- kotophx Kpoaa KpHrepaeB T ( Bpeas BHnameHiiH c030KynHOo0?a
oaepauBt ) e ( wxowsain,wx sanepsxa bhuoxhsehh onapagES ) , yroTEBa-
wca ypoBHH uooTyimocTE pecypooB s jjaHHHf uouear h cyisiapHoe sspaoxosoBa-
73 peoypoos.
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MULTICRIIERIA RESOURCE ALLOCATION PROBLEMS IN A COMPLEX OP
INDEPENDENT OPERATIONS

Summary

In this paper we consider problems of allocating continuous, doubly
constrained resources among independent operations /i.e. activities/
described by nonlinear equations: processing speeds vs. resource amounts
allotted at a given moment. Veotor-optimization problems are formulated
in which apart from schedule length T or maximum lateness 1”,"» levels
of resource availabilyty and consumption are taken into account.



