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WIELOKRYTERIALNE PROBLEMY ROZDZIAŁU ZASOBÓW CIĄGŁYCH 
W KOMPLEKSIE OPERACJI NIEZALEŻNYCH

S tr e s z c z e n ie . W p racy  ro z p a tru je  s i ę  problemy ro z d z ia łu  zasobów 
c ią g ły c h , podw ójnie ogran iczonych  między o p e ra c je  n ie z a le ż n e , o p i­
sane  n ie lin io w y m i równaniam i wiążącym i p ręd k o ść  ic h  wykonywania 
z chwilowymi p rz y d z ia ła m i zasobów. Sformułowano problemy op ty m ali­
z a c j i  w ektorow ej, w k tó ry c h  oprócz k ry te rió w  T (c z a s  wykonywania 
z b io ru  o p e ra c j i )  i  Ltnax (maksymalne opóźn ien ie  wykonania o p e ra c ji) ,  
uw zględnia s i ę  poziomy chw ilow ej d o s tę p n o śc i i  sumarycznego zużyc ia  
zasobów.

1. Wstęp

Problem atyka s te ro w an ia  ro zd z ia łem  zasobów c ią g ły c h  pomiędzy o p e ra c je
0 modelach w p o s ta c i  równań różniczkow ych: p ręd k o ść  wykonywania -  i l o ś c i  
zasobów p rz y d z ie lo n y ch  w d an e j ch w ili,u p raw ian a  j e s t  ju ż  od ponad dwu­
d z ie s tu  l a t  (p o r .  [ 4 ] ) .  Z ain te reso w an ie  t ą  problem atyką wynika z dwóch 
faktów . Po p ie rw sz e , w w ie lu  s y tu a c ja c h  p rak ty czn y ch  mamy do c z y n ien ia
z zasobami podzie lnym i w sposób c ią g ły  (n p . moc, in tensyw ność in w esto ­
wania, d z ienna l ic z b a  roboozogodzin) lub  ta k im i, k tó re  z n a tu ry  są  p o -  
d z ie ln e  w sposób dyskretny ., a le  z uwagi na dużą l ic z b ę  możliwych p rzy ­
działów  mogą być w p rz y b liż e n iu  trak tow ane jako  c ią g łe  (n p . s tro n y  
wspólnej pam ięc i o p e ra c y jn e j w w ieloprocesorow ych system ach komputero­
wych). Po d ru g ie ,  wspomniane modele o p e ra c j i  p o zw ala ją  na zbadanie 
podstawowych w ła sn o śc i s terow ań  optym alnych w z a le ż n o śc i od k ry terium  
optym ałnośoi, prawych s t r o n  m odeli o p e r a c j i ,  o g ran iczeń  zasobowych
1 ko le jn o śc io w y ch , co j e s t  n a s tę p n ie  wykorzystywane do ja k  n a je fek ty w n ie j­
szego w yznaczania ty c h  s te ro w ań , w sz c z e g ó ln o śc i w sposób a n a lity c z n y . 
Ważna j e s t  rów nież p rak ty czn a  ła tw o ść  budowy rozważanych modeli^ np. 
wtedy, gdy p ręd k o ść  wykonywania o p e ra c j i  za leży  od n a tę ż e n ia  prądu  
e lek trycznego  (w sze lk ie  maszyny z s i ln ik a m i e lek try czn y m i, wanny e l e k t r o ­
lity c z n a )  lu b  w system ach komputerowyoh, gdy za leży  cna od p rzy zn an e j 
liczby s t r o n  pam ięci o p e ra c y jn a j.

J e ś l i  chodzi o sform ułow anie d e te rm in is ty c z n e  i  zasoby głów nie c ią g łe , 
to podstawowe w ynik i z o s ta ły  podsumowane w • N iek tó re  uo g ó ln ien ia
zaw iera ją  p rao e  [ 6 ]  , [_?] , [_8] .  P ro b len y , w k tó ry c h  op erac je  o powyż- 
łzych modelach oprócz zasobów c ią g ły c h  ż ą d a ją  do swego wykonania tak że



zasobów d y sk re tnych ,rozpa tryw ano  s z e rz e j  w ro z d z ia le  7 praoy , pod­
sumowując tam sze reg  w cześn ie jszy ch  wyników. Zdeoydowana w iększość  wy­
m ienionych wyników d o ty czy ła  m in im a liz a c ji czasu wykonania kompleksu 
o p e ra c ji} je d y n ie  w [7»83 rozpatryw ano ta k ż e  k ry te riu m  całkow e. W ¡[133 
sformułowano i  rozw iązano problem  szeregow ania  o p e ra c j i  p rzed  lin ia m i 
kry tycznym i, mający szozegó lne  znaczen ie  w wypadku o p e ra c j i  p rodukcyj­
nych.

Wspomnijmy tak że  l ic z n e  p race  pośw ięcone sform ułow aniu probab ilistycz­
nemu, np . [ 2 , 3 ]  .

W szystkie powyższe p race  były  pośw ięcone problemom jed n o k ry te ria ln y n . 
W .ogólności jednak  chodzi o optym alny, w określonym  s e n s ie ,  kompromis 
między wieloma k ry te r ia m i,  00 prow adzi do w ie lo k ry ta r ia ln e g o  podejmowa­
n ia  d e c y z j i .  Dla d y sk re tn y ch  żądań zasobowych problem y w ie lo k ry te r ia ln e  
były  rozważane w [ 9 , 1 0 ] »  n a to m ias t d la  żądań c ią g ły c h  i  zasobów odna­
w i a l n y c h ^ .  p o d leg a jący ch  ty lk o  o g ra n ic z e n iu  chwilowej dostępnośoj)w[l4]. 
W t e j  pracy sform ułujem y problemy o p ty m a liz a c ji  w ektorow ej d la  zasobów 
c ią g ły c h , podw ójnie og ran iczonych , t o  znaczy t a k ic h ,  d la  k tó ry c h  ogra­
n iczone s ą  zarówno ohwilowa d o stęp n o ść , ja k  i  sumaryczne z u ż y c ie . Jest 
to  k a te g o r ia  zasobów n a jo g ó ln ie js z a  z punk tu  w idzen ia  o g ran iczeń  zaso­
bowych, a rozpatryw an ie  obu o g ran iczeń  (chw ilow ej d o s tę p n o śa i i-sum a­
rycznego zużyc ia ) j e s t  sz c z e g ó ln ie  i s to tn a  w problem ach s y n te z y , gdy 
chodzi o w y zn aczen ie .ilo śc i zasobów zapew niających  wykonanie danego 
kompleksu o p e ra c j i  przy  zadanej ja k o ś c i .  W sz c z e g ó ln o śc i wymienione na 
początku  przyk łady  zasobów c ią g ły c h  s ą  typowymi zasobam i podw ójnie 
ograniczonym i, d la  k tó ry c h  w o g ó ln o śc i s ą  ogran iczone odpow iednio; 
e n e rg ia , łączn e  nak ład y , łą czn a  l ic z b a  roboczogodzin .

W ro z d z ia le  2 podamy matematyczne sform ułow anie problem u. Rozdziały 
3 i  4 zaw ie ra ją  sform ułow anie problemów o p ty m a liz a c ji  w ektorow ej,odpo­
w iednio  d la  czasu  wykonania kompleksu o p e ra o ji  i  maksymalnego opóźnie­
n ia  o p e ra o ji ,  jako  składow ych w ektora k ry te r ió w  obok poziomów chwilowej 
d o s tę p n o śc i i  sumaryoznego zużyc ia  zasobów. Uwagi końcowe stanow ią  
t r e ś ć  ro z d z ia łu  3»

2 . Sformułowanie problemu

Rozpatrzmy n n ie z a le żn y c h  o p e ra c j i  o modelach

9 i . [  i i 2 ( t ) , . . . , n i s ( t ) ]  , ^ ( 0 5 = 0 ,  s i f C j . ) * ^  (1)

g d z ie : x ^ ( t )  j e s t  stanem  o p e ra o ji  i  w c h w ili  t ,
U ik (t)  j e s t  i l o ś c i ą  zasobu k  p rzy d z ie lo n eg o  do o p e ra o ji  i  w 

ch w ili t ,  k=1, 2 , . . . , s ;  8 j e s t  l ic z b ą  zasobów, 
j e s t  fu n k c ją  c ią g łą ,  n ie m a łe ją a ą ,
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j e s t  (n ie  znanym z góry) momentem zakończenia wykonywania 
o p e ra c j i  i ,
j e s t  stanem  końcowym o p e ra c j i  i .

Wartość x ^ ( t )  j e s t  obiektyw ną m iarą praoy  zw iązanej z r e a l i z a c j ą  ope­
r a c j i  i  do c h w il i  t . l u b ,  w wypadku o p e ra c j i  p rodukcy jnych , i l o ś c i ą  
produktu pow sta jąo ą  w wyniku r e a l i z a c j i  t e j  o p e ra c ji  do c h w ili  t .
Odpowiednio j e s t  obiektyw ną m iarą  praoy  zw iązanej z r e a l i z a c j ą  ope­
r a c j i  i  lu b  żądaną i l o ś c i ą  p roduk tu  p o w sta jącą  w wyniku r e a l i z a c j i  t e j  
o p e ra c j i .
Zasoby s ą  podw ójnie o g ran iczo n e , to  znaczy p o d le g a ją  ograniczoniom  
Chwilowym (d la  każdego t )

JT  U i t ( t )  ć  k=1, 2 , . . . ,s  (2)

i=1
oraz całkowym

n  . Ci
Gik ( t;)  d t  ć  Mjj, 3ł= 1 , 2 , . . . , b (5)

gdzie NjjjlSi,. o zn acza ją  odpowiednio poziom chw ilow ej d o s tę p n o śc i i  c a ł ­
kowitego zużycia  zasobu k .

J e ś l i  poziomy k=1, 2 , . . . , s ,  s ą  znane, to  problem  po lega na
wyznaczaniu odcinkam i c ią g ły c h  fu n k c j i  wektorowych u i ( t )  = [ u p ^ t ) ,  
u 12 ( t ) , . » * ,  Uis( t } j  , Ujj^( t ) ^  O i , 2 , . , . ,n ;  kul , 2 , . . . , s ,  spe łn ia  j  ący eh. 
( 1 ) ,  (2 )  i  (3 )  o raz ew en tu a ln ie  dodatkowe w arunk i, np . d i t
1=1,2, . . . ,n ,  g d z ie  d^ s ą  zadane, j e ś l i  t a k ie  fu n k c je  i s t n i e j ą .  Z biór 
tych  fu n k c j i  d la  w szy stk ich  i  nazywać będziemy sterow aniem  dopuszczalnym . 
Hożns rów nież poszukiw ać s te ro w an ia  optym alnego, to  znaczy ta k ie g o  s t e ­
rowania d o p u szcza lnego , k tó re  e k s tre m a liz u je  p rz y ję te  k ry te riu m  oceny 
wykonania kompleksu o p e ra c j i  Q. O góln iejszy  problem  otrzymujemy jednak , 
j g ś l i  przyjm iem y, że poziomy NjjjMję n ie  s ą  znane, a le  s ą  trak tow ane 
( łą o z n ie  z k ry te riu m 'Q ) jak o  k r y te r i a  w prob lem ie o p ty m a liz a c ji w ie lo -  
k r y t e r i e ln e j .  W dwóch k o le jn y c h  ro z d z ia ła c h  chcemy sform ułować p ro b le -  
ny o p ty m a liz a c ji  w ektorow ej z k ry te r ia m i k = 1 , 2 , . . . , s  o raz
<ł = S = max-[ C i}  lu b  Q = = m |x { C i -  d t } .

Tak ogólny problem  J e s t  trudny  do ro zw iązan ia , gdyż bez dodatkowych 
założeń n ie  można udowodnić p ra k ty c z n ie  żadnych w łasn o śc i s terow ań 
optymalnych d la  u s ta lo n y c h  poziomów k=1, 2 , , . .  , s . D latego  w d a l ­
szym c iąg u  przyjm iem y, żo zasoby u c z e s tn ic z ą  w wykonywaniu p o szczegó l­
nych o p e r a c j i  w znanych p ro p o rc ja c h , t o  znaczy

Uj Vr{ t ) = O-S V ( t ) .  1=1,2 , < < . , U{ k = 1 ,2 , .» . jS  ( ’ł )
gdzie K j(t )c [o sl]] t C aą dana, Ł=1c2 , . . . , u |  k s ! ,2 s . . . . s .
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Założeni© to  j e s t  c z ę s to  dobrze uzasadnione w p ra k ty c e , gdy p ro p o rc je  
między zasobami w ynikają  ze względów tech n o lo g iczn y ch  lub  n p . ze związku» 
między s i ł ą  roboczą a nakładam i finansow ym i ( p ła c e ,  k o sz t s tan o w isk  p ra­
cy i t d . ) .  Hawet jednak  w tedy, gdy t a k  n ie  j e s t ,  można rozw iązać  odpo­
w iedni problem  d la  różnych w a r to ś c i o^y- i  w ybrać n a jb a rd z ie j  s a ty s fa k ­
c jo n u jące  ro zw iązan ie .
B io rąc  pod uwagę (4 ) , możemy z a p isa ć  (1 )  w p o s ta c i

S E i i l ł  -  ^  [ u ^ t ) ]  ,  X i(0) = O, Ł f C i )  = Wi (5)
dt

g d z ie  ^  [ U i ( t ) 3  = t p i [ o i 1 U i( t ) ,C i2 U i ( t ) , . . . t oi a ui ( t ) J  , i = 1 , 2 , . . . , u ,  
na to m iast (2 )  i  (3 )  w p o s ta c i

a  /
° lk u i ( t )  £  Hjj. d la  każdego t ,  k = i , 2 , . . . , s  (6)

i*1 

n
X  ° ik
i>=1

Wystarczy zatem poszukiwać fo n k o jisk a la rn y o h  U i(t) zamiast funkcji 
wektorowych u ^ t ) ,  i= 1 ,2 , . . . ,n .

3 .  Problemy o p ty m a liz a c ji  w ektorow ej z k ry te riu m  T

Łaoznijmy od przypomnienia wyniku uzyskanego dla ustalonych pozio­
mów Bjj, Jljj, k = 1 ,2 ,.. . ',s  (por. C.113  ) .  W tym celu oznaczmy przez R^ 
zbiór wszystkich punktów u * (ai,U 2 » . . . ,n n) ,  14.6 [0 ,1 ] , i= 1 ,2 , . . . ,n ,  
w a-wyniarowoj rzeczyw istej p rzes trzen i Euklidesowej, spełniających 
nierówność

y  ° ik ° i  ^  Bk (8)
i»1

orss prze* 7k zbiór wszystkich punktów v * (▼1 »T2»**»»T0) zdefinicraa- 
nyah następująco ”

w Ć Tk<1=,>£  £ Bdzie Ti * i l ( r i ) t  i » 1 ,2 , . . . ,n  (9)

przy ezym są funkcjami z (5 ) , eo oznaoza, to (9) je s t  przekształce­
niem wzajemnie jednoznacznym.
Łatwo zauważyć, te  R* i  V* są  zbiorami dopuszczalnych, unormowanych 
przydziałów zaaobu k z pominięciem ( 7 ), odpowiednio w okładzie wapół-

J  u±( t ) d t  1 ^ , k*1 ,2 , , (7)
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rzędnych r  i  v . B io rąc  pod uwagę c a ły  z b ió r  o g ran iczeń  (6 ) , otrzymujemy
"  - s s

odpowiednie zb io ry  R = O  Rj, o raz V = O  Vv .
k=1 *=1

Wynik, k tó ry  chcemy przypom nieć, j e s t  n a s tęp u jący .

Tw ierdzenie 1 _ _ ____ —
Dla u s ta lo n y c h  N^, Mj., k = 1 , 2 , . . . , s  o raz  d la  sp e łn io n y ch  o g ran iczeń  (7 ) ,  
minimalny czas wykonania kompleksu o p e ra c ji  n ie z a le żn y c h , jako  fu n k c ja  
stanów końcowych o p e ra c j i  w = (w-| ,w2 , . . .  >wn ), może być zawsze wyrażony 
wzorem

Tffli n (w) = T* (w) = m in ^ T > 0  : w /T  £ conv V j  

gdzie  conv V j e s t  powłoką wypukłą z b io ru  7 .
K o rzy sta jąc  z te g o  wyniku, można wykazać p o n iższe  tw ie rd z e n ia , u o g ó ln ia ­
jąc  odpowiednie tw ie rd z e n ia  podane w [1 1 ]  d la  jednego ro d za ju  zasobu.

T w ierdzenie 2

Dla u s ta lo n y c h  poziomów N^, k = 1 , 2 , . . . , s ,  i  d la  w k lęsłych  f i ,
i = 1 , 2 , . . . , n ,  s te ro w an ie  optymalne i s t n i e j e  wtedy i  ty lk o  w tedy, gdy 

n
lim  Tk 2 ° i k  / Tk^ '  Mk* J f e 1 » 2 , . . . fs  (10}

Tt- ~  i=1

gdzie  f j" ' j e s t  fu n k c ją  odwrotną do f ^ ,  przy  czym nierów ność j e s t  o s tra  
d la  ś c i ś l e  w k lęs ły ch  f ^ ,  i = 1 , 2 , . . . , n .

T w ierdzenie 3

J e ś l i  poziomy N^, Mk , k = 1 , 2 , . . . , s ,  s ą  u s ta lo n e , f ^  są  w k lę s łe , 1 = 1 ,2 , . , . ,  
. . , n ,  o raz  n ierów ność (10) j e s t  sp e łn io n a  ( zyd*dla f^  ś c i ś l e  w k lę s ły c h ), 
to  zawsze i s t n i e j e  s te ro w an ie  optym alne, w którym  w szy stk ie  o peracje  
są  wykonywane w p e łn i  ró w n o leg łe , w ykorzystu jąc  s t a ł e  i l o ś c i  zasobów

= ci v ( w^/ T ) ,  i= 1 , 2 , . . .  ,n ;  k = 1 , 2 , . . . , s  (11)

I* »  BgX £  *£ }
*

gdzie Tj,. j e s t  jedynym dodatnim  p ie rw ia s tk ie m  równania

n n
Tk X  ° lk  Xi1(w i/T k ) » Uk , j e ś l i  X  Oikf I 1 ( » i / Tk  > ś  Hk (12)

1=1 i=1

lub rów nania
a  \

£^1( T j /  Tk ) » Nk , w przeciw nya r a s i e .  (13)
1=1



356. J.W ęglarz

Zauważmy, że w yznaczenie s te ro w an ia  optym alnego wymaga w tym wypadku 
rozw iązan ia  co najw yżej 2s równań typu  (12) lub  ( 1 5 ) ,  i  że rów nania te  
mogą być n iek ied y  rozw iązane w sposób a n a li ty c z n y , w sz c z e g ó ln o śc i d la

1 /b i  r -i
£^ = s j. ui  , ^*i^ \ ^ « 2 ,1 ,4 j  , 1 = 1 ,2 ,. . . , n .

Dowody tw ie rd zeń  2 i  5 opara j ą  s i ę  na f a k c ie ,  że d la  w k lę s ły c h  f i t  
1 = 1 , 2 , . . . , n , z b ió r  V j e s t  wypukły, c z y l i  V = conv 7 , a s tą d  punkt p rze ­
c ię c ia  p r o s te j  v  = w /  T z brzegiem  te g o  zb io ru  j e s t  zawsze dopuszczal­
nym, '.unormowanym przydzia łem  zasobów ( w u k ła d z ie  w spółrzędnych v ) .
0 o g ó ln o śc i n ie s te ty  t a k  n ie  j e s t ,  a tym samym n ie  możemy wykazać ta k  
ogólnych i  a tra k c y jn y c h  obliczen iow o wyników. I s t n i e j e  jed n ak  k ilk a  
ważnych podprzypadków, w k tó ry c h  można w ykorzystać  znajom ość a p r i o r i  
p c s ta o i  zb io ru  oonv 7 .  Bodaj n a jw ażn ie jszy  z n ic h  j e s t  p rzypadek  funkoji 
f i ,  1 = 1 ,2 ,* . . , n ,  wypukłych i  ta k ic h ,  że V C  S , g d z ie  S j e s t  sym-
pleksam  rozp ię tym  na punk tach  (0 , 0 , . . . , 0 ,  f Ł ( u£ ) ,  0 , 0 , . . . , 0 ) ,  przy 
czym

» i = min ^ Hk /  c ^ }  (14)
z n a jd u je  s i ę  na i - t e j  p o z y o ji  ( p o r .  r y s .1  d la  n=&=2).

•Bys«1. .Przykładowe zb io ry  7  i  oonv7 S d la  o=s=2 
F ig .1 .  Esam ples o f ■ s e ta  7  and conW  = S f o r  n=s=2

Si t e j  s y tu a c j i  mamy oczyw iście  conv7 = S i  k o rz y s ta ją c  z to g o  można wy- 
keaać k o le jn e  dwa tw ie rd z e n ie .

g ffle rd zea ie  4

Dla u s ta lo n y ch  poziomów Hk , a k , k = 1 , 2 , . . . , e ,  i  d la  wypukłych £±, i= 1 ,2 ,. 
•» ,n ,  t a k ic h ,  że 00077 = S , s te ro w an ie  optymalne, i s t n i e j e  w tedy i  ty lko 
s ta d y ,  g i j  ^  a

*Hk 2 )  ^ i ^ “ !  i ° i  ia*1 , 2 , » . , sb (15)
• . ' i - 1  ' - ' . .

gSslo Hijjd Ui* cą zdefiniowano wzór en (14) i
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T w ierdzenie  5

J e ś l i  poziomy Hjj., M^, k = 1 , 2 , . . . , s ,  s ą  u s ta lo n e , są  w ypukłe, 1 = 1 ,2 , . , .  
. . , n ,  i  t a k i e ,  że convV = S , a ponad to  zachodzi (15)» to  optymalna j e s t  
szeregowe wykonywanie o p e ra c j i  i lo ś c ia m i zasobów u ^  zdefiniow anym i 
w tw ie rd z e n iu  4 .

Na podstaw ie  powyższych tw ie rd z e ń  możemy sformułować odpowiednie p ro ­
blemy o p ty m a liz a c ji  wektorow ej w s y tu a c j i ,  gdy poziomy Nj_, 
k = 1 , 2 , . . . , s ,  n ie  s ą  u s ta lo n e .

P ró b ie  m_1_

Dla fj_t i = 1 , 2 , . . . , n ,  w k lęsły ch  i  s p e łn ia ją c y c h  (10) d la  każdego M ^ > 0 , 
k = 1 , 2 , . . . , s ,  problem  o p ty m a liz a c ji  wektorow ej d la  Q = T ma p o s ta ć

min N  ̂,N2 , . .  . ,NB; Ii] »Lig »• • * >^s * ^  l

p rzy  o g ra n ia z e n iac h

T = max $ Tjj j"

g d z ie  , f c = 1 ,2 , . . . , s ,  j e s t  jedynym dodatnim  p ie rw ia s tk ie m  rtssn an ia
(12) lu b  (1 5 ) (p o r .  tw .5 )

^  0 , k=1,2 ,  . . .  , s .

Problem  2

Dla f i f  i = 1 , 2 , . . . , n ,  wypukłych i  ta k ic h ,  żo convV = S , problem  opSyyma- 
l i z a o j i  w ektorow ej d la  Q = T ma p o s ta ć

Din LH1',N2 , . . . , N s ; H-j , 122, • • *j^s? ^3

p rzy  o g ra n ic z e n iac h
' ^  4

T = 2 _  ® i/ f i  ( “i  ^
1=1

•¥-
Ujj- T ^  f2 1 • • • f s

gdzio  a i  j o s t  dcna uzoron  (1 4 ) ,  = c$x

^  0 f lfc1,2 ,  © • » ,s  •
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4 .  Problem? o p ty m a liz a c ji w ektorowej z k ry te riu m  Lma-r

Załóżmy obecn ie , że d la  o p e ra c j i  i  zdefiniow any J e s t  pożądany term in  
zakończenia wykonywania d ^ , i= 1 , 2 , . . . ,n .  Uporządkujmy term iny  dj_ ta k , że 
d>] irdg  -  . . .  i d n_ą -  dn i  oznaozmy p rzez  > O część  o p e ra c j i  i  ( c z y l i  
ozęść w ^), wykonywaną w p rz e d z ia le  £d-j_ą, d j ) ,  j= 1 , 2 , . . .  ,n ;  d0 = 0 . 
P rzez  dopuszczalny p o d z ia ł  o p e ra c j i  na c z ę ś c i  rea lizo w an e  w powyższych 
p rz e d z ia ła o h  rozumiemy c iąg  n ie  ujemny oh l ic z b  rzeczy w is ty ch

£ 3̂  ^  , ta k ic h ,  że

i= J ,  J=1

d la  k tó ry c h  sp e łn io n e  są  o g ra n ic z e n ia  zasobowe. Można wykazać n as tę p u ­
ją c e  tw ie rd z e n ie  [ i  3 3 t będące uogólnieniem  tw ie rd z e n ia  1 z £12 " ].

T w ierdzenia 6

Dla u sta lo n y ch  poziomów k = 1 , 2 , . . . , n ,  s te ro w a n ie , w którym  d la
o p e ra o ji  i ,  i = 1 , 2 , . . . , n ,  i s t n i e j e  wtedy i  ty lk o  w tedy, gdy
i s t n i e j e  dopuszczalny p o d z ia ł  o p e ra o ji  na c z ę ś c i  wykonywane w p rz e d z ia ­
ła c h  £ d j_ 1 t d j ) ,  J = 1 , 2 , . . . , n j  d0 = 0 , d la  k tó reg o

Td ^ { ^ d l  l Nk\  k=i’ J-Udk ^ L i ^ - dj - d j - i» d=1»2 , •••-,“ » do=°

gd z ie  Tj J e s t  minimalnym czasem wykonywania c z ę ś c i o p e ra c j i  |  ^ i j j i f j '  

u Jk  d est zuiyoiem  zasobu k w p rz e d z ia le  [ d j_ ą ,  d j ) .

P osłu g u jąc  s i ę  powyższym twierdzenia^m ożem y w ykorzystać  w yniki 
p rzed staw io n e  w tw ie rd z e n ia c h  2 -5  d la  sform ułow ania n a s tę p u ją c y c h  
problemów o p ty m a liz a c ji  w ektorow ej, gdy poziomy k = 1 , 2 , . . . , s ,  nie
e ą  u s ta lo n e . 

E*£.bląą_3_

Dla i e 1 , 2 , . . . , n ,  w k lęsły ch  i  s p e łn ia ją c y c h  (10) d la  każdego MŁ > 0 , 
k » 1 , 2 , . . . , s ,  problem  o p ty m a liz a c ji  w ektorow ej d la  Q = 1 ^ ^ - ma p ó s ta ć

przy ograniczeniach

*1 ( ^ Zi1  ^ L i *  { Hk l  t a l  » W }  L l ^ d1 + Lmax

X ij B Wi t  1*1, 2 , . . . , n

i
2 ^  ^ i j  = wi»  i = 1 » 2 , . . . , n ,
d=i
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n
^ jk  ś  %c, k = 1 ,2 ,« . . , s

d=i

^k> Mk> ^ jk  i '  k=1 , 2 , . . .  , s ; j=1 ,2 ,  •• • , n

g d z ie
X- C * 7 ^Tj = mjpc-^Tjjj-r , Tjjj. j e s t  jedynym dodatnim  p ie rw ia s tk ie m

rów nania

_-i ^5, —i  x
^ jk  X  , ° ik  ^  ( Xi j / Tjk^ = uk> d06 1 i . 2  cik  f i  ( x i j / ~ j k  3 ¿ ^ k

¿=3 i=  j

lu b  rów nania

n
Z  clk  f i  (^i^/CDjj,) = w przeciwnym r a z i e .

i - j  

Problem _4

Dla f ^ ,  i = 1 , 2 , . . . , n ,  wypukłych i  ta k ic h ,  że conv Y = S , problem  o p ty ­
m a liz a c j i  w ektorow ej d la  Q = Lmax aa p o s ta ć

min ^N/| ,K2 ,« .  • ,NS j lij jMg, .  ■. »13̂ 5 ^ 3 x 3  

przy  o g ra n ic z e n iac h

■2— Wj /  ( Uj ) dj_ + Ljaa^» i = 1 , 2 , . . . , n
d ^ i

n
*  'y  *ujjk wi /  f i  ( *>i ) ~ Mi.» h=1»2,.»«»8

i=1 . 1
¥ * *

g d z ie  . j e s t  dane wzorem (1 4 ) ,  upjj- = oŁlc uŁ

dijj., ^  O, 3ti1 ,2 ,

5» Uwagi końcowe

P rzed staw iliśm y  sform ułow ania problemów o p ty n a l iz s o j i  wektorowej 
d la n a jo g ó ln ie js z e j  k a te g o r i i  zasobów podw ójnie ograniczony oh, gdy 
poziomy ic h  chw ilow ej d o s tę p n o śc i i  sumarycznego zużycia  n ie  s ą  u s ta lo ­
ne, a kryterium s te ro w an ia  s t a n c j i  czas wykonania kompleksu o p e ra c j i  
lub maksymalna opóźnienie wykonania o perac ji. Do rozw iązan ia  s fo r tsu ło -
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wanych problemów można zastosow ać różne p o d e jś c ia ,  m .in . op isane  w ¡^5^]. 
Możliwe s ą  b a rd z ie j  lu b  m niej b ezp o śred n ie  u o g ó ln ien ia  przedstaw ionego 
p o d o jśo ia . Do ty c h  p ie rw szych  n a le ż ą  n p . problemy o p e ra c j i  zależnych  
d is  Q=T, gdy można w ykorzystać  znane p o d e jś c ie  z porządkowaniem w ierz- 
ohołków s i e c i  o p e ra c j i  (p o r .n p . [1 1  ~\ ) ,  czy problemy o p e ra c j i  n ie z a ­
leżn y ch  d la  Q = I>maxt momenty gotow ośoi o p e ra c j i  do wykonywania są 
różne. (p o r .  [ 1 2 ,1 3 ^ ] ) .  Do d ru g ic h  można z a l ic z y ć  m .in .'p ro b lem y  operacji 
zależnyoh  d la  Q = Lmaxi wymagające kom binac ji wspomnianych p o d e jść . 
Podkreślmy je s z c z e , że sto sow an ie  m odeli c ią g ły c h  j e s t  obliczeniow o uza­
sadn ione w tedy , gay można wykazać i  w ykorzystać  pewno w ła sn o śc i s te ro ­
wań, ja k  t o  pokazaliśm y w t e j  p ra c y . Gdy t a k  n ie  j e s t ,  p ro s ts z e  oblicze­
niowo problem y otrzymujemy d y sk re ty z u ją o  p rzedstaw iony  model.
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MHOrOKPHTEPKAJIEHHE UPOBJIS,® PAGHPEJiEIiMH NRITPKPWBHHI PEC7FC0B B 
KCMHEKSE HE3ABKCiS;5JX OUEPAOjffl

4

P 8 S B U 8

B padoTe paccuowpeHH npodheaa paonpeie^eHHH HenpepsBHHx ssa&HH orpa- 
EĤ eEHHs: paoypcoB ueimy HesaBECBMHMB onepannHMa, oiiecshhhmh sejEHefiEHMH 
ypaBHQHHEMK, oBssBBasffijEMs cKopoora BHnojiEQHHH 9tex onepaitEfl o pacnpese- 
aenseti pecypooB a onpedeueEHOM KOMeHTO. OjpopMyjmpoBaHH npo&nessH bsktophoA 
oamcsaanHH , b- kotophx Kpoaa KpHrepaeB T ( Bpeas BHnameHiiH c030KynH0o?a 
oaepauBt ) e ( wxowsain,wx sanepsxa bhuoxhsehh onapaqES ) , yroTEBa-
wca ypoBHH uooTyimocTE pecypooB s  jjaHHHfi uouear h cyisiapHoe sspaoxosoBa- 
SZ3 peoypoos.
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MULTICRIIERIA RESOURCE ALLOCATION PROBLEMS IN A COMPLEX OP 
INDEPENDENT OPERATIONS

S u m m a r y

In  t h i s  paper we co n s id e r problem s o f a l lo c a t in g  c o n tin u o u s , doubly 
c o n s tra in e d  re so u rc e s  among in d ep en d en t o p e ra tio n s  / i . e .  a c t i v i t i e s /  
d e sc r ib e d  by n o n lin e a r  e q u a tio n s : p ro c e ss in g  speeds v s .  re so u rc e  amounts 
a l l o t t e d  a t  a g iv en  moment. V e o to r-o p tim iz a tio n  problem s a re  form ulated 
in  which a p a r t  from schedu le  le n g th  T or maximum la te n e s s  1^ ,^»  le v e ls  
o f re so u rc e  a v a i la b i ly ty  and consum ption a re  ta k e n  in to  a cco u n t.


