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ROZWIAZANIE STANU BLONOWEGO CIENKIE3 POWLOKI SFERYCZNEO
OBCIAZONEO OSIOWO-SYMETRYCZNIE

Streszczenie. Przedstawione w artykule rozwigzania stanu bdono-
wego oparte =zostaty na liniowej teorii izotropowych jednorodnych
powkok sprezystych. W stosunku do dotychczasowych opracowan, spo-
s6b rozwigzania powkoki pednej oraz ze Swietlikiem zostat znacznie
uproszczony z powodu odpowiedniego $parametryzowania powkoki oraz
zastosowanie rachunku tensorowego. Na uwage zastuguje fakt. Ze sity
przekrojowe wynikajace z pracy btonowej sa wielkosciami minimalnymi.
Kazda interwencja wytrgcajaca powkoke z pracy btonowej powoduje pow-
stanie dodatkowych sit zwigzanych z praca zgieciowe.

1. Wstep

Powtoke sferyczng wykorzystuje sie w wielu zastosowaniach inzynierskich,
przede wszystkim w konstrukcjach zbiornikéw, naczyn cisnieniowych, korpu-
s6w reaktoréw jadrowych i ich zabezpieczen oraz koput.

Sposréd innych powkok wyréznia sie ona réwnomierng praca w zdozonych
warunkach klimatycznych, pod dziataniem zardéwno obcigzen statycznych jak
i1 udarowych oraz duZag stabilnoscia sejsmiczng. Nie mozne pomingé roéwniez
waloru architektonicznego szeroko stosowanych fragmentéw powkok sferycz-
nych.

Uwzgledniajac duze znaczenie praktyczne rozwazanego problemu,dgazono do
uzyskania Jak najprostszych rozwigzan. Temu celowi stuzyto sparametryzo-
wanie powdoki sferycznej we wspédrzednych krzywoliniowych geograficznych,
co dato maksymalne uproszczenia wspétczynnikéw pierwszej i drugiej formy
rézniczkowej i utatwito formutowanie warunkéw brzegowych oraz zastosowa-
nia rachunku tensorowego formalizujecego zapis.

Przedstawione rozwigzania stanu bdtonowego dotyczg cienkiej powkoki sfe-
rycznej o statej grubosci i oparte zostaly na liniowej teorii izotropowych
jednorodnych powkok sprezystych. Wyprowadzone na podstawie prac [1] , [3]
og6lne wzory zastosowano do konkretnych przypadkéw obcigzenia powkoki.

wydaje sie, Ze przedstawiony sposéb zapisu rozwigzania ukdadu réwnan
rézniczkowych moze byé szczegélnie przydatny w praktyce obliczeniowej pro-
wadzonej przy uzyciu maszyn cyfrowych. Dotyczy to w szczeg6lnosci przypao-
kéw, gdy sposéb podparcia powkoki bedzie gwarantowat prece bdonowg, wow-
czas otrzymane rozwigzania stanu btonowego powkoki bedzie jej pednym roz-
wigzaniem.
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2. Lipl6 geometryczny powierzchni $rodkowe 1l powtoki

Rownanie wektorowe powierzchni $Srodkowej powdoki sferycznej

L[(ilCoe f- ¢ 12eln —>008 — ¢ I3ain £]. (2.1)

gdzie>

promien powdoki .

° ul,% - wspo6trzedne Kkrzywo«

liniowe na powierzch-
ni,

ul - okresla potozenie punk-
tu na wybranym potud-
niku,

u - wskazuje potudnik,na
ktérym lezy punkt.

Wprowadzone dla uproszczenia

Irachunku bezwymiarowe zmienne
Kys. 1. Powierzchnia srodkowa powkoki o
eterycznej di. 12 zawarte ae w przedzia-

tach s

warto zauwazy¢, ze parametryzacja ta poeiada punkty osobliwe w biegunach,

dla ktérych g *3

wspodczynniki pierwszej 1 drugiej formy rézniczkowej oraz ich wyrézni-
ki wynosze:

911 1 bIl « >
922 = 9- b22 * ~ %
(2.2)
sl2 - g21 - o, bl2 ~ b21 - o.
9 e coe2 ul b -
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Krzywizny - gaussowska i $rednie

K
-3
Symbol« Chrietoffela drugiego rodzaju
1 2
112" %0 77
r12 r 21 Lo}
@9

r2-rZmyoi.

r n* f 9»i»
22

r2-o.
22

Przecinek uzZyty w (2.4) oznacza odpowiednig pochodng wzietg wzgl~oec
zmiennej u1 lu u
3. Zwiazki geometryczne powdoki

ZWigzkl sktadowych przemieszczenia z tensorem odksztatcenia btonoweee
wyralaja sie wzorami

wk .l - i S5 -
wl,2 ¢ gw2,l m2FfIl2. (3.1
9("2.2 ¢ g-1 wil) - i gw3 *j22.

UzZyta w (3.1) kreakl w1, %¥U deklaruja przynalezno$¢ do etanu btonowego.



8 St. Bielak, A. Wltkowska-Kuszke
4. Zwiazki fizyczne

Zwigzki wigzgce naprezenie z odksztatceniami dla wersji; uproszczonej
przyjeto z pracy [i]

Ni;) > Ni;* + 6 HM13,

ic3 B {£3 +~h2HN1J, “4.1)
a - - f*i . 28" ejjhwiljli,
przy czym sity btonowa i momenty sg zwigzane z odksztatcenia-
mi wzorami
N1j « id .
] 1-4 L
“4.2)
- - -4fH?y f( - 4)9N +
3@®) L J
gdzie:
\ - parametr staty,
£ - modut Younga,
w - wspétczynnik Pdissona,

2h - gruboS¢ powtoki,

A, B - niezmienniki bedace sumami

4-3)

Zwiagzki (4.2) dla stanu btonowego dostosowane do bezpoéredniego wykorzy-
stania przyjmuje postac «

ili BS5IF [N {1 +<i>9»22]-

*12 “*21% ZIF (1 +*QoNi2. 4.4

~A22 “BITTs [i - (1 +5)?2J14],
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gdzie:

N - gt N1J. (4.5)

5, Réwnania réwnowagi

0g6lny uk#ad roéwnan roéwnowagi dla powkok wyraza sie wzorami [i]

NedJi - Qib] * P3 * O«

N1J . bAj + q31j & P3 « O. G.1)

Kontrswariantne tensory Ni;“, Qt oraz M1* mg sitami 1 momentami prze-
*

krokowymi, 6 PJy 0" oznaczaje kontrawariar-tne tensory sit obciezajecych.

Obciézenie zewnetrzna roztozone w bazie feowariantnej wyraza sie wzorem

p mp +p . 0. (5.2)

gdzie:
r*, n sa wektorami bazy kowariantnej,

rt « r,+ im 1,2,

(G-3)

r. * r_

Pierwsze trzy réwnania (5.1) opisuje stan bdonowy, przy zatozeniu Cl *
0. Ola powkoki sferycznej, dla ktérej wielkosci geometryczne opisuje wzo-
ry (2.2)-(2.4). réwnania te przyjmuje poetac

(vg N11),~ ¢ (Vg 7112),2 - & g,1VgTFi22 « Vg pl - o.

(gYg N12)~ + (gVg R2).2 + gVg P2 - O. (5.4)
Hyg N + VeT P3 « 0.

W wyrazeniach (5.4), w ramach liniowej teorii, przyjeto symetrie ten-
sora kontrawariantr.egc sit+ N1~ »

Zwiezki (5.4) dostosowane do bezposredniego wykorzystania przyjmuje po-
stac
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- (@2@22)A ¢ (N12).2 - -gP1 * $ (Vg p3)
(g”TN12)" ¢ (gVg'N22)»2 - “ 9729 P2. (5.5)

H@IIE « gil22) m - p3.

W przypadku osiowo-symetrycznego obciezenie powdoki roéwnania (5.5) u-
praezczaje sie, gdyz pochodne czestkowe poddug u réwnaje siezeru.
W przypadku obciezenie bez symetrii osiowej, zwiezki (5.5) sprowadza sie
do réwnan rézniczkowych cze6tkowych niejednorodnychdrugiego rzedu.

6. Wielkosci fizyczne

. AV
Przejscie wielkosci tensorowych na wspotrzedne fizyczne umozliwiaje wzo-
ry [1]
- dla sit
(6.1)
6.2)
- dla momentow
(6.3)
dla przemieszczen
1-1.2.
(6.4

iMaga: po i,j nie sumowac.
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7. Przyktad obliczeniowy

Dana jest zamknieta koputa sferyczna o promieniu a (rys. 2) podparta
w spos6b ciagty na obwodzie, poddane dziataniu ciezaru wkasnego

q» <$. 2h, (7.1)

gdziet
g - pionowa obciagzenie na Jednostke powierzchni,
« e ciezar wkasciwy materiatu powkoki,

2h - grubos$¢ powdoki .

7.1. Funkcje obcigzen

Funkcje obcigzen przyjeto nastepujaco

P~ « O, (7.2)
P » - qgaYg’1l.

Symbol *Vg,, oznacza pochodng Yg> wzgledem zmiennej u“s

I\*l*y e * @ *k* S“*/\

7.2. Réwnania rownowagi g

Wywotany ciezarem whasnym symetryczny stan naprezenia powoduje znik-
niecie pochodnych czastkowych wzgledem u wa wzorach (3.3), (5.5).
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7.3. Sity orzekroiows stanu btonowego
Wyrazenia (5.5) po podstawieniu (7.2) i uwzglednieniu warunkéw pracy
powkoki daje

11 - - 3] (1 ¢ aKkg--jJ)-
K12 . s21 . O, (7.3)

N22 - 2F [i * aYg-.jd + g)].
9

7.4. Przemieszczenia atanu btonowego
Po uwzglednieniu wartosci (7.3) i warunkéw podparcie, 2z réwnan (3.1)

otrzymuje sie

A~ ilzniasfT favg., . (i ¢ avg;,) - Ope
VjF2Eh L 1 1

Injvg" . tg(j +hi]" (7*4)
w2 - 0
S3 - - [ * * * In |V?
- reif * G| T

7.5. Wielkosci fizyczne

Wzory transformacyjne (6.1), (6.4) daje nastepujece wielkosci Tfizycznej

- dla eit
<1l «
N12 « ~ A (7*5)
N22 “ 9722~

- dla przemieszczen
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Ze wzoréw (7.5) wynika

dla
ul =0 Ntl + - qa, m ga.
ul- "~ , a Nil~"~*“ k 8" N2 2 k t,B* 17*7)
ul = +0.43 ] . a - - 0,62 qg- -0,

1
Wykazany wostatnim warunku(7.7) brak eityréwnoleznikowej dla - =+ 38 20"

jest praktyczniewykorzystywany w zagadnieniach optymalnego projektowania
powkok eterycznych [5] oraz wyjasnia przyczyne charakteryatycznego "pod-
ciecia“ bizantyjskich kopu#.

7.6. Przyktad liczbowy
Obliczono sity przekrojowe oraz przemieszczenia zelbetowej koputy sfe-
rycznej dla nastepujecych danych liczbowych
a ~15,0 m,
2h »0,12 m,

4 -0.2,
E » 20,0 GPa,
q m 3,0 kPa.

Wyniki obliczen przedstawiono graficznie (rys. 3 i 4).

JTAN/ErT]

Rys. 3. Wykresy sit wewnetrznych n2i* N2
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Rys. 4. Wykresy przemieszczen w?, wh

8. Przyktad obliczeniowy

Dana jest koputa sferyczna o promieniu a (rys. 5) podparta w sposo6b
ciagly na obwodzie. Obciazona ciezarem wkasnym (7.1) oraz ciezarem Swiet-
lika ;-

6-1)

23Tb Vgo

- pionowe liniowe obcia-
zenie gornej krawedzi
powdoki , -

- ciezar ¢wietlnika,

go - wyréznik pierwszej for-
my roézniczkowe] (2.2)
dla
Rys. 5. Koputa sferyczna ze Swietlikiem
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8.1. Funkcje obcigzen

Przyjeto funkcje pbciezen (7.2). dziatanie obciezenla (8.1) uwzgled-
niono w dalszym etapie (formudowania warunkéw brzegowych).

8.2. Réwnania roéwnowagi
Wywotany obcigzeniami (7.1) i (8.1) symetryczny stan naprezenia powo-
duje uproszczenie obllezeh analogiczne do 7.2.

8.3. Sity stanu btonowego

Wartosci sit otrzymuje sie ze wzoréw (5.5) 6uperponujec dwa przypadki
pracy powdokij

1) koputa z otworem na Swietlik obciezona tylko ciezarem wkasnym,
2) "niewazka" koputa obciezona na gérnej krawedzi ciezarem awietlrtika.

Wypadkowe wartosci sit wynosze

N11 * - J[ga2(Vi".1 - VT.lo) + pVg"j.

N12 . 21 - O, (8.2),
N22 “ ~-[qa2(V?2.i)I + g) - * pVvFl3.
gdzie:
Vg»10 - warto$¢ wyrazenia dla ul * ulo.

8.4, Przemiaszezenia stanu btonowego

Po uwzgleonieniu (8.2) i warunkéw podparcia powkoki, wypadkowe warto-
Sci przemieszczeh wynosze _

51 . r.ygi.d * avg,.-)+4iHa .
2Eh L 1 1 °c

* bv?,10) - SFINIY?] + Injtg(l + gt) | ¢ 450

- av9e-10 )I*

wf - 0. (8.3)
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* ¢ Injig |* Injtg{]” *

1 (pi% _ B

9 gs 9

8.6. Przyktad liczbowy

Obliczono sity przekrojowe oraz przemieszczenia Zelbetowej koputy sfe-
rycznej ze nwietlnikiem dla nastepujacych danych liczbowych

a - 15,0 m,
2h s 0,12 Bi,
_g © giro»

E - 20,0 GPe,

d - 3,0 kPa,

p ® 250,0 N/m

Wyniki obliczen przedstawiono graficznie (rys. 6. 7).

NAL[KN/]

Rys. 6. Wykresy eit wewnetrznych N 722
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Wy [mm]

{mm]

8ys. 7. Wykresy przemieszczen w”, w?

9. Wnioski

1. Pojecie stanu btonowego, uzywane w technice, jest pojeciem umownym,
albowiem zawsze pracy powkoki towarzyszy zmiana krzywizny, a te powoduje
powstanie maktych momentéw i sit tnacych.

Opierajac.sie na Zwigzkach fizycznych (4,1) mozemy stosunkowo +atwo,
bo za pomocag sit przekrojowych N17, obliczy¢ te wislkoéci ze wzoréw

Nalezy jednak podkresli¢, ze powyzsze uog6lnione sity przekrojowe sa nie-
rozerwalnie zwiazane z umowng '"pracg bdonowa” 1 dotyczg tylko stanu bto-
nowego.

2. W punkcie osobliwym dla tej parametryzacji, tzn. dl% u f; § a*
przekrojowe (7.3) 1 przemieszczenia (7.4) obliczone z rozwazaé granicz-
nych daza do nastepujacych wartosci
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NET— - 1 <= “koeto~ ko< *12 *
n\ - O. Wg = O1i «E- MI the<rer>*"e]e fo*Z >
3. Spoadéb podparci« powkoki sferycznej umozliwiajacy “prace btonowg"

musi by¢ konstrukcyjni« tak rozwigzany na atyku podtoza z podbudowe, aby
umozliwiat swobodno osigganie przemieszczen w3J (warstwa poslizgowa).

Z. uzyskane sity przekrojowo, wynikajgce z “pracy btonowej“ sg wielko-
Sciami minimalnymi. Kazde interwencja wytrgcajaca powkoke =z pracy btono-
wej powoduje powstanie dodatkowych ®i+ zwiazanych z prace zgleclowa.
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PESEHKE EZ3MOKEKTKOr0 OOCTOHHHH 1'0HKO8 COEPHHSCKOM OBQIIOHKH
C AKCiUXHO-OHHMETPIWECKOM HAITySKOfl

iaa®za

B pa6ote zaHC pameaae OesuoMentBoro coc*dleit+ ocnosaHEoe za teo*
pan zeorpcnHia ozsopozmac ynpyrmc odoxo«ieK. Ho oiHomeiinn k *o oaz nop nueia-
mauca paCotau, ccocoo penehm hojihol ofiojioBKiia zaxxe obczosKB ¢ apocBCToz,
6uz SHasaie.zkHc ynpou$H nyie», ecoTBeTCTByjoaefi napaueTpj53anBi» o0Sozobkk h npH-
MexeBBA Tejisopeoro BomcjieHKH. OCpanaei BHHuaaHe to 0ScToATejibCTBo,vto chzh
b oeweHHit, aB.tJuomHeCB peayzhiaTOM OesuoueHTBoro cocToaHHA wHHHMazkHH»Kazzoe
BoaMymerae cBojsnee aa net OesjiouMHTBoe coctoaHne Be”eT k noaBzemaa zoda-
sobbux CHS, cBAsaHHuz ¢ ssoMeHTHofi padoio&.
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SOLUTIONS OF MOMENTLESS STATE - A THIN SPHERICAL SHELL
LOADED AXIALLY-SYMETRICALLY

Summary

Baaing on a linear theory of homogenous elastic shells momentless sta-
te eolutioneare presented. A way of the eolutionn of a shell as well as a
shell with a skylight is very simple due to the shell parametrizatlon and
tensor calculus appllication. It is interesting to find that section for-
ces resulting of the momentless state ere minimal. Every intervention un-
balancing a shell from the momentless work leads to additional forces con-
nected with a moment work.



