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Streszczenie. Przedstawione w artykule rozwiązania stanu błono­
wego oparte zostały na liniowej teorii izotropowych jednorodnych 
powłok sprężystych. W stosunku do dotychczasowych opracowań, spo­
sób rozwiązania powłoki pełnej oraz ze świetlikiem został znacznie 
uproszczony z powodu odpowiedniego śparametryzowania powłoki oraz 
zastosowanie rachunku tensorowego. Na uwagę zasługuje fakt. Ze siły 
przekrojowe wynikające z pracy błonowej są wielkościami minimalnymi. 
KaZda interwencja wytrącająca powłokę z pracy błonowej powoduje pow­
stanie dodatkowych sił związanych z pracą zgięciowę.

1. Wstęp

Powłokę sferyczną wykorzystuje się w wielu zastosowaniach inżynierskich, 
przede wszystkim w konstrukcjach zbiorników, naczyń ciśnieniowych, korpu­
sów reaktorów jądrowych i ich zabezpieczeń oraz kopuł.

Spośród innych powłok wyróżnia się ona równomierną pracą w złożonych 
warunkach klimatycznych, pod działaniem zarówno obciążeń statycznych jak 
i udarowych oraz duZą stabilnością sejsmiczną. Nie możne pominąć również 
waloru architektonicznego szeroko stosowanych fragmentów powłok sferycz­
nych.

Uwzględniając duże znaczenie praktyczne rozważanego problemu,dążono do 
uzyskania Jak najprostszych rozwiązań. Temu celowi służyło sparametryzo­
wanie powłoki sferycznej we współrzędnych krzywoliniowych geograficznych, 
co dało maksymalne uproszczenia współczynników pierwszej i drugiej formy 
różniczkowej i ułatwiło formułowanie warunków brzegowych oraz zastosowa­
nia rachunku tensorowego formalizujęcego zapis.

Przedstawione rozwiązania stanu błonowego dotyczą cienkiej powłoki sfe­
rycznej o stałej grubości i oparte zostały na liniowej teorii izotropowych 
jednorodnych powłok sprężystych. Wyprowadzone na podstawie prac [l] , [3] 
ogólne wzory zastosowano do konkretnych przypadków obciążenia powłoki.

wydaje się, źe przedstawiony sposób zapisu rozwiązania układu równań 
różniczkowych może być szczególnie przydatny w praktyce obliczeniowej pro­
wadzonej przy użyciu maszyn cyfrowych. Dotyczy to w szczególności przypao- 
ków, gdy sposób podparcia powłoki będzie gwarantował precę błonową, wów­
czas otrzymane rozwiązania stanu błonowego powłoki będzie jej pełnym roz­
wiązaniem.
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2. Łipl6 geometryczny powierzchni środkowe 1 powłoki

Równanie wektorowe powierzchni środkowej powłoki sferycznej

, [(ilCoe f- ♦ l2eln — >008 —  ♦ l3ain fl£]• (2 . 1 )

gdzie >

promień powłoki.

Kys. 1. Powierzchnia środkowa powłoki 
eterycznej

• 1 2u ,u - współrzędne krzywo«
liniowe na powierzch­
ni,

u1 - określa położenie punk­
tu na wybranym połud- 
niku,

2
u - wskazuje południk,na

którym leży punkt.

Wprowadzone dla uproszczenia 
!rachunku bezwymiarowe zmienne

di. iL2

łach s

zawarte aę w przedzia-

warto zauważyć, że parametryzacja ta poeiada punkty osobliwe w biegunach,

dla których —  ■ +8 * 2
współczynniki pierwszej 1 drugiej formy różniczkowej oraz ich wyróżni­

ki wynoszę:

911 " i. bll « >

922 • 9. b22 • ~  9«

sl2 - g21 - o, bl2 - b21 - o.

9 •
2 u1 coe — b -

?  0*

(2 . 2 )
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Krzywizny - gaussowska i średnie

K ”
(2.3)

(2.4)

Symbol« Chrietoffela drugiego rodzaju

1 2
r  - r  ■ °*11 l  ii

r  * r  ■ o.
12 21

t 2 r  2 i .r -r ■ 2q g»i.
12 21 *9

r  ■ * f  9»i»
22

r2-o.
22

Przecinek uZyty w (2.4) oznacza odpowiednią pochodną wziętą wzgl^oec
1 2  ' zmiennej u lub u .

3. Związki geometryczne powłoki

ZWiązkl składowych przemieszczenia z tensorem odkształcenia błonoweęę 
wyralają się wzorami

wŁ .l - i  S5 -

w1 ,2 ♦ g w2 ,l ■ 2 f l2. (3.1)

9("2 .2 ♦ g.l w 1 ) - i  g w3 * j 22. 

‘¡TlJUZyta w (3.1) kreakl w1 , Sv deklarują przynależność do etanu błonowego.
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4. Związki fizyczne

Związki wiążące naprężenie z odkształceniami dla wersji; uproszczonej 
przyjęto z pracy [i]

Ni;) > Ń i;* + 6 HM13,

¡¿3 B {£3 + ^ h 2HŃ1J, (4.1)

gj . . fl*i . 28^' ę j j h W l j l i ,

przy czym siły błonowa i momenty są związane z odkształcenia­

mi wzorami

Ń1 j « id ♦
1—4 L

- - -4£.H? y  f(l - 4 ) 9 ^  +
3 i1—4 i L J

(4.2)

3 (1-*S )

gdzie:

\ - parametr stały,

£ - moduł Younga,

■V - współczynnik Póissona,

2h - gruboSć powłoki,

A, B - niezmienniki będące sumami

(4.3)

Związki (4.2) dla stanu błonowego dostosowane do bezpoćredniego wykorzy­
stania przyjmuję postać «-

i li B 5IF [N - {1 +<i>9»22]-
*12 “ *21 “ ZIF (1 + *«)9Ńi2. (4.4)

^ 22 “ 51TT s [ń - (1 +«5)?Jlł],
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gdzie:

N - gtJ Ń 1J. (4.5)

5, Równania równowagi

Ogólny układ równań równowagi dla powłok wyraża się wzorami [i]

N«lJ| i - Qib| * P3 * 0«

N1J . bAj + q 3Ij ♦ P3 « O. (5.1)

- O.

Kontrswariantne tensory Ni;‘, QŁ oraz M1-* mą siłami i momentami prze-
1 *krokowymi, 6 P- , o" oznaczaję kontrawariar-tne tensory sił obcięzajęcych. 

Obcićżenie zewnętrzna rozłożone w bazie feowariantnej wyraża się wzorem

p m p + p .  o .  ( 5 .2 )

gdzie:

r^, n są wektorami bazy kowariantnej, 

rŁ « r,±  i ■ 1,2,
(5.3)

r. * r_

Pierwsze trzy równania (5.1) opisuję stan błonowy, przy założeniu C1 *
0. Ola powłoki sferycznej, dla której wielkości geometryczne opisuję wzo­
ry (2.2 )-(2.4). równania te przyjmuję poetać

(Vg Ń 11),^ ♦ (Vg ń 12),2 - §• g,1VgTFi22 ♦ Vg p1 - o.

(gYg Ń 12) ^  + (gVg ?322).2 + gVg P2 - 0. (5.4)

Hyg Ń + VęT P3 « 0.

W wyrażeniach (5.4), w ramach liniowej teorii, przyjęto symetrię ten­
sora kontrawariantr.egc sił N1 ’ »

Zwięzki (5.4) dostosowane do bezpośredniego wykorzystania przyjmuję po­
stać
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- (g2«22),A ♦' (gŃ12).2 - -gP1 * $  (Vg p3 )

( g^TŃ12) ^  ♦ (gVg’Ń2 2 )»2 - “ 9^9 P2 . (5.5)

H(JJlł ♦ gil22) ■ - p3 .

W przypadku osiowo-symetrycznego obciężenie powłoki równania (5.5) u-
2

praezczaję się, gdyż pochodne częstkowe podług u równaję się zeru.
W przypadku obciężenie bez symetrii osiowej, zwięzki (5.5) sprowadza się
do równań różniczkowych czę6tkowych niejednorodnych drugiego rzędu.

6. Wielkości fizyczne

. v  . • "
Przejście wielkości tensorowych na współrzędne fizyczne umożliwiaję wzo­

ry [l]

- dla sił

(6 . 1 )

(6.2 )

- dla momentów

(6.3)

dla przemieszczeń

1 - 1.2.
(6.4)

iMaga: po i,j nie sumować.
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7. Przykład obliczeniowy

Dana jest zamknięta kopuła sferyczna o promieniu a (rys. 2) podparta 
w  sposób ciągły na obwodzie, poddane działaniu ciężaru własnego

q » <$ . 2 h ,

gdziet

q - pionowa obciążenie na Jednostkę powierzchni, 

«f •» ciężar właściwy materiału powłoki,

2h - grubość powłoki.

(7.1)

7.1. Funkcje obciążeń

Funkcje obciążeń przyjęto następująco

P1 - .q . Vj

2P « 0, (7.2)

P » - qaYg’,1.

Symbol 'Vg’,, oznacza pochodną Yg’ względem zmiennej u“ s

^ * 1  * y  • * • *** S “*^

7.2. Równania równowagi
. ■

Wywołany ciężarem własnym symetryczny stan naprężenia powoduje znik­
nięcie pochodnych cząstkowych względem u wa wzorach (3.3), (5.5).



12 St. Bielak, A. Wltkowska-Kuazka

7.3. Siły orzekroiows stanu błonowego

Wyrażenia (5.5) po podstawieniu (7.2) i uwzględnieniu warunków pracy 

powłoki daję

fJ11 - - 3| (1 ♦ aKg-.j).

K12 . S21 . O, (7.3)

Ń22 - 2f [i * aYg-.jd + g)].
9

7.4. Przemieszczenia atanu błonowego

Po uwzględnieniu wartości (7.3) i warunków podparcie, z równań (3.1) 
otrzymuje się

^  . ilź^iasf faVg., . (i ♦ aVg;,) - 0pe 
Vjf 2Eh L 1 1

. lnj Vg" . tg( j  + h i ] ’ (7*4)

w2 - O

S3 - - [ *  * * ln |V? .

• *eif * 5j)|'']*

7.5. Wielkości fizyczne

Wzory transformacyjne (6.1), (6.4) daję następujęce wielkości fizycznej 

- dla eił

< 1  «

N12 “ ^  ̂  (7*5)

N22 “ 9^22’

- dla przemieszczeń
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Ze wzorów (7.5) wynika 
dla

u1 = O NŁ1 + - qa, ■ qa.

u1—  ^  , a Nil~'~ “ k  q8' N2 2 k  t,B* i7*7 )

u1 = + 0.43 |  . a - - 0,62 qg. - O,

1
Wykazany w ostatnim warunku (7.7) brak eiły równoleżnikowej dla — ■+ 38 20'
jest praktycznie wykorzystywany w zagadnieniach optymalnego projektowania
powłok eterycznych [ 5] oraz wyjaśnia przyczynę charakteryatycznego "pod­
cięcia“ bizantyjskich kopuł.

7.6. Przykład liczbowy

Obliczono siły przekrojowe oraz przemieszczenia żelbetowej kopuły sfe­
rycznej dla następujęcych danych liczbowych

a ~ 15,0 m ,
2h » 0,12 m,
4 - 0.2,
E » 20,0 GPa, 
q ■ 3,0 kPa.

Wyniki obliczeń przedstawiono graficznie (rys. 3 i 4).

jT^N/trT]

Rys. 3. Wykresy sił wewnętrznych n2i* "̂22
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8. Przykład obliczeniowy

Dana jest kopuła sferyczna o promieniu a (rys. 5) podparta w sposób 
ciągły na obwodzie. Obciążona ciężarem własnym (7.1) oraz ciężarem świet­
lika ; •

Rys. 5. Kopuła sferyczna ze świetlikiem

23Tb Vg0
(8.1 )

- pionowe liniowe obcią­
żenie górnej krawędzi 
powłoki,-

- ciężar ćwietlnika,

go - wyróżnik pierwszej for­
my różniczkowej 

dla

(2.2 )

Rys. 4. Wykresy przemieszczeń w^, w^
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8.1. Funkcje obciążeń

Przyjęto funkcje pbciężeń (7.2). działanie obciężenla (8.1) uwzględ­
niono w dalszym etapie (formułowania warunków brzegowych).

8.2. Równania równowagi

Wywołany obciążeniami (7.1) i (8.1) symetryczny stan naprężenia powo­
duje uproszczenie obllezeh analogiczne do 7.2.

8.3. Siły stanu błonowego

Wartości sił otrzymuje się ze wzorów (5.5) 6uperponujęc dwa przypadki 
pracy powłokij

1) kopuła z otworem na świetlik obciężona tylko ciężarem własnym,
2) "nieważka" kopuła obciężona na górnej krawędzi ciężarem awietlrtika. :

Wypadkowe wartości sił wynoszę

Ń 11 * - |[qa2 (Vi'.1 - VT.lo) + pVg^j.

Ń 12 . fj21 - 0, (8.2),

N22 “ ^-[qa2 (V?.i)l + g) - * pVfl3.

gdzie:

Vg’»10 - wartość wyrażenia dla ul “ u1o.

8.4, Przemiaszezenia stanu błonowego

Po uwzglęonieniu (8.2) i warunków podparcia powłoki, wypadkowe warto­
ści przemieszczeń wynoszę _

5 1 . r.ygi.d * aVg,.-)łiHa .
2Eh L 1 1 °‘ .

* bv?,10) - Sfln|Y?| + lnjtg(| + gŁ)|(- - 0qa

- aV9-10 ))]*

wf - 0. (8.3)
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"5 * -

♦ ♦ In|ig | * lnjtg{|’ *

l (p i %  _ B .

“  9  q s  9

8.6. Przykład liczbowy

Obliczono siły przekrojowe oraz przemieszczenia Żelbetowej kopuły sfe­
rycznej ze ńwietlnikiem dla następujących danych liczbowych

a - 15,0 m,

2h Si 0,12 Bi,

-5
c gir 0»

E - 20,0 GPe,

d - 3,0 kPa,

P ■ 250,0 N/m

Wyniki obliczeń przedstawiono graficznie (rys. 6. 7).

NJ41[kN/m]

Rys. 6. Wykresy eił wewnętrznych N*]̂ # ^22
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W j  [mm]

{ m m ]

8ys. 7. Wykresy przemieszczeń w^, w^

9. Wnioski

1. Pojęcie stanu błonowego, używane w technice, jest pojęciem umownym, 
albowiem zawsze pracy powłoki towarzyszy zmiana krzywizny, a te powoduje 
powstanie małych momentów i sił tnących.

Opierając.się na Związkach fizycznych (4,1) możemy stosunkowo łatwo, 
bo za pomocą sił przekrojowych N1^, obliczyć te wislkoćci ze wzorów

Należy jednak podkreślić, że powyższe uogólnione siły przekrojowe są nie­
rozerwalnie związane z umowną "pracą błonową" 1 dotyczą tylko stanu bło­
nowego.

1 f'2. W punkcie osobliwym dla tej parametryzacji, tzn. dla u ■ §  a * 
przekrojowe (7.3) i przemieszczenia (7.4) obliczone z rozważać granicz­
nych dążą do następujących wartości
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Nl l —  - I  <**' “k “"  ~ k  <**' *12 *

n\ —  O. Wg • O i « £ -  M i  t1 ♦ <*♦*>*"•]• f9*Z >

3. Spoaób podparci« powłoki sferycznej umożliwiający “pracę błonową" 
musi być konstrukcyjni« tak rozwiązany na atyku podłoża z podbudowę, aby 
umożliwiał swobodno osiąganie przemieszczeń w"J (warstwa poślizgowa).

Z. uzyskane siły przekrojowo, wynikające z “pracy błonowej“ są wielko­
ściami minimalnymi. Każde interwencja wytrącająca powłokę z pracy błono­
wej powoduje powstanie dodatkowych ®ił związanych z pracę zglęclową.
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PESEHKE EZ3M0KEKTK0r0 COCTOHHHH I'0HK08 COEPHHSCKÓM OBOJIOHKH 
C AKCiUJŁHO-OHHMETPlWECKOM HAITySKOfl

i a a ® z a

B pa6ote zaHC pameaae OesuoMentBoro coc*o/leiłł ocnosaHEoe za  teo*
pan zeorpcnH ia ozsopozmac ynpyrmc oóoxo«ieK. Ho oiHomeiinn k *o oaz nop nueia- 
mauca paC otau, ccocoo penehm  hojihoI ofiojioBKiia zaxxe obczosKB c apocBCToz, 
6uz SHasaie.zŁHc ynpouśH nyie», eooTBeTCTByjoąefi napaueTpj53anBi» oSozobkk h npH- 
MexeBBA Tejisopeoro BomcjieHKH. OCpanaei BHHuaaHe to  oScToATejibCTBo, v to  chzh 
b oeweHHit, aB.tJuomHeCB peayzhiaTOM OesuoueHTBoro cocToaHHA,wHHHMazŁHH»Kazzoe 
BoaMymerae cBojsnee aa n e t OesjiouMHTBoe co c t oaHne Be^eT k noaBzemaa zoóa- 
sobbux CHS, cBAsaHHuz c ssoMeHTHofi paóoio&.
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SOLUTIONS OF MOMENTLESS STATE - A THIN SPHERICAL SHELL 
LOADED AXIALLY-SYMETRICALLY

S u m m a r y

Baaing on a linear theory of homogenous elastic shells momentless sta­
te eolutioneare presented. A way of the eolutionn of a shell as well as a 
shell with a skylight is very simple due to the shell parametrizatlon and 
tensor calculus appllication. It is interesting to find that section for­
ces resulting of the momentless state ere minimal. Every intervention un­
balancing a shell from the momentless work leads to additional forces con­
nected with a moment work.


